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Prefacio 


La creciente importancia del estudio de la fisica pura en las universidades latino- 
americanas, debido a la necesidad de incrementar el desarrollo cientifico-industrial 
de estos países, hace cada vez más imperiósa la necesidad de contar con textos de es- 
tudio que den énfasis en el aspecto fundamental más bien que en el tecnológico. El es 
una de las obras de mayor prestigio y mejor conocida en este aspecto y, sin duda, una 
ayuda valiosa para los estudiantes de ciencias e ingeniería. Por esta razón, hemos 
acometido con gusto la traducción de los 40 primeros capítulos de esta obra, cons- 
cientes de las dificultades con que tropezaríamos en esta empresa. 

Hemos tratado de seguir lo más fielmente posible el texto original en inglés para 
permitir al lector encontrar en cualquier instante la contrapartida de la traducción. 
En esto está, en realidad, la dificultad mencionada anteriormente, ya que Feynman 
usa un lenguaje de la vida diaria, acompañado de modismos e historietas, en general, 
muy poco familiares para los hispanohablantes. Hemos, por lo tanto, sacrificado 
parte de la elegancia en la traducción, en aras de la conservación del carácter de la 
obra original. 

Otra dificultad que podríamos señalar estriba en la falta de un equivalente único 
en español para muchos términos ingleses. En estos casos hemos utilizado los térmi- 
nos de uso más frecuentes, tanto en nuestro país, como en otros de Latinoamérica. 

La realización de esta traducción ha sido posible gracias al trabajo en equipo ` 
emprendido por varios docentes del Instituto Central de Física de la Universidad de 
Concepción. Agradecemos la colaboración prestada por los colegas M.C. Bustos, R. 
Vera, M.A. de Orúe, 'j. Villegas, G. de la Hoz, V. Sagredo y H. Sagner. 


Concepción ENRIQUE OELKER L. 
mayo de 1971 HuGo ESPINOSA D. 


El prefacio de los profesores Espinosa y Oelker contiene casi todo lo que hu- 
biéramos querido decir; sin embargo, creemos conveniente agregar algunas palabras. 
Por necesidades editoriales, nos encargamos de la traducción de los últimos doce 
capítulos de este volumen. Estábamos conscientes del peligro que se corría con res- 
pecto a la unidad de la obra. Hemos hecho lo posible, consultando con el profesor 
Oelker, para unificar la terminología y, en cuanto ha sido posible, el estilo. Espera- 
mos que el lector nos disculpará si no hemos alcanzado plenamente nuestro objetivo, 
concediéndole mayor ¡importancia al hecho de poder disponer de un texto en espa- 
ñol de la calidad de éste. Expresamos nuestro agradecimiento a los colzgas del De- 
partamento de Física de la Universidad de Oriente, procedentes de diversas partes de 
Latinoamérica y España, por haber atendido nuestras frecuentes consultas sobre la 
terminología. 


Cumaná CARLOS ALBERTO HERAS 
mayo de 1971 ` JUAN MARTİN y MARFIL 


Prefacio de Feynman 


Estas son las lecciones de fisica que di el año pasado y el antepasado a los es- 
tudiantes de los primeros años en el Instituto Tecnológico de Califomia (Caltech). 
Por supuesto que éstas no son textuales; han sido editadas, a veces con gran exten- 
sión y a veces con muy poca. Las clases constituyen sólo parte del curso completo. 
El grupo total de 180 estudiantes se reunia dos veces por semana en un aula grande 
para atender a las explicaciones, y luego se dividia en grupos pequeños de 15 a 20 
estudiantes en secciones de discusión y práctica bajo la guia de un ayudante de 
docencia. Habia, además, una seccion de laboratorio por semana. 


Con estas clases tratáabamos de resolver un problema especial: mantener el inte- 
rés de los estudiantes muy entusiastas y bastante despiertos que regresaban de la 
escuela secundaria para entrar en el Caltech. Muchos habian oido hablar de lo 
interesante y estimulante que es la física: la teoria de la relatividad, la mecánica 
cuántica y Otras ideas modernas. Pero al terminar los dos años del curso anterior al 
nuestro, muchos de ellos se sentian descorazonados porque realmente se les presen- 
taban muy pocas ideas geniales, nuevas o interesantes. Se les hacia estudiar planos 
inclinados, electrostática y cuestiones por el estilo, 


y después de dos años era como para volverse tonto. Se trataba,. pues de ver si 
podiamos hacer un curso que salvara a los estudiantes más avanzados y animados 
manteniéndoles el entusiasmo. 


Aunque mi intención no fue convertir las clases en un campo de estudio e inves- 
tigación preparé las lecciones para los más inteligentes de la clase a fin de asegu- 
rarme, si era posible, que aun los estudiantes más inteligentes no podrian abarcar 
completamente el contenido de cada lección; para ello introduje recomendaciones 
sobre la aplicación de las ideas y conceptos en diversas direcciones, las cuales se 
apartaban de la linea principal de ataque. Por esta razón, sin embargo, traté 
concienzudamente de hacer que todos los enunciados fueran lo más precisos posi- 
bles de señalar en cada caso dónde encajaban las ecuaciones en el cuerpo de la 
fisica y cómo —cuando aprendieron más— se modificarian las cosas. Pensé, además, 
que para los estudiantes es importante indicar qué es lo que deben ser capaces —si 
son suficientemente inteligentes— de comprender por deducción de lo que se ha dicho 
antes y qué se está introduciendo como cosá nueva. Cuando se presentaban nuevas 
ideas, traté de deducirlas si eran deducibles o de explicar que era una nueva idea sin 
base alguna en lo que ya habian aprendido y que se suponia que no era demostrable, 
sino simplemente un agregado. 


Al comenzar estas lecciones supuse que los estudiantes traian cierto conocimien- 
to de la escuela secundaria —tal como óptica geométrica, ideas simples sobre 
química, etc.—. Crei, también, que no había ninguna razón para dictar las lecciones 
en un orden determinado, en el sentido de que no deberia mencionar algo hasta que 
no estuviera en condiciones de estudiarlo en detalle. Habia abundante material que 
surgiria, pero sin discusión completa. Las discusiones completas se harían más 
tarde cuando hubiera mayor preparación para seguirlas. Ejemplos de esto son el 
tratamiento de la inductancia y el de los niveles de energía, que primero se introdu- 
cen en forma muy cualitativa y luego se desarrollan en forma más detallada. 


Al mismo tiempo que me dirigía al estudiante más activo, quise cuidar del 
individuo para quien los adornos en demasía y las aplicaciones laterales son mera- 
mente intranquilizadores, cuando no se puede esperar, de ningún modo, que apren- 
dan la mayor parte del material. Para ese estudiante traté que hubiera un núcleo 
central o columna vertebral de material que pudiera captar. Tenía la esperanza de 
que no se pondria nervioso aunque no entendiera todo el contenido de una lección. 
No esperaba que comprendiera todo sino los rasgos centrales y más directos. Natu- 
ralmente que se necesitaba cierta inteligencia de su parte para ver cuáles eran los 
teoremas e ideas centrales y cuáles los resultados y aplicaciones laterales más 
avanzados que sólo podría entender en. años posteriores. 


Habia una dificultad seria para dar estas lecciones: por la forma en que se daba 
el curso, no habia una retroacción del estudiante hacia el profesor que indicara 
cómo estaban yendo las lecciones. Esta es una dificultad muy seria que me impide 
saber con certeza hasta qué punto, en realidad, fueron muy provechosas mis clases. . 
Todo era esentialmente un experimento. Y si lo hiciera nuevamente no lo haria en la 
misma forma —¡espero que no tenga que hacerlo de nuevo!-—. Creo, no obstante, que 
en lo que respecta a la fisica las cosas anduvieron muy satisfactoriamente el pri- 
mer año. 

El segundo año no quedé tan satisfecho. En la primera parte del' curso, que 


trataba de la electricidad y el magnetismo, no pude encontrar ningún modo realmente 
único o diferente de hacerlo —ninguna manera que fuera especialmente más estimu- 
lante que la forma habitual de presentarlo—. Por lo tanto, no creo que hice mucho 
en las clases sobre electricidad y magnetismo. Al final del segundo año había pensa- 
do originalmente continuar dando, después de la electricidad y el magnetismo, 
algunas clases sobre las propiedades de los materiales, pero con el interés de expli- 
car los modos fundamentales, las soluciones de la ecuación de difusión, los sistemas 
vibrantes, las funciones ortogonales,... desarrollando, asi, las primeras etapas de lo 
que usualmente se denomina “métodos matemáticos de la fisica”. Pensando retros- 
pectivamente, creo que si lo hiciera de nuevo volvería a esa idea original. Pero 
como no se había contemplado que yo daría estas clases nuevamente, se sugirió que 
sería conveniente tratar de dar una introducción a la mecánica cuántica —que es lo 
que ustedes encontrarán en el tercer volumen. 


Queda perfectamente claro que los estudiantes que sigan física deberán esperar 
hasta el tercer año para estudiar mecánica cuántica. Por otra parte, se esgrimió el 
argumento de que muchos de los estudiantes de nuestro curso estudian fisica como 
base para su especialización en otrosrcampos. Y la forma habitual de 
tratar la mecánica cuántica hace que el tema sea casi inalcanzable para la gran 
mayoría de los estudiantes debido a que necesitan mucho tiempo para aprenderlo. 
No obstante, en sus aplicaciones concretas —especialmente en sus aplicaciones más 
complejas, como en la ingenieria eléctrica y en la química— realmente no se usa la 
maquinaria completa del tratamiento con ecuaciones diferenciales. Por ello, traté de 
describir los principios de la mecánica cuántica de un modo que no exigiera un 
conocimiento básico de la matemática de las ecuaciones diferenciales. Creo que aun 
para un fisico es muy interesante presentar la mecánica cuántica de esta manera 
inversa —por varias razones que se pueden ver en las lecciones mismas—. Sin embar- 
go, creo que el experimento en lo correspondiente a la mecánica cuántica no tuvo 
éxito completo —en gran parte debido a que no tuve tiempo al final (por ejemplo, 
debería haber tenido tres o cuatro lecciones más para tratar detenidamente temas 
tales como las bandas de energia y la dependencia espacial de las amplitudes). 
Además, nunca había presentado antes el tema de este modo, por lo que la falta de 
retroacción fue particularmente seria. Ahora creo que se debe dar la mecánica cuán- 
tica más tarde. A lo mejor algún dia tenga la oportunidad de hacerlo de nuevo. 
Entonces lo haré mejor. i 


La razón de que no haya lecciones sobre cómo resolver problemas se debe a que 
había secciones de discusión y práctica, Aunque en el primer año inclui tres leccio- 
nes sobre cómo resolver problemas, en este curso no pude hacerlo. También habia 
una lección sobre guia inercial que debe estar ciertamente después de la lección so- 
bre sistemas rotantes, pero que desafortunadamente se omitió. Las lecciones quinta 
y sexta fueron dadas por Matthew Sands porque yo estaba fuera de la ciudad. 


La pregunta es, por supuesto, hasta qué punto este experimento ha tenido éxito. 
Mi punto de vista —que, sin embargo, no lo comparten la mayoría de los que traba- 
jaron con los estudiantes— es pesimista. No creo haber obtenido gran éxito en lo 
que respecta a ellos. Cuando recuerdo el modo en que éstos manipulaban los proble- 
mas en los exámenes, pienso que el sistema es un fracaso. Por supuesto, mis amigos 
me indican que hubo una o dos docenas de estudiantes que —muy sorprendentemen- 
te— comprendieron casi todo el contenido en todas las lecciones y que fueron muy 


activos trabajando con el material y preocupándose con animación e interés por 
muchos tópicos. Estos individuos tienen actualmente, creo, una base de primera 
línea en física —y son, después de todo, aquellos a quienes quería llegar—. Pero 
entonces “El poder de la instrucción es, en general, poco eficaz, excepto en las fe- 
lices disposiciones en que es casi superfluo” (Gibbons). 


De todos modos, no queria dejar ningún estudiante completamente atrasado, 
como quizás lo hice. Creo que un modo más efectivo de ayudar al estudiante seria 
mediante la adición de tiempo y esfuerzo en el desarrollo de un conjunto de pro- 
blemas que aclare algunas de las ideas contenidas en las lecciones. Los problemas 
dan la oportunidad de aumentar la comprensión del material expuesto haciéndolo 
más real, estructurado y accesible para el proceso de fijación. 


Pienso, sin embargo, que la solución a este problema educativo no es otra que 
darse cuenta que la enseñanza sólo puede realizarse cuando hay una relación indi- 
vidual directa entre un estudiante y un buen profesor, situación en la cual el 
estudiante discute las ideas, piensa en las cosas y habla sobre ellas. Es imposible 
aprender simplementé asistiendo a una clase, o simplemente resolviendo los proble- 
mas asignados. Pero en los actuales momentos tenemos tantos estudiantes a quienes 
enseñar que tenemos que encontrar un sustituto de lo ideal. Quizás mis lecciones 
ejerzan alguna contribución. Quizás en algún lugar pequeño donde sea posible una 
relación individual entre profesores y estudiantes, éstos obtengan alguna inspiración 
o algunos conceptos de estas lecciones. Quizas entonces, también el proceso de 
fijar el material sea más alegre y placentero para ellos y dé origen al desarrollo de 
algunas ideas. 


RICHARD P. FEYNMAN 


Introducción 


Este libro se basa en un curso de lecciones de introducción a la fisica, dado por 
el profesor R. P. Feynman en el Instituto Tecnológico de California (Caltech) duran- 
te el año académico 1961-1962; cubre el primer año de un curso introductivo de dos 
años seguido por todos los alumnos de primero y segundo años del Caltech, y con- 
tinúa en 1962-63 con una serie similar que comprende el segundo año. Las lecciones 
constituyen la mayor parte de una revisión fundamental del curso introductorio 
desarrollado en un periodo de cuatro años. 

La necesidad de una revisión básica ha surgido debido tanto al rápido desarrollo 
de la física en las décadas recientes, como al hecho que los estudiantes novicios han 
demostrado una habilidad matemática cada vez mayor como resultado de mejoras 
del contenido de los cursos matemáticos en la escuela secundaria. Esperábamos 
ciertas ventajas de esta base matemática mejorada y también de la introducción 
de suficientes temas modernos para que el curso fuera como un reto, interesante y 
más representativo de la física actual. 

A fin de generar una variedad de ideas acerca de qué material incluir y de cómo 
presentarlo, se alentó a un número sustancial de miembros de la facultad de fisica 
para ofrecer sus ideas en forma de bosquejos de los tópicos para un curso revisado. 
Varios de éstos fueron presentados y discutidos exhaustiva y criticamente. Hubo 
acuerdo casi inmediato de que una revisión básica del curso no podía lograrse, ni 
por la simple adopción de un texto diferente, ni aun escribiendo uno ab initio, 
sino que el nuevo curso debía centrarse alrededor de un conjunto de lecciones, que 
se presentarían a razón de dos o tres por semana; el material apropiado para el 
texto se produciría entonces como una operación secundaria a medida que el curso 
avanzara, y también se dispondría de los experimentos de laboratorio apropiados 
para completar el material de las lecciones. De acuerdo con esto, se estableció un 
bosquejo aproximado del curso, pero se reconoció que éste era incompleto, tentativo 
y sujeto a modificaciones considerables por todos aquellos que tenían la res- 
ponsabilidad de preparar realmente las lecciones. 


En lo que respecta al mecanismo por el cual se le daría vida al curso, se consi- 
deraron varios planes. Estos planes eran en su mayoria más bien similares, compren- 
diendo el esfuerzo cooperativo de N miembros del personal que compartirian la 
“carga total en forma simétrica e igual: cada persona tendría la responsabilidad de 
1/N de la materia, distribuiria las lecciones y escribiría su parte del texto. Sin 
embargo, la falta de disponibilidad de personal suficiente y la dificultad de mantener 
un punto de vista uniforme debido a las diferencias en personalidad y en filosofía 
de cada uno de los participantes hizo parecer inoperantes tales planes. 


La idea de que poseiamos realmente los medios para crear no sólo un curso de 
fisica nuevo y diferente, sino uno posiblemente único, fue una inspiración feliz del 
profesor Sands. El sugirió que el profesor R. P. Feynman preparara e impartiera las 
lecciones, y que éstas fueran grabadas; una vez transcritas y editadas, debian cons- 
tituir el texto del nuevo curso. Este es esencialmente el plan que se adoptó. 


» 


Se esperaba que el trabajo de edición fuera menor, que consistiría principalmente 
en suministrar las figuras y revisar la puntuación y la gramática; esto lo debian 
hacer uno o dos estudiantes graduados a tiempo por horas. Desafortunadamente, 
esta esperanza tuvo corta duración. Resultó ser, en efecto, un trabajo editorial de 
mayor envergadura el transformar la transcripción verbal a una forma legible, aún 
sin la reorganización y revisión de los temas que a veces eran necesarias. ¡Más 
aún, no fue un trabajo para un editor técnico o un estudiante graduado, sino uno 
que requería la atención constante de un fisico profesional, de diez a veinte horas 
por lección! d Ñ 

La dificultad de la tarea editorial, junto con la necesidad de poner el material en 
manos de los estudiantes lo antes posible, puso un límite estricto al grado de 
“pulimento” de la materia y así fuimos forzados a tender hacia un producto preli- 
minar pero técnicamente correcto que pudiera usarse inmediatamente en vez de uno 
que pudiera considerarse final o terminado. Debido a la urgente necesidad de 
obtener mayor número de copias para nuestros estudiantes y al animoso interés 
por parte de los instructores y estudiantes de otras instituciones, decidimos 
publicar el material en su forma preliminar en vez de esperar una revisión posterior 
mayor, que bien podria no ocurrir nunca. No nos hacemos ilusiones en cuanto a lo 
completo, lo armonioso o a la organización lógica de la materia; en efecto, planeamos 
varias modificaciones menores del curso dentro de un futuro inmediato y esperamos 
que no permanezca estático en su forma o contenido. 


Además de las lecciones que constituyen una parte centralmente importante del 
curso, fue necesario también agregar ejercicios adecuados para desarrollar la expe- 
riencia y habilidad del estudiante, y experimentos adecuados para suministrar un 
contacto de primera mano con el material de las lecciones en el laboratorio. Ninguno 
de estos aspectos está en un estado tan avanzado como el material de las lecciones, 
pero se ha ido avanzando progresivamente. Algunos ejercicios se hicieron a medida 
que avanzaban las lecciones y éstos fueron desarrollados y ampliados para el uso en 
el año siguiente. No obstante, debido a nuestra insatisfacción, pues creemos que los 
ejercicios no suministran una variedad suficiente y una profundidad de aplicación del 
material de las lecciones para hacer al estudiante totalmente consciente del tremendo 
poder que se pone a su disposición, los ejercicios se han publicado separadamente 
y con caracter transitorio para alentar la revisión frecuente. 


Muchos nuevos experimentos para el nuevo curso han sido diseñados por el 
profesor H. V. Neher. Entre éstos hay varios que utilizan el roce extremadamente 
bajo que exhibe un cojinete de gas: un novedoso canal lineal de aire, con el cual se 
pueden realizar mediciones cuantitativas del movimiento unidimensional, de los cho- 
ques y del movimiento armónico, y un trompo de Maxwell sostenido en el aire y 
accionado por él, con el cual se puede estudiar el movimiento rotacional acelerado y 
la precesión y nutación giroscópicas. El desarrollo de nuevos experimentos de labo- 
ratorio se espera que continúe por un periodo considerable de tiempo. 


El programa de revisión estuvo bajo la dirección de los profesores R. B. Leighton, 
H. V. Neher y M. Sands. Participantes oficiales del programa fueron los profesores 
R. P. Feynman, G. Neugebauer, R. M. Sutton, H. P. Stabler*, F. Strong y R. Vogt, 
de la sección de Fisica, Matemáticas y Astronomia, y los profesores T. Caughey, 
M. Plesset y C. H. Wilts de la seccion de Ciencias de la Ingeniería. Se reconoce con 
gratitud la valiosa cooperación de todos aquellos que contribuyeron al programa 
de revisión. Estamos particularmente reconocidos a la Fundación Ford, sin cuya 
cooperación financiera este programa no habria podido desarrollarse. 


ROBERT B. LEIGHTON 
y 


+ 


1961-62, mientras estaba con permiso del Williams College, Williamstown, Mass. 
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1-1 Introducción 


Este curso de fisica de dos años se presenta desde el punto de vista de que 
usted, el lector, va a ser un físico. Este, desde luego, no necesariamente es el caso, 
pero, ¡es lo que supone cada profesor en cada tema! Si usted va a ser un físico, 
tendrá que estudiar mucho: doscientos años del campo de conocimiento de más 
rápido desarrollo que existe. Tanto conocimiento, en efecto, que usted pensaría que 
no lo podría aprender todo en cuatro años y realmente no puede; ¡deberá ir, ade- 
más, a la escuela de graduados! 


Es bastante sorprendente que, a pesar de la cantidad tremenda de trabajo que ha 
sido realizado en todo este tiempo, es posible condensar en gran parte la enorme 
masa de resultados —esto es, hallar leyes que resumen todo nuestro conocimiento. 
Aun asi, las leyes son tan difíciles de entender que es injusto para usted comenzar 
a explorar este tremento tema sin algún tipo de mapa o bosquejo de la relación de 
una parte a la otra del contenido de la ciencia. De acuerdo a estas notas prelimi- 
nares, los primeros tres capitulos darán, por lo tanto, un bosquejo de la relación de 
la fisica con el resto de las ciencias, las relaciones de las ciencias entre si y el 
significado de ciencia, para ayudarnos a desarrollar una mejor comprensión de este 
tema. 

Usted podria preguntar por qué no podemos enseñar física dando simplemente 
las leyes básicas en la página uno y luego mostrar cómo operan en todas las cir- 
cunstancias posibles, tal como lo hacemos en geometria euclidiana, donde establece- 
mos los axiomas y luego hacemos toda clase de deducciones. (Asi que, no satisfecho 
con aprender fisica en cuatro años, ¿la quiere aprender en sólo cuatro minutos?) 
No lo podemos hacer de esta manera por dos razones. Primero, aún no conocemos 
todas las leyes básicas: existe una frontera de ignorancia en expansión. Segundo, 
el planteamiento correcto de las leyes de la fisica contiene algunas ideas muy poco 
familiares que requiere matemática avanzada para su descripción. Por esta razón 
se necesita una cantidad apreciable de entrenamiento preparatorio para entender 
lo que significan estas palabras. No, no es posible hacerlo de esta manera. Sólo po- 
demos hacerlo parte por parte. 

Cada parte del todo de la naturaleza es siempre sólo una aproximación a la ver- 
dad completa o la verdad completa hasta donde la conocemos. En realidad, todo 
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lo que sabemos'es sólo una cierta forma de aproximación, porque sabemos que aún 
no conocemos todas las leyes. Por eso, las cosas deben ser aprendidas, sólo para 
luego desaprenderlas o, más a menudo, para corregirlas. 


El dies de la ciencia, casi la definición, es la siguiente: La comprobación 
de todo conocimiento es el experimento. El experimento es el único juez de la “ver- 
dad” científica. Pero, ¿cuál es la fuente del conocimiento? ¿De dónde provienen 
las leyes que deben ser comprobadas? El experimento mismo ayuda para producir 
estas leyes, en el sentido que nos da sugerencias. Pero también la imaginación es 
necesaria para crear a base de estas sugerencias las grandes generalizaciones —adi- 
vinar sus admirables, simples, pero muy extraños esquemas que hay detrás de todas 
ellas, y luego experimentar para comprobar nuevamente si hemos hecho la suposi- 
ción correcta. Este proceso de imaginación es tan dificil que existe una división de 
las labores en fisica: hay fisicos teóricos que imaginan, deducen y hacen suposicio- 
nes acerca de nuevas leyes, pero no experimentan: y luego hay los fisicos experi- 
mentales que experimentan, imaginan, deducen y hacen suposiciones. 


Deciamos que las leyes de la naturaleza son aproximadas: que primero encon- 
tramos las “equivocadas” y luego encontramos las “correctas”. Pero, ¿cómo puede 
un experimento estar “equivocado”? Primero, en forma trivial: si algo anda mal 
con los aparatos y ustedes no se dieron cuenta. Pero estas cosas se arreglan facil- 
mente y se comprueban en todos los sentidos. Pero sin aferrarnos a estos problemas 
menores, ¿cómo pueden estar equivocados los resultados de un experimento? Sólo 
siendo poco precisos. Por ejemplo, parece que la masa de un objeto nunca cambia: 
un trompo que gira tiene la misma masa que cuando está en reposo. Asi se inventó 
una “ley”: la masa es constante e independiente de la velocidad. Se sabe ahora que 
esa “ley” es incorrecta. Se encuentra que la masa aumenta con la velocidad, pero 
aumentos apreciables requieren velocidades cercanas a la de la luz. Una ley verda- 
dera es: si un objeto se mueve con una rapidez menor que cien millas por segundo, 
la masa es constante dentro de una parte por millón. De esta manera aproximada 
ésta es una ley correcta. Se podria pensar que en la práctica esta nueva ley no da 
diferencia apreciable. Bueno, si y no. Para velocidades ordinarias podemos olvidarla 
por cierto y usar la ley de masa constante como una buena aproximación. Pero para 
velocidades altas nos equivocamos y mientras mayor sea la velocidad tanto más 
equivocados estamos. 


Por último, y esto es lo mas interesante, filosóficamente estamos completamente 
equivocados con la ley aproximada. Nuestra imagen completa del mundo debe alte- 
rarse incluso si la masa cambia solamente un poco. Esto es un asunto muy peculiar 
de la filosofia o de las ideas que hay detrás de las leyes. Aun un efecto muy pequeño 
requiere a veces profundos cambios en nuestras ideas. 


Ahora bien, ¿qué debemos enseñar primero? ¿Debemos enseñar la ley correcta, 
pero poco familiar con sus ideas extrañas y conceptualmente dificiles, por ejemplo, 
la teoria de la relatividad, el espacio-tiempo cuadrimensional, etc.? ¿O debemos en- 
señar primero la ley sencilla de “masa constante”, que es sólo aproximada, pero no 
incluye ideas tan dificiles? Lo primero es más excitante, más maravilloso y más en- 
tretenido, pero lo segundo es más fácil de comprender de inmediato, y es el primer 
paso para un verdadero entendimiento de la segunda idea. Este punto aparece repe- 
tidas veces al enseñar fisica. En diferentes ocasiones debemos resolverlo de maneras 
diferentes, pero en cada paso vale la pena aprender lo que se sabe ahora, hasta que 
punto es exacto, cómo se ajusta a todo lo demás, y cómo podrá cambiarse cuando 
aprendamos más. 
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Sigamos ahora con' nuestro bosquejo, o mapa general, de lo que sabemos hoy 
dia de ciencia (en particular de la física, pero también de otras ciencias que están 
en la periferia), de manera que cuando nos concentremos más tarde en algún punto 
particular tengamos alguna idea de los fundamentos, por qué ese punto particular 
resulta interesante y cómo se ajusta dentro de la gran estructura. De esta manera, 
¿cuál es nuestra visión general del mundo? 


1-2 La materia está formada de átomos 


Si en algún cataclismo fuera destruido todo el conocimiento científico y sola- 
mente pasara una frase a la generación siguiente de criaturas, ¿cuál enunciado con- 
tendria el máximo de información en el minimo de palabras? Yo creo que es la hi- 
pótesis atómica (o el hecho atómico, o como quieran llamarlo), que todas las cosas 
están formadas por átomos —pequeñas partículas que se mueven con movimiento 
perpetuo, atrayéndose unas a otras cuando están separadas por una pequeña dis- 
tancia, pero repeliéndose cuando se las trata de apretar una contra otra. En esa 
sola frase, verán ustedes, hay una cantidad enorme de información referente al mun- 
do, si se aplica sólo un poco de imaginación y pensamiento. 


a 9 ; Fig. 1-1. Agua aumentada mil millones. 


Para ilustrar el poder de la idea atómica, supongamos que tenemos una gota de 
agua de medio centimetro de lado. Si la miramos muy de cerca, no vemos más que 
agua —agua pareja y continua—. Incluso si la aumentamos con el mejor microscopio 
óptico disponible —aproximadamente dos mil veces— entonces la gota de agua va a 
tener unos diez metros de tamaño, casi tan grande como una pieza grande, y si mi- 
ráramos de cerca, veríamos todavía agua relativamente pareja, pero de vez en cuan- 
do cuerpos parecidos a una pelota de fútbol nadando de aqui para allá. Muy inte- 
resante. Estos son paramecios. Pueden detenerse en este punto y ponerse tan curiosos 
acerca de los paramecios con sus vibrantes cilios y cuerpos en contorsión, que no 
van a ir más allá, excepto tal vez para aumentar el tamaño del paramecio aún más 
y ver su interior. Esto, desde luego, es un tema de la biología, pero por el presente 
lo dejamos y miramos con mayor atención aún el material del agua misma, aumen- 
tandolo nuevamente dos mil veces. Ahora la gota de agua se extiende por unos veinte 
kilómetros y si la miramos muy de cerca vemos una especie de hormigueo, algo que 
ya no tiene una apariencia pareja; se parece a una multitud en un partido de fútbol 
visto desde bastante distancia. Para ver qué es este hormigueo, lo aumentamos dos- 
cientas cincuenta veces más todavia y veremos algo parecido a lo que nos muestra 
la figura 1-1. Esta es una representación del agua aumentada unas mil millones de 
veces, pero idealizada en diferentes aspectos. En primer lugar, las particulas están 
dibujadas de manera sencilla con bordes definidos, 
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lo cual no es exacto. Segundo, por simplicidad, están bosquejadas en forma casi es- 
quemática en un arreglo de dos dimensiones, pero se mueven desde luego en tres di- 
mensiones. Nótese que hay dos tipos de “pompas” o circulos para representar los 
átomos de oxigeno (negro) e hidrógeno (blanco) y que cada oxigeno tiene dos hidróge- 
nos unidos a él. (Cada pequeño grupo de un oxigeno con sus dos hidrógenos se 
denomina una molécula.) El dibujo está idealizado más aún en el sentido que las ver- 
daderas particulas en la naturaleza vibran y rebotan continuamente, rotando y 
contorsionándose la una alrededor de la otra. Deben imaginarse esto más bien como 
una representación dinámica y no estática. Otra cosa que no puede representarse en 
un dibujo es que las particulas están “pegadas entre si” —que se atraen unas a otras, 
ésta tirada por aquélla, etc.—. El grupo completo está “encolado en un conjunto”, por 
decirlo asi. Por otra parte, las particulas no pueden atravesarse unas a otras. Si tratan 
de juntar dos de ellas demasiado cerca, se repelen. 


Los átomos tienen un radio de 1 ó 2 x 107* cm. Ahora bien, 107% cm se deno- 
mina un angstrom (un nombre como cualquier otro), de manera que decimos que 
tienen un radio de 1 ó 2 angstrom (A). Otra manera de recordar su tamaño es ésta: 
si una manzana se aumenta al tamaño de la tierra, entonces los atomos de la man- 
zana son aproximadamente del tamaño de la manzana original. 


Ahora imaginense esta gran gota de agua, con todas estas particulas agitándose 
unidas entre sí y moviéndose lentamente en conjunto. El agua mantiene su volumen; 
no se deshace debido a la atracción mutua entre las moléculas. Si la gota está en 
una pendiente, donde se puede mover de un lugar a otro, el agua escurrirá, pero 
no desaparece simplemente —las cosas no se deshacen asi tan fácilmente—, debido a 
la atracción molecular. Ahora bien, el movimiento de agitación es lo que nosotros 
representamos por calor: cuando aumentamos la temperatura, aumentamos el movi- 
miento. Si calentamos el agua, la agitación aumenta y aumenta el volumen entre 
los átomos, y si el calentamiento continúa llega el momento en que la atracción en- 
tre las moléculas ya no es suficiente para mantenerlas unidas y ellas, ahora sí, vue- 
lan en todas direcciones y se separan unas de otras. Desde luego, ésta es la manera 
cómo producimos vapor a partir del agua —aumentando la temperatura—; las par- 
ticulas vuelan en todas direcciones debido al aumento del movimiento. 


En la figura 1-2 tenemos una representación del vapor. Esta representación del 
vapor falla en un aspecto: a presión atmosférica ordinaria puede que haya sólo unas 
pocas moléculas en toda la pieza y seguramente no habria tantas como las tres en 
esta figura. La mayoria de los cuadrados de este tamaño no contendrán ninguna, 
pero nosotros tenemos accidentalmente dos y media o tres en el dibujo (de esta ma- 
nera no estará completamente vacio). Ahora bien, en el caso del vapor vemos las 
moléculas características con más claridad que en el caso del agua. Por simplicidad, 
las moléculas están dibujadas de manera que haya un ángulo de 120° entre ellas. 
En realidad el ángulo es de 105%, 3' y la distancia entre el centro de un hidrógeno 
y el centro del oxigeno es de 0,957 Á, de manera que conocemos está molécula bas- 
tante bien. 


Veamos cuáles son las propiedades del vapor de agua o de otro gas cualquiera. 
Las moléculas, estando separadas entre si, van a rebotar contra las paredes. Ima- 
ginense una pieza con un número de pelotas de tenis (unas cien o algo asi) rebotando 
en todas direcciones en movimiento perpetuo. Cuando bombardean la pared, esto 
empuja la pared apartándola. (Desde luego que tendremos que empujar la pared de 
vuelta.) Esto quiere decir que el gas ejerce 
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una fuerza a golpecitos que nuestros burdos sentidos (no habiendo sido aumentados 
nosotros mismos mil millones de veces) sienten como un empuje medio. Para confi- 
nar un gas debemos aplicar una presión. La figura 1-3 muestra un recipiente común 
para contener gases (empleado en todos los textos), un cilindro con un pistón en él. 
Ahora bien, no importa cuál sea la forma de las moléculas de agua, de manera que 
por simplicidad las dibujaremos como pelotas de tenis o pequeños puntos. Estos 
objetos están en movimiento perpetuo en todas las direcciones. Asi muchas de ellas 
están golpeando el pistón superior todo el tiempo, de modo que para evitar que sea 
botado fuera del tanque por este paciente y continuo golpeteo, debemos sujetar el 
pistón mediante una cierta fuerza que llamaremos presión (realmente, la presión 
multiplicada por el área es la fuerza). Está claro que la fuerza es proporcional al 
área, porque si incrementamos el área, pero mantenemos igual el número de molécu- 
las por centimetro cúbico, aumentamos el número de colisiones con el pistón en la 
misma proporción que hemos incrementado el área. 


INN 
A N 
Vapor 
Figura 1-2 Figura 1-3 


Coloquemos ahora doble cantidad de moléculas en el tanque, manera de duplicar 
la densidad, y que tengan la misma velocidad, esto es, la misma temperatura. En- 
tonces, con bastante aproximación, el número de colisiones será doble, y como cada 
una de ellas es tan “energética” como antes, la presión es proporcional a la densi- 
dad. Si consideramos la verdadera naturaleza de las fuerzas entre los átomos, pode- 
mos esperar un pequeño decrecimiento de la presión debido a la atracción entre 
los átomos, y un pequeño aumento debido al volumen finito que ocupan. Sin embar- 
go, con una excelente aproximación, si la densidad es suficientemente baja para que 
no haya demasiados átomos, la presión es proporcional a la densidad. 


Podemos ver también algo más: Si aumentamos la temperatura sin cambiar la 
densidad del gas, esto es, si aumentamos la velocidad de los átomos, ¿qué le suce- 
derá a la presión? Bueno, los átomos pegan más fuerte porque se mueven más rá- 
pido, y además pegan más a menudo, de manera que la presión aumenta. Ven lo 
sencillas que son las ideas de la teoría atómica. 


Consideremos ahora otra situación. Supongamos que el pistón se mueve hacia 
adentro, de modo que los átomos son comprimidos lentamente a un espacio más 
pequeño. ¿Qué sucede si un átomo choca contra el pistón en movimiento? Eviden- 
temente toma velocidad de la colisión. Pueden comprobarlo haciendo rebotar una 
pelota de ping-pong contra una paleta que se mueve hacia adelante, por ejemplo, y 
hallarán que sale con más velocidad con la que chocó. (Ejemplo especial: si un átomo 
resultara estar en reposo y el pistón lo golpea, ciertamente se moverá.) De esta ma- 
nera los átomos resultan más “calientes” cuando se alejan 
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del pistón que cuando lo chocaron. Por lo tanto, todos los átomos del recipiente 
habrán adquirido más velocidad. Esto quiere decir que cuando comprimimos lenta- 
mente un gas, la temperatura del gas aumenta. Asi que, bajo una lenta compresión, 
un gas aumentará su temperatura, y bajo una lenta expansión disminuirá la tempe- 
ratura. 


Retornamos ahora a nuestra gota de agua y miramos en otra dirección. Supon- 
gamos que bajamos la temperatura de nuestra gota de agua. Suponga que la agita- 
ción de las moléculas de los átomos en el agua está continuamente decreciendo. 
Sabemos que existen fuerzas de atracción entre los átomos, de modo que después 
de un rato ya no estarán en condiciones de agitarse tan bien. Lo que sucederá a 
temperaturas muy bajas queda indicado en la figura 1-4: las moléculas se acomodan . 
en una nueva estructura que es el hielo. Este diagrama esquemático particular del 
hielo está equivocado porque está dibujado en dos dimensiones, pero cualitativa- 
mente está bien. El punto interesante es que el material tiene un lugar definido para 
cada átomo y se puede apreciar fácilmente que si de una manera u otra podemos 
mantener todos los átomos de un extremo de la gota en una cierta ordenación, cada 
átomo en un cierto lugar, entonces debido a la estructura de interconexiones, que 
es rigida, el otro extremo a kilómetros de distancia (en nuestra escala aumentada) 
tendrá también una ubicación definida. Asi, si sostenemos una aguja de hielo de 
un extremo, el otro extremo se resiste a ser desplazado, a diferencia del caso del 
agua, donde la estructura está destruida debido al aumento de la agitación, de ma- 
nera que todos los átomos se mueven en forma diferente. La diferencia entre sólidos 
y liquidos es entonces que en un sólido los átomos estan ordenados en un cierto 
tipo de estructura, llamada estructura cristalina, y no tienen una posición al azar 
a gran distancia; la posición de los átomos en un lado del cristal queda determinada 
por la de los otros átomos a distancia de millones de átomos al otro lado del cristal. 
La figura 1-4 es una ordenación inventada para el hielo, y a pesar de contener mu- 
chas de las caracteristicas correctas del hielo, no es la verdadera ordenación. Uno 
de los aspectos correctos es que hay una parte de la simetria que es hexagonal. 
Pueden ver que si giran el dibujo en 120° alrededor de su eje, el dibujo resulta 
igual. Por lo tanto, hay una simetría en el hielo que es responsable del aspecto de 
seis caras de los copos de nieve. Otro asunto que podemos ver de la figura 1-4 es 
por qué el hielo se contrae cuando se derrite. La ordenación cristalina particular del 
hielo mostrada aquí tiene muehos “huecos” dentro de ella, tal como la estructura 
verdadera del hielo. Cuando se desmorona la estructura, estos huecos pueden ser 
ocupados por moléculas. La mayoria de las sustancias simples, con la excepción del 
agua y el metal de tipos de imprenta, se dilatan al fundirse, debido a que los áto- 
mos están muy compactos en el cristal sólido y al fundirse necesitan mayor espacio 
para agitarse, pero una estructura abierta sufre un colapso, como en el caso del agua. 


-~ Ahora bien, a pesar que el hielo tiene una forma cristalina “rigida”, su tempera- 
tura puede cambiar —el hielo tiene calor—. Si queremos, podemos cambiar su can- 
tidad de calor. ¿Qué es el calor en el caso del hielo? Los átomos no están quietos; 
están agitándose y vibrando. De manera que, a pesar de existir un orden definido 
en el cristal —una estructura definida—, todos los átomos están vibrando “en posi- 
ción”. Si aumentamos la temperatura, vibran con amplitud cada vez mayor, hasta 
que finalmente se sacuden a si mismos fuera de su posición. A esto lo llamamos 
Jusión. Si decrecemos la temperatura, las vibraciones decrecen y decrecen hasta que, 
en el cero absoluto, queda una cantidad mínima de vibración que los átomos pueden 
tener, pero no cero. Este valor minimo de movimiento que pueden tener los atomos 
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no es suficiente para fundir las sustancias, con una excepción: el helio. El helio so- 
lamente decrece el movimiento átomico lo más que puede, pero aun en el cero ab- 
soluto todavía queda suficiente movimiento como para evitar su congelación. El helio, 
aun en el cero absoluto, no se congela, a menos que la presión se haga tan grande 
que los átomos se aplasten entre si. Si aumentamos la presión, lo podemos hacer 


solidificar. 
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Fig. 1-4. Hielo. ig. . Agua evaporándose al aire. 


1-3 Procesos atómicos 


Ya hablamos bastante de la descripción de los sólidos, liquidos y gases desde 
“el punto de vista atómico. Sin embargo, la hipótesis atómica también describe pro- 
cesos, y por eso veremos ahora algunos procesos desde el punto de vista atómico. 
El primer proceso que veremos está asociado con la superficie dèl agua. ¿Qué suce- 
de en la superficie del agua? Haremos ahora el cuadro más complicado —y más rea- 
lista— imaginándonos que la superficie está al aire. La figura 1-5 muestra la superficie 
de agua al aire. Vemos las moléculas de agua como antes, formando un cuerpo de 
agua liquida, pero ahora también vemos la superficie del agua. Sobre la superficie 
encontramos una serie de cosas: ante todo hay moléculas de agua, como en el va- 
por. Este es el vapor de agua, que siempre se encuentra sobre agua liquida. (Existe 
un equilibrio entre el vapor y el agua que será descrito posteriormente.) Ademas 
encontramos otras moléculas —aqui dos átomos de oxigeno pegados entre si, for- 
mando una molécula de oxigeno, allá dos átomos de nitrógeno también pegados 
para formar una molécula de nitrógeno—. El aire está formado casi enteramente por 
nitrógeno, Oxigeno, algo de vapor de agua y cantidades menores de dióxido de car- 
bono, argón y otras cosas. Asi que sobre la superficie del agua está el aire. un gas, 
que contiene algo de vapor de agua. ¿Qué sucede ahora en este cuadro? Las mo- 
leculas de agua están continuamente en agitación. De vez en cuando sucede que una 
de la superficie recibe un golpe un poco más fuerte que lo usual y sale. Es dificil 
ver este suceso en el dibujo, porque es un dibujo estático. Pero podemos imaginar 
que una molécula cerca de la superficie acaba de ser golpeada y está volando 
hacia afuera, o tal vez otra que ha sido golpeada y está volando hacia afuera. De 
este modo, molécula tras molécula. el agua desaparece -se evapora—. Pero si cerra 
mos el recipiente por arriba, después de un tiempo hallaremos una gran cantidad de 
moléculas de agua entre las moléculas de aire. De vez en cuando. una de estas mo- 
léculas de vapor viene volando hacia abajo hacia el agua y queda aprisionada nuc- 
vamente. Vemos asi que lo que parece ser una cosa muerta, sin interés -un vaso de 
agua con 
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Figure 1-6 


Fig. 1-6. Sal disolviéndose en agua. 


una tapa, que ha estado ahí quizás por veinte años—, realmente contiene un fenó- 
meno dinámico e interesante que prosigue todo el tiempo. A nuestros ojos, nuestros 
imperfectos ojos, nada cambia, pero si pudiéramos verlo ampliado mil millones 
de veces, veriamos que desde su propio punto de vista cambia continuamente: mo- 
léculas abandonan la superficie, moléculas regresan. 


¿Por qué no vemos cambio alguno? ¡Porque tantas moléculas abandonan como 
regresan! A la larga “nada sucede”. Si ahora sacamos la tapa del recipiente y so- 
plamos el aire húmedo a otra parte, reemplazándolo por aire seco, el número de 
moléculas que abandonan el liquido sigue siendo el mismo como antes, porque esta 
depende de la agitación del agua, pero el número de las que regresan esta fuerte- 
mente reducido porque hay tan pocas moléculas de agua sobre el agua. Por consi- 
guiente, salen más de las que entran y el agua se evapora. ¡Luego, si desean evapo- 
rar agua, echen a andar el ventilador! 


Aqui hay algo más. ¿Cuáles moléculas se van? Cuando una molécula se va es 
por una acumulación accidental extra de un poco más de energia de lo normal que 
ella necesita si debe escapar de la atracción de sus vecinas. Por lo tanto, ya que 
las que se van tienen más energia que el valor medio, las que se quedan tienen menos 
movimiento promedio de lo que tenian antes. De esta manera el liquido gradual- 
mente se enfría si se evapora. Desde luego, si una molécula de vapor baja desde 
el aire al agua. hay una gran atracción repentina a medida que la molécula se acerca 
a la superficie. Esto acelera la molécula que entra y da como resultado generación 
de calor. De modo que cuando se van quitan calor; cuando regresan generan calor. 
Desde luego cuando no hay evaporación neta, el resultado es nulo —el agua no cam- 
bia de temperatura—. Si soplamos el agua de manera de mantener una preponderan- 
cia del número que se evapora, entonces el agua se enfria. ¡Luego sople la sopa para 
enfriarla! 


Desde luego deben darse cuenta que los procesos recién descritos son más com- 
plicados de lo que hemos indicado. No solamente pasa el agua al aire, sino que tam- 
bién de cuando en cuando una de las moléculas de oxigeno o nitrógeno entrará y 
“se perderá” en la masa de las moléculas de agua y se las arreglará para entrar 
dentro del agua. De este modo el aire se disuelve en el agua; moléculas de oxigeno 
y nitrógeno se las arreglan para entrar al agua, y el agua contendrá aire. Si retira- 
mos repentinamente el aire del recipiente. entonces las moleculas de aire saldrán 
más rápidamente de lo que entran y haciendo esto producirán burbujas. Esto es muy 
peligroso para los buzos, como ustedes sabran. 

Ahora pasaremos a otro proceso. En la figura 1-6 vemos, desde el punto de vista ató- 
mico, un sólido que se disuelve en agua. Si ponemos un cristal de sal en agua, ¿qué 
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sucederá? La sal es un sólido, un cristal, un sistema organizado de “átomos 
de sal”. La figura 1-7 es una ilustración de la estructura tridimensional de la sal 
común, cloruro de sodio. Estrictamente hablando, el cristal no está hecho de átomos, 
sino de lo que llamamos iones. Un ion es un átomo que tiene unos pocos electrones 
extra, o que ha perdido algunos electrones. En un cristal de sal encontramos ¡ones 
cloro (átomos de cloro con un electrón extra) y iones sodio (átomos de sodio con un 
electrón de menos). Los iones están unidos unos a otros por atracción electrostática 
en la sal sólida, pero si los colocamos en agua, encontramos, debido a las atraccio- 
nes del oxigeno negativo y del hidrógeno positivo por los iones, que algunos iones 
se sueltan. En la figura l-6 vemos un ion cloro soltándose y otros átomos flotando 
en el agua en forma de iones. Este dibujo fue hecho con algún cuidado. Nótese, por 
ejemplo, que los terminales de hidrógeno de las moléculas de agua están más próxi- 
mas al ion cloro, mientras que cerca del ion sodio encontramos más a menudo el 
terminal oxigeno, debido a que el sodio es positivo y el terminal oxigeno del agua 
es negativo, y se atraen eléctricamente. ¿Podemos decir a base de este dibujo si la 
sal se está disolviendo en agua o cristalizando? Desde luego, que no lo podemos 
decir, porque mientras algunos de los átomos abandonan el cristal otros atomos 
se vuelven a juntar con él. El proceso es dinámico, tal como en el caso de la eva- 
poración y depende de si hay más o menos sal en el agua que la cantidad necesaria 
para el equilibrio. Entendemos por equilibrio la situación en la cual la rapidez con 
que se van los átomos iguala exactamente a la rapidez con que regresan, Si casi no 
hubiera sal en el agua. se van más átomos de los que retornan, y la sal se disuelve. 
Si, por otro lado, hay demasiados “átomos de sal”, regresan más de los que se van 
y la sal se cristaliza. 


De paso, mencionaremos que el concepto de molécula de una sustancia es sólo 
aproximado y existe sólo para una cierta clase de sustancias. Está claro, en el caso 
del agua, que los tres átomos están realmente pegados unos a otros. No está tan 
claro en el caso del cloruro de sodio en el sólido. Hay una ordenación de iones sodio 
y cloro en el sólido. No hay manera natural de agruparlos como “moléculas de sal”. 


Retornando a nuestra discusión de solución y precipitación, si aumentamos la 
temperatura de la solución salina, aumenta la rapidez con que los átomos se retiran, 
y asi también la rapidez con que los átomos retornan. Resulta, en general, muy 
dificil predecir en qué sentido se realiza, si se disuelve más o menos sólido. La ma- 


yoria de las sustancias se disuelven más, pero algunas sustancias se disuelven menos 
al aumentar la temperatura. 
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Fig. 1-8, Carbono ardiendo en oxígeno, Fig. 1-9. Olor a violetas. 


1-4 Reacciones quimicas 


En todos los procesos que han sido descritos hasta ahora, los átomos y los 
iones no han cambiado sus compañeros, pero desde luego hay circunstancias en 
las cuales los atomos cambian de combinación formando nuevas moléculas. Esto 
se ilustra en la figura 1-8. Un proceso en el cual ocurre un reordenamiento de los 
participantes atómicos es lo que llamamos reacción química. Los otros procesos 
descritos hasta ahora se llaman procesos fisicos, pero no hay una distinción neta 
entre los dos. (La naturaleza no se preocupa de cómo los denominamos, simplemen- 
te sigue actuando.) Esta figura se supone que representa carbono que se quema en 
oxigeno. En el caso del oxigeno, dos atomos de oxigeno están unidos muy fuerte- 
mente. (¿Por qué no se unen ¿res o cuatro? Esta es una de las caracteristicas muy 
peculiares de tales procesos atómicos. Los átomos son muy especiales: les gustan 
ciertas estructuras particulares, ciertas direcciones particulares, etc. Es el trabajo 
de la fisica analizar por qué cada uno quiere lo que quiere. En todo caso, dos aáto- 
mos de oxigeno forman, saturados y contentos, una molécula.) 


Se supone que los átomos de carbono están en un cristal sólido (que podría ser 
grafito o diamante*). Ahora, por ejemplo, una de las moléculas de oxigeno puede 
pasarse al carbono y cada átomo puede tomar un átomo de carbono y salir volando 
en una nueva combinación —“carbono oxigeno ”-— que es una molécula del gas llama- 
do monóxido de carbono. Se le da el nombre químico CO. Esto es muy sencillo: 
las letras “CO” son prácticamente el dibujo de aquella molécula. Pero el carbono 
atrae al oxigeno mucho más que el oxigeno al oxigeno o el carbono al carbono. Pue- 
de ser que el oxigeno llegue a este proceso con muy poca energia, pero el oxigeno y 
el carbono se unirá con tremenda violencia y conmoción y todo lo que está cerca 
de ellos captará esta energia. De este modo se genera una cantidad grande de ener- 
gia de movimiento, energia cinética. Esto es, desde luego, quemar: obtener calor de la 
combinación del oxigeno y el carbono. El calor se tiene generalmente en forma de 
movimiento molecular del gas caliente, pero en ciertas circunstancias puede ser tan 
enorme que genera luz. Asi es como se obtienen las llamas. 


Además, el monóxido de carbono no está satisfecho del todo. Le es posible ligar 
otro oxigeno, de manera que podemos tener una reacción mucho más complicada en 
la cual el oxigeno se combina con el carbono, mientras que al mismo tiempo 


* Se puede quemar un diamante en el aire. 


se lleva a cabo una colisión con una molécula de monóxido de carbono. Podría unirse un 
átomo de oxigeno al CO y formar finalmente una molécula compuesta por un car- 
bono y dos oxigenos, que se designa por CO, y que se llama dióxido de carbono. 
Si quemamos el carbono con muy poco oxigeno en una reacción muy rápida (por 
ejemplo, en un motor de automóvil, donde la explosión es tan rápida que no le que- 
da tiempo para formar dióxido de carbono), se forma una cantidad considerable de 
monóxido de carbono. En muchos de estos nuevos arreglos se libera una cantidad 
bastante grande de energía, produciendo explosiones, llamas, etc., según la reacción 
Los quimicos han estudiado estas combinaciones de átomos, y han encontrado que 
todas las sustancias son algún tipo de combinaciones de átomos. 


Para ilustrar esta idea, consideremos otro ejemplo. Si entramos en un campo 
de pequeñas violetas, sabemos cuál es su “olor”. Es un cierto tipo de molécula, o 
combinación de átomos, que ha entrado en nuestras narices. Antes que nada, ¿cómo 
pudo llegar hasta alli? Es bastante sencillo. Si el olor es algún tipo de molécula en 
el aire, que se agita en todos los sentidos y siendo chocada a cada trecho, podría 
haber entrado accidentalmente en nuestras narices. Ciertamente no tiene ningón de- 
seo particular de entrar en nuestra nariz. Es solamente una parte desvalida de un 
tumulto de moléculas, y en su vagar sin rumbo este pedazo de materia resulta que 
se encuentra en la nariz. 


Ahora bien, los químicos pueden tomar moléculas particulares como el olor 
a violetas, analizarlas y decirnos cuál es el ordenamiento exacto de los átomos 
en el espacio. Sabemos que la molécula de dióxido de carbono es recta y simétrica: 
O-C-O. (Esto puede ser determinado fácilmente también por medios fisicos.) Sin em- 
bargo, aun para las combinaciones enormemente más complicadas de átomos que hay 
en la química, uno puede mediante un largo y notable proceso de trabajo detectivesco, 
hallar la combinación de los átomos. La figura 1-9 representa el aire en la cercania 
de una violeta; de nuevo encontramos nitrógeno y oxigeno en el aire, y vapor de agua. 
(¿Por qué hay vapor de agua? Porque la violeta está húmeda. Todas las plantas 
transpiran.) Pero también vemos un “monstruo” compuesto por átomos de carbono, 
átomos de hidrógeno y átomos de oxigeno, que han tomado una cierta forma espe- 
cial para ordenarse. Es una ordenación mucho más complicada que la del dióxido 
de carbono; es, en efecto. una combinación enormemente complicada. Desgraciada- 
mente no podemos representar todo lo. que realmente se conoce de ella quimicamen- 
te. porque la combinación precisa de todos los átomos se conoce en realidad en 
tres dimensiones, mientras que nuestro dibujo es solamente en dos. Los seis carbo- 
nos que forman un anillo no forman un anillo plano. sino una especie de anillo 
“arrugado”. Todos sus ángulos y distancias son conocidos. De este modo una 
fórmula química es sólo una representación de la molécula. Cuando un químico es- 
cribe una de esas cosas en el pizarrón. trata de “dibujar”, hablando llanamente, en dos 
dimensiones. Por ejemplo, nosotros vemos un “anillo” de seis carbonos y una “ca- 
dena” de carbonos colgando en el extremo, con un oxigeno en segundo lugar desde 
el extremo, tres hidrógenos unidos a un carbono. dos carbonos y tres hidrógenos 
asomados por aqui, etc. 


¿Cómo encuentra el químico cuál es la combinación? Mezcla botellas llenas de 
materiales y, si se vuelve rojo, le dice que consiste de un hidrógeno y dos carbonos 
ligados aquí: si por otra parte se vuelve azul. se trata de un asunto totalmente di- 
ferente. Este es uno de los trabajos detectivescos más fantásticos que se haya hecho 
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nunca -la quimica orgánica—. Para descubrir el ordenamiento de los átomos en estas 
combinaciones tan enormemente complicadas, el químico se fija en ly que sucede si 
mezcla dos sustancias diferentes. El fisico jamás creeria que el quimico sabe de lo 
que está hablando cuando describe las combinaciones de los átomos. Por unos vein- 
te años ha sido posible en algunos casos observar estas moléculas (no tan compli- 
cadas como ésta, pero algunas que contienen parte de ella) mediante un método 
físico, y ha sido: posible localizar cada átomo, no mirando colores. sino midiendo 
donde están. ¡Y admirense!, los quimicos casi siempre están en lo cierto. 


. Resulta, en efecto, que en el olor de las violetas hay tres moléculas levemente 
diferentes, que se diferencian solamente en la ordenación de los átomos de hidro- 
geno. 

Un problema de la quimica es darle nombre a una sustancia, de manera que 
sepamos lo que es. ¡Encuentre un nombre para esta forma! El nombre no solamente 
debe dar idea de la forma, sino decir además que aqui hay un átomo de oxigeno, 
allá un hidrógeno exactamente lo que es cada átomo y dónde está colocado—. Asi 
podemos apreciar que los nombres químicos deben ser complejos para que sean 
completos. Ustedes ven que el nombre de esta cosa en su forma más completa que les 
indique la estructura es 4 - (2, 2, 3, 6 tetrametil - 5 - ciclohexanil) - 3 - buteno - 2 - 
ona, y eso les dice que ésta es su ordenación. Podemos apreciar las dificultades que 
tienen los quimicos, y también apreciar las razones para usar nombres tan largos. 
¡No es que ellos deseen ser oscuros, sino que tienen un problema extremadamente 
difícil al tratar de describir las moléculas en palabras! 


CH CH; 
SE 
CH3-C SC == —C—CH 


H ç Fig. 1—10. La sustancia representada es 
H &æ-irona. 


¿Como sabemos que existen los átomos? Mediante los trucos mencionados an- 
teriormente: hacemos la hipótesis de que existen átomos, y uno tras otro resultado 
sale como lo hemos predicho, tal como debería ser si las cosas están hechas de áto- 
mos. Hay además evidencias algo más directas, un buen ejemplo de lo cual es lo 
siguiente: los átomos son tan pequeños que no se pueden ver con un microscopio 
óptico —de hecho, ni siquiera con un microscopio electrónico—. (Con un microsco- 
pio óptico sólo pueden verse objetos que son mucho más grandes.) Ahora, si los 
atomos están continuamente en movimiento, digamos en agua, y colocamos una 
pelota grande de algún material en el agua, una pelota mucho más grande que los 
atomos, la pelota se moverá en todas direcciones —muy parecido a un juego de pe- 
lota donde mucha gente trata de empujar una pelota muy grande—. La gente empuja 
en direcciones diferentes, y la pelota se mueve por el campo con una trayectoria 
irregular. Asi, del mismo modo, la “pelota grande” se moverá por las desigualdades 
de las colisiones de un lado para el otro, de un instante al siguiente. Por eso, si mi- 
ramos particulas muy pequeñas (coloides) en agua a través de un microscopio ex- 
celente, vemos 
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una agitación perpetua de las particulas que es el resultado del bombardeo de los 
átomos. Esto se llama movimiento browniano. 

Podemos ver otra evidencia más de la existencia de los átomos en la estructura 
de los cristales. En muchos casos las estructuras deducidas por análisis de rayos X 
están de acuerdo en sus “formas” espaciales con la forma que realmente presentan 
los cristales tal como se encuentran en la naturaleza. Los ángulos entre las diferen- 
tes “caras” de un cristal concuerdan, a menos de segundos de arco, con los ángulos 
deducidos suponiendo que un cristal está formado por muchas “capas” de átomos. 

Todo está formado por atomos. Esta es la hipótesis clave. La hipótesis más im- 
portante de toda la biologia, por ejemplo, es que todo lo que hacen los animales, 
lo hacen los átomos. En otras palabras, no hay nada que hagan los seres vivientes 
que no pueda ser entendido desde el punto de vista de que están hechos de átomos 
que actúan según las leyes de la física. Esto no se conocia desde un comienzo: fue 
necesaria alguna experimentación y teorización para sugerir esta hipótesis, pero aho- 
ra es aceptada, y es la teoria más útil para producir nuevas ideas en el campo de la 
biología. 

Si un trozo de acero o un trozo de sal, que consisten de atomos uno junto al 
otro, puede tener propiedades tan interesantes; si el agua que no es sino estas pe- 
queñas gotitas, kilometros y kilómetros de lo mismo sobre la tierra— puede formar 
olas y espuma y hacer ruidos de torrente y figuras extrañas cuando corre sobre ce- 
mento; si todo esto, toda la vida de una corriente de agua, puede ser nada más que 
una pila de atomos, ¿cuánto más es posible? Si en lugar de arreglar los átomos en 
alguna estructura definida, que se repita una y otra vez, siempre de nuevo, o incluso 
formando pequeños grupos complejos tal como en el olor de las violetas, hacemos 
una combinación que es siempre diferente de lugar a lugar, con diferentes tipos de 
átomos combinados de muchas maneras que cambian continuamente, no repitiéndo- 
se, ¿Cuánto más maravillosamente es posible que este objeto se comporte? ¿Es posi- 
ble que este “objeto” que camina de un lado a otro frente a ustedes hablándoles, 
sea un gran montón de estos atomos en un arreglo muy complejo, de modo que su 
mera complejidad hace vacilar la imaginación acerca de lo que puede hacer? Cuan- 
do decimos que somos un montón de atomos, no queremos decir que somos mera- 
mente un montón de átomos, porque un montón de átomos que no se repiten del 
uno al otro podria muy bien tener las posibilidades que ven frente a ustedes en el 
espejo. 
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2-1 Introducción 


En este capítulo examinaremos las ideas más fundamentales que tenemos sobre 
la fisica —la naturaleza de las cosas como las vemos en el presente—. No discutire- 
mos la historia de cómo sabemos que todas estas ideas son verdaderas; ustedes 
aprenderán estos detalles a su debido tiempo. 


Las cosas de las cuales nos preocupamos en ciencia se presentan en miriadas 
de formas y con una multitud de atributos. Por ejemplo, si estamos parados en la 
playa y observamos el mar, vemos agua, el -r'omper de las olas, la espuma, el movi- 
miento chapoteante del agua, el sonido, el aire, los vientos y las nubes, el sol y el 
cielo azul y luz; hay alli arena y rocas de diferente dureza y duración, color y tex- 
tura. Hay animales y algas, hambre y enfermedad, y el observador en la playa; pue- 
de haber aun felicidad y pensamientos. Cualquier otro lugar en la naturaleza tiene 
una variedad similar de cosas e influencias. Siempre será tan complicado como 
aquello, cualquiera que sea el lugar. La curiosidad exige que formulemos preguntas, 
que intentemos enlazar las cosas y tratemos de entender esta multitud de aspectos 
tal como resultan quizás de la acción de un número relativamente pequeño de cosas 
elementales y fuerzas que actúan en una variedad infinita de combinaciones. 


Por ejemplo: ¿Es la arena diferente a las rocas? Es decir, ¿es la arena quizás 
nada más que un gran «número de piedras muy diminutas? ¿Es la luna una gran 
roca? Si entendiéramos las rocas, ¿entenderiamos también la arena y la luna? ¿Es 
el viento un chapoteo del aire analogo al movimiento chapoteante del agua en el 
mar? ¿Qué caracteristicas comunes tienen los diferentes movimientos? ¿Qué es co- 
mún a las diferentes clases de sonido? ¿Cuántos colores diferentes existen? Y asi 
en tantas otras cosas. De esta manera tratamos de analizar gradualmente todas las 
cosas, de enlazar cosas que a primera vista parecen diferentes, con la esperanza de 
poder reducir el número de cosas diferentes y de esta manera comprenderlas mejor. 


Hace algunos cientos de años, se estableció un método para encontrar respuestas 
parciales a estas interrogantes. Observación, razonamiento y experimentación cons- 
tituyen lo que llamamos el método cientifico. Tendremos que limitarnos a una mera 
descripción de nuestro punto de vista básico de lo que a veces se llama física fun- 
damental, o ideas fundamentales que han surgido de la aplicación del método cien- 
tifico. 
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¿Qué queremos decir por “comprender” algo? Podemos imaginar que este con- 
junto complicado de cosas en movimiento, que constituyen “el mundo”, es algo 
como un enorme juego de ajedrez jugado por dioses y nosotros somos observadores 
del juego. No conocemos las reglas del juego; la único que nos está permitido es 
observar el juego. Por cierto, si observamos un tiempo suficiente, podemos even- 
tualmente darnos cuenta de alguna de las reglas. Son las reglas del juego lo que 
entendemos por física fundamental. Sin embargo, aun si entendiéramos todas las 
reglas, podriamos no estar en condiciones de comprender por qué se hace un mo- 
vimiento particular en el juego, meramente porque es demasiado complicado y nues- 
tras mentes son limitadas. Si ustedes juegan ajedrez, deberán saber que es fácil 
aprender todas las reglas, y aun así es a veces muy difícil seleccionar la mejor juga- 
da o comprender por qué un jugador mueve de una manera determinada. Asi es 
en la naturaleza, sólo que en mayor grado; pero en última instancia podriamos en- 
contrar todas las reglas. En realidad, no tenemos ahora todas las reglas. (Alguna 
vez en algún momento puede suceder algo como el enroque que todavia no com- 
prendemos.) Aparte de no conocer todas las reglas, lo que podemos explicar real- 
mente a base de aquellas reglas es muy limitado, porque casi todas las situaciones 
son tan enormemente complicadas que no podemos seguir las jugadas usando las 
reglas, mucho menos decir qué sucederá a continuación. Debemos, por lo tanto. 
limitarnos al problema más básico de las reglas del juego: Si conocemos las reglas, 
consideramos que “comprendemos” el mundo. 


¿Cómo podemos decir si las reglas que “adivinamos” son realmente correctas, 
si no podemos analizar el juego muy bien? Existen, hablando a grandes rasgos, tres 
maneras. Primero, pueden existir situaciones donde la naturaleza se las ha arreglado, 
o nosotros arreglamos la naturaleza, para ser simple y tener tan pocas partes que 
podamos predecir exactamente lo que va a suceder, y de esta manera comprobar 
cómo funcionan nuestras reglas. (En una esquina del tablero puede haber solamente 
unas pocas piezas de ajedrez en juego y eso lo podemos descifrar exactamente.) 


Una segunda manera útil para comprobar reglas es en terminos de reglas menos 
especificas derivadas de. aquéllas. Por ejemplo, la regla del movimiento de un alfil 
sobre un tablero de ajedrez es que se mueve solamente en diagonal. Se puede dedu- 
cir, sin importar cuántos movimientos se hayan realizado, que un cierto alfil estará 
siempre sobre un cuadro blanco. Asi, sin estar en condiciones de seguir los detalles, 
podemos comprobar siempre nuestra idea acerca del movimiento del alfil, averiguan- 
do si está siempre sobre un cuadro blanco. Por supuesto que estará alli por largo 
tiempo, hasta que de subito encontramos que está sobre un cuadro negro. (Lo que 
sucedió, por supuesto, es que en el interin fue capturado, otro peón atravesó para ser 
coronado y se transformó en un alfil sobre un cuadro negro.) Asi son las cosas en 
física. Por mucho tiempo tendremos una regla que funciona excelentemente en forma 
global, incluso cuando no podemos captar los detalles, y luego en algún momento 
podemos .descubrir una nueva regla. Desde el punto de vista de la fisica básica, los 
fenómenos más interesantes se encuentran, por supuesto, en las partes nuevas, las 
partes donde las reglas no funcionan —¡no las partes donde realmente funcionan!-. 
Es de esta manera como descubrimos reglas nuevas. 


La tercera manera de decir si nuestras ideas son correctas es relativamente tos- 
ca, pero probablemente la más poderosa de todas. Esto es, en forma aproximada. 
Aunque no seamos capaces de decir por qué Alekhine mueve esa pieza particular, 
quizás podamos entender de algún modo que está juntando sus piezas alrededor del 


rey para protegerlo, más o menos, ya que es lo sensato hacer en estas circunstan- 
cias. De la 
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misma manera podemos a menudo comprender la naturaleza, más o menos, sin que 
seamos capaces de ver qué hace cada pequeña pieza en términos de nuestra com- 
prensión del juego. 

En un comienzo los fenómenos de la naturaleza se dividieron aproximadamente 
en clases, como el calor, la electricidad, la mecánica, el magnetismo, las propiedades 
de sustancias, los fenómenos químicos, la luz o la óptica, los rayos X, la fisica nu- 
clear, la gravitación, los fenómenos mesónicos, etc. Sin embargo, el objetivo es ver 
la naturaleza completa como diferentes aspectos de un conjunto únicode fenómenos. 
Éste es el problema básico de la fisica teórica de hoy -encontrar las leves que hay 
detrás del experimento; amalgamar estas clases. Históricamente hemos sido capa- 
ces siempre de amalgamarlas, pero con el transcurso del tiempo se encuentran cosas 
nuevas. Estábamos amalgamando muy bien, cuando de repente se descubrieron los 
rayos X. Entonces amalgamamos un poco más y se encontraron los mesones. Por 
lo tanto, en cada etapa del juego éste parece siempre bastante confuso. Mucho está 
amalgamado, pero siempre existen muchos alambres o hilos colgando en todas las 
direcciones. Esta es hoy la situación que trataremos de describir. 


Algunos ejemplos históricos de amalgamación son los siguientes. Tómese pri- 
mero el calor y la mecánica. Cuando los átomos están en movimiento, mientras 
más movimiento más calor contiene el sistema y asi el calor y todos los efectos tér- 
micos pueden representarse por las leyes de la mecánica. Otra tremenda amalgama- 
ción fue el descubrimiento de la relación entre la electricidad, el magnetismo y la 
luz, que se encontró que eran aspectos diferentes de una misma cosa, que llamamos 
hoy día el campo electrómagnetico. Otra amalgamación es la unificación de los fe- 
nómenos quimicos, de las diversas propiedades de las diferentes sustancias y el com- 
portamiento de las particulas atómicas, que está en la mecanica cuantica de la qui- 
mica. 

La pregunta es, por supuesto; ¿será posible amalgamar /odo y descubrir sólo 
que este mundo representa aspectos diferentes de una cosa? Nadie lo sabe. Todo 
lo que sabemos es que, si proseguimos, encontramos que podemos amalgamar partes 
y entonces encontramos algunas partes que no ajustan y seguimos tratando de ar- 
mar el rompecabezas. Si existe un número finito de partes y aun si existe un limite 
para el rompecabezas, es, por supuesto, desconocido. Nunca se sabra, hasta que ha- 
yamos terminado el cuadro, si es que lo logramos. Lo que deseamos hacer aqui es 
ver hasta qué punto ha avanzado este proceso de amalgamación y cuál es la situa- 
ción presente en la comprensión de fenomenos básicos en términos del conjunto 
más reducido de principios. Para expresarlo de una manera más simple. ¿de qué 
están hechas las cosas v cuántos elementos hay? 
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Es un poco dificil empezar de inmediato con el panorama presente: asi, pues. 
veremos primero cómo se veian las cosas alrededor de 1920 y después extraeremos 
algunas cosas de esta imagen. Antes de 1920 nuestra imagen del mundo era algo 
como esto: el “escenario” en que el universo se desarrolla es el espacio tridimen 
sional de la geometria. como fue descrito por Euclides, y las cosas cambian en un 
medio llamado riempo. Los elementos en el escenario son particulas, por ejemplo. 
los atomos, que tienen algunas propiedades. Primero. la propiedad de la inercia: si 
una particula se mueve. sigue moviéndose en la misma dirección, a menos que fuer- 
zas actúen sobre ella. El segundo elemento lo constituyen entonces las fuerzas, que 
entonces se creia 
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eran de dos variedades: primero un tipo enormemente complicado y detallado 
de fuerza de interacción que mantiene los diversos átomos en diferentes com- 
binaciones de una manera complicada, que determinaba si la sal se disolvía más 
rápidamente o más lentamente cuando aumentamos la temperatura. La otra fuerza 
que se conocía era una interacción de largo alcance —una atracción suave y tran- 
quila— que variaba inversamente con el cuadrado de la distancia y que se llamó gra- 
vitación. Esta ley se conocia y era muy simple. Por qué las cosas se mantienen en 
movimiento cuando se están moviendo o por qué existe una ley de gravitación, era 
desconocido, por supuesto. 

Una descripción de la naturaleza es lo que nos interesa aqui. Desde este punto 
de vista, entonces, un gas y por cierto toda la materia, es una miriada de particulas 
en movimiento. De esta manera, muchas de las cosas que hemos visto mientras per- 
maneciamos de pie a la orilla del mar pueden ser relacionadas inmediatamente. Pri- 
mero la presión: ésta proviene de los choques de los átomos con las paredes, o lo 
que sea; el desplazamiento de los átomos, si en general se mueven todos en una di- 
rección, es el viento; los movimientos internos al azar son el calor. Existen ondas 
de exceso de densidad, donde se han juntado demasiadas particulas, y asi, a medida 
que se descomprimen, provocan más allá apilamientos de particulas y asi sucesiva- 
mente. Esta onda de exceso de densidad es el sonido. Es un logro tremendo ser ca- 
paz de entender tanto. Algunas de estas cosas fueron descritas en el capítulo an- 
terior. 

¿Qué clase de particulas existen? En aquel tiempo se consideraban que existian 
92: a la larga se encontraron 92 clases diferentes de átomos. Tenian nombres dife- 
rentes asociados con sus propiedades químicas. 


La parte siguiente del problema era, ¿qué son las fuerzas de corto aame? ¿Por 
qué el carbono atrae un oxigeno, o quizás dos oxigenos, pero no tres oxigenos? 
¿Cual es el mecanismo de interacción entre los átomos? ¿Será la gravitación? La 
respuesta es no. La gravedad es demasiado débil. Pero imaginemos una fuerza aná- 
loga a la gravedad, que varia inversamente con el cuadrado de la distancia, pero 
enormemente más poderosa y que tiene una diferencia. En la gravedad, todo atrae 
a todo, pero ahora imaginemos que existen dos clases de “cosas”, y que esta nueva 
fuerza (que es, por supuesto, la fuerza eléctrica) tiene la propiedad que los iguales 
se repelen y que los desiguales se atraen. La “cosa” que lleva esta interacción fuerte 
se llama carga. 


Entonces, ¿qué es lo que tenemos? Supóngase que tenemos dos desiguales que 
se atraen entre sí, uno positivo y uno negativo, y que quedan unidos a una distancia 
muy corta. Supóngase que tenemos otra carga a cierta distancia. ¿Sentirá ella al- 
guna atracción? Prácticamente no sentirá ninguna, porque si las dos primeras son 
iguales en magnitud, la atracción de una y la repulsión de la otra se compensan. 
Por lo tanto, hay muy poca fuerza a cualquier distancia apreciable. Por otra parte, 
si nos acercamos mucho con la carga extra, surge atracción, porque la repulsión de 
las iguales y la atracción de las desiguales tenderá a acercar las desiguales y a se- 
parar las iguales. Entonces la repulsión será menor que la atracción. Esta es la razón 
de que los átomos que están constituidos por cargas eléctricas positivas y negativas 
sienten una fuerza muy débil cuando están separados por una distancia apreciable 
(aparte de la gravedad). Cuando se acercan mucho, cada una puede “mirar el inte- 
rior” de la otra y reordenar sus cargas, con el resultado de que tienen una interac- 
ción muy fuerte. La base última de la interacción entre los átomos es eléctrica. Ya 
que esta fuerza es tan enorme, todos los positivos y todos los negativos se juntarán 
normalmente en una 
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combinación tan intima como sea posible. Todas las cosas, aun nosotros mismos, 
están hechas de partes positivas y negativas finamente granuladas que interactúan 
de manera enormemente fuerte, todas perfectamente compensadas. A veces por acci- 
dente, podemos quitar por frotamiento unos pocos negativos o unos pocos positivos 
(corrientemente es más facil quitar los negativos) y en esas circunstancias encon- 
tramos la fuerza eléctrica no compensada y entonces podemos ver los efectos de 
estas atracciones eléctricas. 

Para dar una idea de cuánto más fuerte es la electricidad que la gravitación, 
considérese dos granos de arena, de un milímetro de diámetro, separados treinta 
metros. Si la fuerza entre ellos no estuviera compensada, si todo atrae a todo, en 
vez de repelerse los iguales, de modo que no haya cancelación, ¿cuánta fuerza ha- 
bra? ¡Habrá una fuerza de tres millones de toneladas entre ambos! Ven que hay 
muy, pero muy poco exceso o déficit en el número de cargas negativas o positivas 
necesarias para producir efectos eléctricos apreciables. Esta es, ciertamente, la razón 
por qué ustedes no pueden ver la diferencia entre una cosa cargada eléctricamente o 
sin carga tan pocas particulas entran en juego que es dificil que produzcan una 
diferencia en el peso o en el tamaño de un objeto. 


Con esta imagen los átomos eran más fáciles de comprender. Se imaginaba que 
tienen un “núcleo” en el centro, que está cargado electropositivamente y es muy 
pesado, y el núcleo está rodeado por cierto número de “electrones”, que son muy 
livianos y están cargados negativamente. Ahora avanzamos un poco más en nuestra 
historia para hacer notar que en el núcleo mismo se encontraron dos clases de par- 
ticulas, protones y neutrones, casi del mismo peso y muy pesados. Los protones 
están cargados eléctricamente y los neutrones son neutros. Si tenemos un átomo con 
seis protones en el interior de su núcleo y éste está rodeado por seis electrones (las 
particulas negativas en el mundo ordinario de la materia son todos electrones, y és- 
tos son muy livianos comparados con los protones y neutrones que constituyen los 
núcleos), éste sería el número atómico seis en la tabla de la química, y se llama car- 
bono. El número atómico ocho se llama oxigeno, etc., porque las propiedades qui- 
micas dependen de los electrones externos y, en realidad, sólo de cuántos electrones 
hay. Asi las propiedades químicas de una sustancia dependen sólo de un número, el 
número de electrones. (La lista completa de elementos de los químicos podría haber- 
se realmente denominado 1, 2, 3, 4, 5, etc. En vez de decir “carbono” podriamos 
decir “elemento seis”, significando esto seis electrones; pero, por supuesto, cuando 
los elementos fueron descubiertos, no se sabía que pudieran ser numerados de esta 
manera, y en segundo lugar haría aparecer todo más bien complicado. Es mejor 
tener nombres y simbolos para estas cosas, más bien que indicar todo por un nú- 
mero.) 


Se descubrió aún más acerca de las fuerzas eléctricas. La interpretación natural 
de la interacción eléctrica es que dos objetos simplemente se atraen: positivo contra 
negativo. Sin embargo, se descubrió que esto era una idea inadecuada para repre- 
sentarla. La representación más adecuada de la situación es afirmar que la existencia 
de la carga positiva en cierto sentido distorsiona o crea una “condición” en el es- 
pacio, tal, que si introducimos una carga negativa, ella siente una fuerza. Esta po- 
tencialidad para producir una fuerza se llama campo eléctrico. Cuando colocamos 
un electrón en un campo eléckico decimos que “tira de él”. Tenemos entonces dos 
reglas: (a) las cargas produc n campo y (b) las cargas en campos experimentan 
fuerzas y se mueven. La ra para esto se aclarará cuando discutamos el siguiente 
fenómeno: si cargamos eléctr ente un cuerpo, 


digamos un peine, y después colocamos un trozo de papel cargado a cierta distancia y move- 
mos el peine de atrás para'adelante, el papel responderá apuntando siempre hacia el peine. Si 
lo agitamos más rapidamente se descubrirá que el papel se queda un poco más atrás, hay un 
retardo en la acción. (En la primera etapa, cuando movemos el peine más bien len- 
tamente, encontramos una complicación que es el magnetismo. Las influencias mag- 
néticas tienen que ver con cargas en movimiento relativo, por lo que las fuerzas 
magnéticas y eléctricas pueden ser realmente atribuidas a un campo, como dos as- 
pectos diferentes de exactamente una misma cosa. Un campo eléctrico variable no 
puede existir sin magnetismo.) Si retiramos más el papel cargado, el retraso es ma- 
yor. Entonces se observa algo interesante. A pesar de que las fuerzas entre dos obje- 
tos cargados deberian variar inversamente con el cuadrado de la distancia, se en- 
cuentra que cuando agitamos la carga la influencia se extiende mucho más allá de 
lo que podriamos suponer a primera vista. Esto es, el efecto decrece mucho más 
lentamente que la inversa del cuadrado. 


Hay aquí una analogia: si estamos en una piscina y hay muy cerca un corcho 
flotando. podremos moverlo “directamente” empujando el agua con otro corcho. 
Si ustedes miran solamente ambos corchos, todo lo que verán es que uno se mueve 
inmediatamente en respuesta al movimiento del otro —existe algún tipo de “inter- 
acción” entre ellos—. Por cierto, lo que realmente hacemos es perturbar el agua; el 
agua perturba entonces el otro corcho. Podriamos establecer entonces una “ley” 
si usted empuja un poco el agua, un objeto próximo en el agua se moverá. Si estu- 
viera más alejado, por supuesto, el segundo corcho apenas se moveria, porque mo- 
vemos localmente el agua. Por otra parte, si agitamos el corcho, un nuevo fenómeno 
estará implicado, en el cual el movimiento del agua mueve el agua alli, etc. y se 
propagan ondas; asi que por agitación hay una influencia de mucho mayor alcance; 
una influencia oscilatoria, que no puede ser comprendida a partir de la interacción 
directa. Por lo tanto, la idea de interacción directa debe reemplazarse por la exis- 
tencia del agua, o en el caso eléctrico, por lo que llamamos el campo electromag- 
netico. 


El campo electromagnético puede transportar ondas; algunas de estas ondas 
son luz; otras se usan en radiodifusión, pero el nombre general es ondas electro- 
magnéticas. Estas ondas oscilatorias pueden tener varias frecuencias. Lo único que 
es realmente diferente de una a otra onda es la frecuencia de oscilación. Si sacudi- 
mos una carga de aqui para alla más y más rápidamente y observamos los efectos, 
obtenemos toda una serie de diferentes tipos de efectos, que están unificados por 
la especificación “e un solo número, el número de oscilaciones por segundo. La 
“captación” común que obtenemos de las corrientes eléctricas de los circuitos en 
las paredes de un edificio tiene una frecuencia de alrededor de cien ciclos por se- 
gundo. Si aumentamos la frecuencia a 500 o 1000 kilociclos (un kilociclo = 1000 
ciclos) por segundo, estamos “en el aire”, ya que éste es el intervalo de frecuencias 
que se usa para radiodifusión. (¡Por supuesto, ello no tiene nada que ver con el aire! 
Podemos tener radiodifusión sin aire alguno.) Si aumentamos nuevamente la frecuen- 
cia, llegamos al intervalo que es usado para FM y TV. Yendo aún más allá, usamos 
ciertas ondas cortas, por ejemplo para radar. Aún más altas, ya no necesitamos un 
instrumento para “ver” la cosa, podemos verla con el ojo humano. En el intervalo 
de frecuencias de 5 x 101% a 5 x 10*% ciclos por segundo nuestros ojos verian la 
oscilación del peine cargado, si lo pudiéramos sacudir así de rápidamente, como 
luz roja, azul o violeta, dependiendo de la frecuencia. Las frecuencias 
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Tabla 2-1 


El espectro electromagnético 


Frecuencia en Comportamiento 
oscilaciones/ seg. Nombre aproximado 
10? Perturbación eléctrica Campo 

5 x 10% — 106 Radiodifusión 
108 FM - TV 
1010 Radar andas 
5 x 101% — 1015 Luz 
1018 Rayos X 
1021 Rayos y nucleares : 
102 Rayos y artificiales Fartiçula 
102 Rayos y en rayos 
cósmicos 


por debajo de este intervalo se llaman infrarrojo y por encima, ultravioleta. El hecho de que 
podamos ver dentro de un intervalo particular de frecuencias no hace más impre- 
sionante esa parte del espectro electromagnético que las otras desde el punto de vista 
fisico, pero desde el punto de vista humano, por supuesto, es más interesante. Si subi- 
mos aún más la frecuencia, obtenemos rayos X. Los rayos X no son otra cosa que 
luz de muy alta frecuencia. Si subimos todavia más, obtenemos rayos gamma. Estos 
dos términos, rayos X y rayos gamma, se usan casi en forma sinónima. Comúnmen- 
te los rayos electromagnéticos provenientes de los núcleos se llaman rayos gamma, 
"mientras que los de alta energía de los átomos se llaman rayos X, pero a la misma 
frecuencia son fisicamente indistinguibles, cualquiera que sea su origen. Si vamos 
a frecuencias todavía más altas, digamos 10% ciclos por segundo, encontramos que 
podemos producir esas ondas artificialmente, por ejemplo con el sincrotrón aqui en 
el Caltech. Podemos encontrar ondas electromagnéticas con frecuencias estupenda- 
mente altas —con oscilaciones aún mil veces más rápidas— en las ondas encontradas 
en los rayos cósmicos. Estas ondas no pueden ser controladas por nosotros. 


2-3 Fisica cuántica 


Una vez descrita la idea del campo electromagnético y que este campo puede 
transportar ondas, pronto nos damos cuenta que estas Ondas se comportan real- 
mente de una manera extraña, que tienen una apariencia muy poco ondulatoria. 
¡A frecuencias más elevadas se comportan mucho más como partículas! Es la me- 
cánica cuántica descubierta poco después de 1920 que explica este comportamiento 
extraño. En los años anteriores a 1920 la imagen del espacio como un espacio tri- 
dimensional, y del tiempo como una cosa separada, fue cambiada por Einstein, pri- 
mero en una combinación que llamamos espacio-tiempo, y después aún más en un 
espacio-tiempo curvo, para representar la gravitación. Asi, el “escenario” se cam- 
bia a espacio-tiempo y la gravitación es presumiblemente una modificación del 
espacio-tiempo. Entonces se encontró también que las reglas para los movimientos 
de particulas eran incorrectas. Las reglas mecánicas 
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de “inercia” y “fuerzas” están equivocadas -as leyes de Newton están equivocadas— en el 
mundo de los átomos. En cambio, se descubrió que las cosas a escala pequeña no se compor- 
tan en absoluto como las cosas a escala grande. Esto es lo que hace dificil la física —y muy in- 
teresante—. Es difícil porque la manera como se comportan las cosas a escala pequeña 
es tan “innatural”; no tenemos experiencia directa de eso. Aqui las cosas se com- 
portan de un modo distinto a todo lo que conocemos; asi que es imposible describir 
este comportamiento de ninguna otra manera que no sea la analitica. Esto es difícil 
y requiere mucha imaginación. 


La mecánica cuántica tiene muchos aspectos. En primer lugar, la idea de que 
una particula tiene una ubicación definida y una velocidad definida ya no se acepta 
más; esto es erróneo. Para dar un ejemplo de lo errada que está la fisica clásica, 
existe una regla en la mecánica cuántica que dice que no se puede saber simultá- 
neamente dónde está algún objeto y a qué velocidad se mueve. La indeterminación 
del momentum y la indeterminación de la posición son complementarias y el produc- 
to de ambas es constante. Podemos escribir la ley asi: Ax Ap > h/2x, pero la expli- 
caremos con más detalles más adelante. Esta regla es la explicación de una paradoja 
muy misteriosa: si los atomos están hechos de cargas positivas y negativas, ¿por 
qué las cargas negativas no se ubican simplemente sobre las cargas positivas (se 
atraen entre si) y se acercan tanto como para anularse completamente? ¿Por qué 
son tan grandes los átomos? ¿Por qué está el núcleo en el centro con los electrones 
a su alrededor? Se pensó en un comienzo que esto era porque el núcleo era tan 
grande; pero no, el núcleo es muy pequeño. Un átomo tiene un diámetro de alrede- 
dor de 107 cm. El núcleo tiene un diámetro de alrededor de 1071* cm. Si tuviéramos 
un átomo y deseáramos ver el núcleo, tendriamos que aumentarlo hasta que todo 
el átomo fuera del tamaño de una pieza grande y entonces el núcleo no seria más 
que un granito, que apenas se podria distinguir con el ojo, pero casi todo el peso 
del átomo está en ese núcleo infinitesimal ¿Qué impide a los electrones caer sim- 
plemente sobre él? Este principio: si estuvieran en el núcleo, conoceriamos exacta- 
mente su posición y el principio de incertidumbre requeriria entonces que ellos tuvie- 
ran un momentum muy grande (pero incierto), es decir, una energía cinética muy 
grande. Con esta energia se escaparian del núcleo. Asi llegan a un acuerdo: se dejan 
un pequeño espacio para esta incertidumbre y entonces se agitan con un cierto mo- 
vimiento minimo, de acuerdo con esta regla. (Recuérdese que cuando se enfria un 
cristal al cero absoluto, deciamos que los átomos no se detienen, todavia se agitan. 
¿Por qué? Si se detuvieran, sabriamos dónde se encuentran y que tienen movimiento 
nulo, lo cual está contra el principio de incertidumbre. No podemos saber dónde 
están y cuán rápido se mueven, ¡por lo tanto deben estar meneándose continuamente 
alli!) 


Otro cambio del mayor interés en las ideas y la filosofía de las ciencias introdu- 
cido por la mecánica cuántica es éste: no es posible predecir exactamente qué suce- 
derá en cualquier circunstancia. Por ejemplo, es posible disponer un átomo de ma- 
nera que esté a punto de emitir luz y podemos medir cuándo ha emitido luz, recogiendo 
una particula fotónica, que describiremos pronto. Sin embargo, no podemos predecir 
cuándo emitirá la luz o, con varios átomos, cuál es.el que lo hará. Ustedes podrian 
decir que esto es porque hay algunos “engranajes” internos que no hemos mirado 
suficientemente de cerca. No, no existen engranajes internos; la naturaleza como la 
entendemos hoy se comporta de una manera tal, que es fundamentalmente 
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imposible hacer una predicción precisa de lo que va a suceder exactamente en un expe- 
rimento dado. Esto es una cosa horrible; en efecto, los filósofos habian dicho antes que uno 
de los requisitos fundamentales de la ciencia es que siempre que se ponen las mismas 
condiciones debe suceder lo mismo. Esto simplemente no es cierto, no es una con- 
dición fundamental de la ciencia. El hecho es que no sucede la misma cosa. que 
podemos encontrar sólo un promedio, estadisticamente, de lo que sucede. A pesar 
de todo, la ciencia no se ha derrumbado completamente. A propósito, los filósofos 
dicen mucho acerca de lo que es absolutamente necesario para la ciencia, y ello 
resulta siempre, hasta donde uno puede ver, más bien ingenuo y probablemente equi- 
vocado. Por ejemplo, algún que otro filósofo decia que es fundamental para el lo- 
gro científico que si un experimento se realiza, digamos' en Estocolmo, y luego el 
mismo experimento se realiza, digamos en Quito, deben encontrarse los mismos re- 
sultados. Esto es totalmente falso. No es necesario que la ciencia haga eso; puede 
ser una realidad de la experiencia, pero no es necesario. Por ejemplo, si uno de 
los experimentos consiste en observar el cielo y ver las auroras boreales en Esto- 
colmo, usted no las verá en Quito; aquél es un fenómeno diferente. “Pero, —dirán 
ustedes—, esto es algo que tiene que ver con el exterior: ¿puede usted encerrarse en 
una caja en Estocolmo, bajar las cortinas y obtener alguna diferencia?” Por supues- 
to. Si tomamos un péndulo con una suspensión universal, lo desplazamos y lo solta- 
mos, entonces el péndulo oscilará casi en un plano, pero no totalmente. Lentamente 
el plano irá cambiando en Estocolmo, pero no en Quito. Las celosías también están 
bajas. El hecho que esto ocurra no trae consigo la destrucción de la ciencia. ¿Cual 
es la hipótesis fundamental de la ciencia, la filosofia fundamental? La establecimos 
en el primer capitulo: la única prueba de la validez de cualquier idea es el experi- 
mento. Si sucede que la mayoria de los experimentos se verifican lo mismo en Quito 
que en Estocolmo, entonces esta “mayoria de experimentos” se usará para formular 
alguna ley general, y de aquellos experimentos que no resulten lo mismo diremos, 
que fueron el resultado del medio en Estocolmo. Inventaremos alguna manera de re- 
sumir los resultados del experimento y no necesitamos que se nos diga con antici- 
pación qué aspecto tendrá esta manera. Si se nos dice que el mismo experimento 
va a dar siempre el mismo resultado, eso está todo muy bien; pero, si cuando lo 
ensayamos, no lo da, entonces no lo da. Debemos simplemente aceptar lo que vemos 
y entonces formular todo el resto de nuestras ideas en términos de nuestra experien- 
cia real. 


Volviendo nuevamente a la mecánica cuántica y la fisica fundamental, no pode- 
mos entrar en detalles de los principios cuánticos en este momento, por supuesto, 
porque éstos son bastante dificiles de comprender. Supondremos que existen y con- 
tinuaremos describiendo cuáles son algunas de las consecuencias. Una de las con- 
secuencias es que cosas que considerabamos como ondas, también se comportan 
como particulas y las particulas se comportan como ondas; en efecto, todo se com- 
porta de la misma manera. No existe distinción entre ondas y particulas. Asi la me- 
cánica cuántica unifica la idea de campo y sus ondas y la de particulas, todo en 
una. Ahora bien, es cierto que si la frecuencia es baja, el aspecto de campo del fe- 
nómeno es mas evidente, o más útil como una descripción más aproximada en tér- 
minos de la experiencia diaria. Pero a medida que la frecuencia aumenta, los aspec- 
tos corpusculares del fenómeno se hacen mas evidentes con el equipo con el que 
hacemos corrientemente las mediciones. En efecto, a pesar de que hemos mencio- 
nado muchas frecuencias, no se ha detectado aún ningún fenómeno en el que inter- 
venga directamente una 
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frecuencia por sobre aproximadamente 10*? ciclos por segundo. Solamente deduci- 
mos las frecuencias más altas a partir de la energía de las particulas, por medio de 
una regla que supone que la idea corpúsculo-onda de la mecánica cuántica es válida. 


Asi tenemos un nuevo punto de vista de la interacción electromagnética. Tene- 
mos que agregar un nuevo tipo de partícula al electrón, al protón y al neutrón. La 
nueva particula se llama foión. El nuevo punto de vista de la interacción de elec- 
trones y protones, que es la teoria electromagnética, pero con todo cuánticamente 
correcto, se llama electrodinámica cuántica. Esta teoria fundamental de la interac- 
ción de luz y materia, o campo eléctrico y cargas, es nuestro mayor éxito hasta aho- 
ra en fisica. En esta sola teoría tenemos todas las reglas básicas para todos los 
fenómenos ordinarios, excepto para la gravitación y los procesos nucleares. Por 
ejemplo, de la electrodinámica cuántica salen todas las leyes eléctricas, mecánicas 
y quimicas conocidas: las leyes para la colision de bolas de billar, el movimiento 
de alambres en campos magnéticos, el calor especifico del monóxido de carbono, 
el color de los letreros de neón, la densidad de la sal y las reacciones de hidrógeno 
y oxigeno para producir agua, son todas consecuencias de esta sola ley. Todos estos 
detalles se pueden elaborar si la situación es lo suficientemente simple para que nos- 
otros hagamos una aproximación, lo que no sucede casi nunca, pero a menudo po- 
demos comprender más o menos lo que está sucediendo. En el presente, no se han 
encontrado excepciones a las leyes de la electrodinámica cuántica fuera del núcleo 
y no sabemos si hay una excepción ahi, porque simplemente no sabemos qué sucede 
“en el núcleo. 


En principio, entonces, la electrodinámica cuántica es la teoria de toda la qui- 
mica y de la vida, si la vida se reduce en última instancia a la quimica y por lo 
tanto precisamente a la fisica, porque la quimica está ya reducida (siendo ya cono- 
cida la parte de la fisica que esta comprendida en la química). Más aún, la misma 
electrodinámica cuántica, esta cosa grandiosa, predice muchas cosas nuevas. En 
primer lugar da las propiedades de fotones de muy alta energia, rayos gamma, etc. 
Predijo otra cosa muy notable: además del electrón, deberia haber otra particula 
de la misma masa, pero de carga opuesta, llamada positrón, y esas dos, al encon- 
trarse, pueden aniquilarse entre si, con la emisión de luz o rayos gamma. (Después 
de todo, luz y rayos gamma son lo mismo, son sólo puntos diferentes sobre una 
escala de frecuencias.) La generalización de esto, que para cada particula existe una 
antiparticula, resulta ser cierta. En el caso de los electrones, la antiparticula tiene 
otro nombre ~se llama positrón, pero para la mayoria de las otras partículas se lla- 
ma anti-tal-o-cual, como antiprotón o antineutrón. En electrodinámica cuántica se 
introducen dos números y se supone que de alli sale la mayoría de los otros núme- 
ros en el universo. Los dos números que se introducen se llaman la masa del elec- 
trón y la carga del electrón. En realidad, esto no es totalmente cierto, porque tenemos 
un conjunto completo de números para la química, que indican cuál es el peso de los 
núcleos. Esto nos conduce a la parte siguiente. 


2-4 Núcleos y particulas 


¿De que están hechos los núcleos y cómo se mantienen? Se encuentra que los 
núcleos se mantienen unidos debido a fuerzas enormes. Cuando éstas se liberan, 
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la energia liberada es tremenda comparada con la energía quimica, en la misma rela- 
ción que la explosión de la bomba atómica con una explosión de TNT porque, por 
supuesto, la bomba atómica tiene que ver con cambios en el interior del núcleo, 
mientras que la explosión de TNT tiene que ver con cambios de los electrones en 
el exterior de los átomos. La pregunta es: ¿cuáles son las fuerzas que mantienen 
unidos los protones y neutrones en el núcleo? Tal como la interacción eléctrica 
puede ser relacionada con una particula, un fotón, Yukawa sugirió que las fuerzas 
entre neutrones y protones también poseen un campo de alguna clase, y que cuando 
este campo se agita, se comporta como una particula. Así podría haber algunas 
otras particulas en el universo además de protones y neutrones y él pudo deducir 
las propiedades de estas particulas a partir de las caracteristicas ya conocidas de 
las fuerzas nucleares. Por ejemplo, él predijo que deberian tener. wna masa dos o 
trescientas veces la de un electrón; ¡y he ahi, en los rayos cósmicos se descubrió 
una particula de la masa correcta! Pero más tarde resultó ser la particula equivo- 
cada. Se la llamó mesón 4 o muón. 


Sin embargo, un poco más tarde, en 1947 ó 1948 se encontró otra particula, 
el mesón 7, o pion, que satisfacia el criterio de Yukawa. Entonces, además del pro- 
ton y del neutrón, debemos agregar el pion para obtener las fuerzas nucleares. Aho- 
ra ustedes dirán: “¡Qué grandioso!. con esta teoria hacemos la dinámica cuántica 
nuclear. usando los piones como queria hacerlo Yukawa. vemos si funciona y todo 
estará explicado”. Mala suerte. Resulta que los cálculos implicados en esta teoria 
son tan dificiles, que nadie ha podido descifrar cuáles son las consecuencias de la 
teoria o comprobarla con el experimento, ¡y esto ha seguido asi hasta ahora, du- 
rante casi veinte años! 


Estamos asi atascados con una teoría y no sabemos si está correcta o incorrec- 
ta, pero si sabemos que está un poco equivocada, o por lo menos incompleta. Mien- 
tras nosotros hemos estado divagando teóricamente, tratando de calcular las conse- 
cuencias de esta teoria, los experimentadores han encontrado algunas cosas. Por 
ejemplo, ya habian encontrado este mesón x o muón y todavia no sabemos dónde 
encaja. También en los rayos cósmicos se habia encontrado un gran número de 
otras particulas “extra”. Resulta que hoy dia tenemos aproximadamente treinta par- 
ticulas y es muy dificil comprender las relaciones entre todas estas particulas y para 
qué la naturaleza las quiere, o cuáles son las conexiones entre una y otra. No enten- 
demos hoy estas varias particulas como aspectos diferentes de la misma cosa y el 
hecho de que tengamos tantas particulas desconectadas, es una representación del 
hecho que tenemos tanta información inconexa sin una buena teoria. Tras los gran- 
des éxitos de la electrodinámica cuántica existe un cierto conocimiento de la fisica 
nuclear, que es un conocimiento crudo, una especie de mitad experiencia y mitad 
teoría, al suponer un tipo de fuerza entre protones y neutrones y viendo qué sucede, 
pero sin comprender realmente de dónde provienen las fuerzas. Aparte de esto, he- 
mos hecho muy poco progreso. Hemos juntado un número enorme de elementos 
quimicos. En el caso de la quimica, ha aparecido súbitamente una relación inespera- 
da entre estos elementos y que está incorporada en la tabla periódica de Mendeléev. 
Por ejemplo, el sodio y el potasio son casi iguales en sus propiedades quimicas y se 
encuentran en la misma columna de la tabla de Mendeléev. Hemos estado buscando 
una tabla tipo Mendeléev para las 
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Tabla 2-2. Partículas elementales 
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nuevas particulas. Una tabla asi para las particulas nuevas fue confeccionada independiente- 
mente por Gell-Mann en los EE.UU. y Nishijima en el Japón. La base de su clasificación es 
un número nuevo, como la carga eléctrica, que puede ser asignado a cada partícula, 
llamado su “extrañeza”. S. Este número se conserva, tal como la carga eléctrica. 
en reacciones que tienen lugar debido a fuerzas nucleares. 


En la tabla 2-2 se ha indicado todas las particulas. No podemos discutirlas mu- 
cho en esta etapa. pero por lo menos la tabla les muestra lo mucho que aún no co- 
nocemos. Debajo de cada particula se da su masa en una cierta unidad, llamada el 
MeV. Un MeV es igual a 1.782 x 10°77 gramos. La razon por la cual se escogió 
esta unidad es histórica y no entraremos en esto ahora. Las particulas más pesadas 
se colocan más arriba en el cuadro: vemos que un neutrón y un protón tienen casi 
la misma masa. En las columnas verticales 


hemos colocado las particulas con la misma carga eléctrica, todos los objetos neu- 
tros en una columna, todos los cargados positivamente, a la derecha de ésta, y todos 
los objetos cargados negativamente a la izquierda. 


Las partículas se indican con una linea continua y las “resonancias” con una atra- 
zos. Varias particulas se han omitido en la tabla. Estas incluyen las importantes 
partículas de masa cero y carga cero, el fotón y el gravitón, que no caen en el 
esquema de clasificación de bariones-mesones-leptones y también algunas de las 
resonancias más nuevas (K*, ø, 7). Las antiparticulas de los mesones están indica- 
das en la tabla, pero las antiparticulas de los leptones y bariones deberian indicarse 
en otra tabla, que sería exactamente igual a ésta reflejada en la columna cero. A 
pesar de que todas las particulas, excepto el electrón, el neutrino, el fotón, el gra- 
vitón y el protón son inestables, los productos de desintegración se han indicado 
sólo para las resonancias. Asignaciones de extrañeza no son aplicables para lepto- 
nes, dado que éstos no interactúan fuertemente con los núcleos. 


Todas las particulas que están junto con los neutrones y protones se llaman 
bariones, y existen las siguientes: hay una “lambda”, con una masa de 1154 MeV 
y otras tres llamadas sigmas, menos, cero y más, con diversas masas casi iguales. 
Hay grupos de multipletes con casi la misma masa dentro del uno o dos por ciento. 
Cada partícula de un multiplete tiene la misma extrañeza. El primer multiplete es 
el doblete protón-neutrón y en seguida hay un singlete (la lambda), después el tri- 
plete sigma y finalmente el doblete xi. Muy recientemente, en 1961, se han encon- 
trado algunas particulas más. Pero, ¿som realmente particulas? Viven un tiempo 
tan corto, se desintegran casi instantáneamente tan pronto como se han formado, 
que no sabemos si se pueden considerar como nuevas particulas o cierta especie 
de interacción de “resonancia” de una cierta energia definida entre los productos A 
y z en los cuales ellas se desintegran. 


Además de los bariones, las otras particulas que intervienen en la interacción 
nuclear se llaman mesones. Hay primero los piones, que se presentan en tres varie- 
dades, positivo, negativo "y neutro; forman otro multiplete. Hemos encontrado tam- 
bien algunas cosas nuevas, llamadas mesones K, y se presentan como un doblete, 
K* y K”. También, cada particula tiene su antiparticula, salvo que una particula 
sea su propia antiparticula. Por ejemplos, el 17 y el 1* son antiparticulas, pero el 7° 
es su propia antiparticula. Son antiparticulas el K` y el K+ y el K” y el K” . Además, 
en 1961 encontramos también algunos mesones más, o quizás mesones que se desin- 
tegran casi inmediatamente. Una cosa llamada œw, que se transforma en tres piones, 
tiene una masa de 780 en esta escala y algo menos seguro es un objeto que se de- 
sintegra en dos piones. Estas particulas, llamadas mesones y bariones, y las anti- 
particulas de los mesones están en el mismo cuadro, pero las antiparticulas de los 
bariones deben colocarse en otro cuadro, “reflejado” en la columna de carga cero. 


Del mismo modo que la tabla de Mendeléev era muy buena, excepto por el he- 
cho de que existia un número de elementos, llamados tierras raras, que quedaban 
colgando sueltos fuera de ella; aqui tenemos una cantidad de cosas que cuelgan suel- 
tas fuera de esta tabla -particulas que no interactúan fuertemente en los núcleos, 
no tienen nada que ver con una interacción nuclear y no tienen una interacción 
fuerte (me refiero al poderoso tipo de interacción de energia nuclear). Se llaman 
leptones y son los siguientes: está el electrón 
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que tiene una masa muy pequeña en esta escala, sólo 0,510 MeV. Está después este 
otro, el mesón u, el muón que tiene una masa mucho mayor, 206 veces más pesado 
que un electrón. Hasta donde podemos decir, de acuerdo con todos los experimentos 
hechos hasta ahora, la diferencia entre el electrón y el muón no es más que la masa. 
Todo se verifica exactamente igual para el muón que para el electrón, excepto que 
uno es más pesado que el otro. ¿Por qué existe otro más pesado? ¿Para qué sirve? 
No lo sabemos. Además existe un leptón que es neutro, llamado neutrino, y esta par- 
ticula tiene masa cero. En realidad, se sabe ahora que hay dos tipos diferentes de 
neutrinos, uno relacionado con los electrones y el otro relacionado con los muones. 


Finalmente, tenemos otras dos particulas que no interactúan fuertemente con 
las nucleares: una es el fotón, y quizás, si el campo gravitacional también tiene un 
analogo cuántico (hasta ahora no se ha elaborado una teoría cuántica de la gravita- 
ción), entonces existiria una particula, un gravitón, que tendria masa cero. 


¿Qué es esta “masa cero"? Las masas dadas aqui son las masas de las particu- 
las en reposo. El hecho de que una particula tenga masa cero significa, de cierto 
modo, que no puede estar en reposo. Un fotón nunca está en reposo, siempre se 
mueve a 300.000 kilómetros por segundo. Entenderemos más lo que significa masa, 
cuando comprendamos la teoria de la relatividad, que será introducida a su debido 
tiempo. 

Estamos asi frente a un gran número de particulas que parecen ser en conjunto 
los constituyentes fundamentales de la materia. Afortunadamente estas particulas 
no son todas diferentes en sus interacciones mutuas. En realidad parece haber pre- 
cisamente cuatro tipos de interacción entre particulas, las cuales en orden de inten- 
sidad decreciente son la fuerza nuclear, las interacciones eléctricas, la interacción 
de desintegración beta y la gravedad. El fotón está acoplado a todas las particulas 
cargadas y la intensidad de la interacción está medida por un cierto número, que 
es 1/137. La ley detallada de este acoplamiento se conoce, constituye la electrodi- 
námica cuántica. La gravedad está acoplada a toda la energía, pero su acoplamien- 
to es extremadamente débil, mucho más débil que el de la electricidad. Esta ley tam- 

* bien se conoce. Después están las asi llamadas desintegraciones débiles —la desinte- 
gración beta, que hace que un neutrón se desintegre en forma relativamente lenta en 
protón. electrón y neutrino. Esta ley se conoce sólo parcialmente. La asi llamada inter- 
acción fuerte, la interacción mesón-barión, tiene una intensidad l en esta escala y la 


Tabla 2-3. Interacciones elementales 


Acoplamiento Intensidad* Ley 
Fotón a particulas cargadas = 107? Ley conocida 
Gravedad a toda energía = 107% Ley conocida 
Desintegraciones débiles =107* Ley parcialmente conocida 
Mesones a bariones ~l Ley desconocida (algunas re- 


glas conocidas) 


* La intensidad es una medida adimensional de la constante de acoplamiento que inter- 


viene en toda interacción (~ significa “aproximadamente ”). 
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ley se desconoce completamente, a pesar de que hay muchas reglas conocidas, tal 
como la de que el número de bariones no cambia en ninguna reacción. 

Esta es entonces la horrible condición de nuestra fisica actual. Para resumirla, 
yo diría esto: fuera del núcleo parece que sabemos todo; dentro de él. es válida la 
mecánica cuántica —no se ha encontrado que fallen los principios de la mecánica 
cuántica—. El escenario donde ponemos todo nuestro conocimiento. diriamos que es 
el espacio-tiempo relativistico; quizás la gravedad esté contenida en el espacio- 
tiempo. No sabemos cómo se inició el universo y nunca hemos hecho experimentos 
que comprueben precisamente nuestras ideas del espacio y del tiempo, más allá de 
una distancia muy pequeña, por lo que asi sabemos solamente que nuestras ideas 
funcionan por encima de esta distancia. Deberíamos también agregar que las reglas 
del juego son los principios de la mecánica cuántica y esos principios se aplican, 
hasta donde podemos decir, tanto a las particulas nuevas como a las antiguas. El 
origen de las fuerzas en los núcleos nos conduce a nuevas particulas, pero desgra- 
ciadamente aparecen en gran profusión y nos falta una comprensión completa de 
sus interrelaciones, a pesar de que ya sabemos que existen algunas relaciones muy 
sorprendentes entre ellas. Parece que estuviéramos tanteando gradualmente hacia 
una comprensión del mundo de las particulas subatómicas, pero en realidad no sa- 
bemos hasta dónde deberemos ir todavia en esta faena. 
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La relación de la física con otras ciencias 


3-1 Introducción 3-5 Geología 
3-2 Química 3-6 Psicología 
3-3 Biologia 3-7 ¿Cómo se llegó a eso? 


3-4 Astronomia 


3-1 Introducción 


La física es la más fundamental y general de las ciencias, y ha tenido un profun- 
do efecto en todo el desarrollo científico. En realidad, la fisica es el equivalente ac- 
tual de lo que se acostumbra a llamar filosofía natural, de la cual provienen la 
mayoria de nuestras ciencias modernas. Estudiantes de muchas disciplinas se en- 
cuentran estudiando fisica a causa del rol básico que ésta juega en todos los fenó- 
menos. En este capitulo trataremos de explicar cuáles son los problemas fundamen- 
tales en las otras ciencias, pero, por supuesto, es imposible realmente tratar en un 
espacio tan reducido las materias complejas, sutiles y hermosas de esos otros campos. 
La falta de espacio también impide que discutamos la relación entre la física y la 
ingeniería, la industria, la sociedad y la guerra, o aun la más notable relación entre 
la matemática y la física. (La matemática no es una ciencia desde nuestro punto de 
vista, en el sentido que no es una ciencia natural. El experimento no es una prueba 
de su validez.) Debemos, incidentalmente, dejar en claro desde un comienzo que si 
una cosa no es una ciencia, no es necesariamente mala. Por ejemplo, el amor no es 
una ciencia. De manera que, si se dice que algo no es ciencia, no significa que haya 
algo: malo en esto; significa simplemente que no es una ciencia. 


3-2 Química 


La ciencia que es quizás la más profundamente afectada por la fisica es la qui- 
mica. Históricamente, en su comienzo, la química trataba casi enteramente de lo que 
ahora llamamos quimica inorgánica, la química de las sustancias que no están aso- 
ciadas con los objetos vivientes. Se necesitó de un análisis considerable para des- 
cubrir la existencia de muchos elementos y sus relaciones —cómo forman los nume- 
rosos compuestos relativamente 
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simples que se encuentran en las rocas, la tierra, etc.—. Esta quimica primitiva 
fue muy importante para la fisica. La interacción entre las dos ciencias era muy 
grande porque la teoría de los átomos fue comprobada en gran parte con experimen- 
tos de quimica. La teoria de la quimica, es decir, de las reacciones mismas, fue 
resumida ampliamente en la tabla periódica de Mendeléev, la cual establece 
numerosas relaciones extrañas entre los diversos elementos, y fue la colección 
de reglas sobre qué sustancia se combina con cuál otra y cómo, lo que consti- 
tuyó la química inorgánica. Todas estas reglas fueron últimamente explicadas 
en principio por la mecánica cuántica, de manera que la química teórica es en reali- 
dad fisica. Por otro lado, debe ponerse énfasis en que esta explicación es en princi- 
pio. Ya hemos discutido la diferencia entre saber las reglas del juego de ajedrez y 
ser capaz de jugar. De manera que podemos conocer las reglas, pero no podemos 
jugar muy bien. Resulta asi muy dificil predecir precisamente qué sucederá en una 
reacción química dada; sin embargo, la parte más profunda de la química teórica de- 
be terminar en la mecánica cuántica. 


Hay también una rama de la fisica y la quimica que ambas ciencias desarrolla- 
ron conjuntamente y que es extremadamente importante. Este es el método esta- 
distico aplicado a una situación en que hay leyes mecánicas, que se llama propia- 
mente, mecánica estadística. En cualquier situación química está implicado un gran 
número de átomos y hemos visto que los átomos se agitan todos en una forma com- 
plicada y casual. Si pudiéramos analizar cada colisión y fuéramos capaces de seguir 
en detalle el movimiento de cada molécula, esperariamos poder deducir lo que su- 
cede, pero los muchos números que se necesitan para seguir la trayectoria de todas 
esas moléculas exceden tan enormemente la capacidad de cualquier computador, y 
ciertamente la capacidad de la mente, que fue necesario desarrollar un método para 
tratar con tales situaciones complicadas. La mecánica estadística es entonces la cien- 
cia de los fenómenos del calor, o la termodinámica. La quimica inorgánica es una 
ciencia, ahora reducida esencialmente a lo que se llaman la físico-química y la qui- 
mica cuántica; la fisico-quimica para estudiar las velocidades con que ocurren las 
reacciones y qué es lo que está sucediendo en detalle (¿cómo chocan las moléculas? 
¿cuáles partes saltan primero?, etc.), y la quimica cuántica para ayudarnos a com- 
prender lo que sucede en términos de las leyes fisicas. 


La otra rama de la química es la química orgánica, la química de las sustancias 
que están asociadas con las cosas vivientes. Por un tiempo se creyó que las sustan- 
cias que están asociadas con las cosas vivas eran tan maravillosas que no podían 
ser hechas a mano a partir de materiales inorgánicos. Esto no es absolutamente cier- 
to; son exactamente lo mismo que las sustancias hechas en quimica inorgánica, pero 
comprenden disposiciones más complicadas de los átomos. Evidentemente, la qui- 
mica orgánica tiene una relación muy estrecha con la biologia que suministra sus 
sustancias y con la industria; más aún, puede aplicarse mucha físico-química y me- 
cánica cuántica tanto a los compuestos orgánicos como a los inorgánicos. Sin em- 
bargo, los principales problemas de la quimica orgánica no están en esos aspectos, 
sino más bien en el análisis y sintesis de las sustancias que se forman en los sis- 
temas biológicos, en las cosas vivas. Esto conduce imperceptiblemente, a pasos, ha- 
cia la bioquímica y luego a la biologia misma, o biología molecular. 
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3-3 Biologia 


Asi llegamos a la ciencia de la biología, que es el estudio de las cosas vivas. En 
los primeros dias de la biología, los biólogos tenian que tratar con problemas pura- 
mente descriptivos de buscar qué cosas vivas habia, y asi ellos tenian sólo que con- 
tar cosas tales como los pelos de los miembros de las pulgas. Después que estos 
asuntos fueron resueltos con gran interés, los biólogos se fueron hacia la maquina- 
ria interior de los cuerpos vivos, primero desde un punto de vista global, natural- 
mente, porque se requiere algún esfuerzo para entrar en los detalles más finos. 


Había una interesante relación primaria entre la fisica y la biologia en la cual 
la biología ayudaba a la fisica en el descubrimiento de la conservación de la energía, 
lo cual fue primeramente demostrado por Mayer en conexión con la cantidad de ca- 
lor que recibe y cede una criatura viva. 


Si miramos más de cerca a los procesos biológicos de los animales vivos, vemos 
muchos fenómenos fisicos: la circulación de la sangre, bombas, presión, etc. Hay 
nervios: sabemos qué es lo que pasa cuando nos paramos sobre una piedra puntia- 
guda, y que de una manera u otra la información va desde la pierna hacia arriba. 
Es interesante cómo sucede. En sus estudios sobre los nervios, los biólogos han lle- 
gado a la conclusión que los nervios son tubos muy finos con una compleja pared, 
que es muy delgada; a través de esta pared la célula bombea iones; asi que hay ¡ones 
positivos en el exterior y negativos en el interior, como en un capacitor. Ahora 
bien, esta membrana tiene una propiedad interesante; si se “descarga” en un lugar, 
es decir, si algunos iones son capaces de atravesar en algún lugar de manera que 
allí se reduce el voltaje eléctrico, dicha influencia eléctrica se hace sentir sobre los 
iones vecinos y afecta la membrana de tal manera, que deja pasar también los ¡ones 
en los puntos vecinos. Esto a su vez la afecta más allá, etc., y asi hay una onda de 
““penetrabilidad” de la membrana que recorre la fibra cuando está “excitada” en un 
extremo al pararse sobre una piedra puntiaguda. Esta onda es algo análogo a una 
larga secuencia de fichas de dominó verticales; si se empuja la del extremo, ésta 
empuja a la próxima, etc. Por cierto, esto transmitirá solamente un mensaje, a no ser 
que las fichas de dominó se paren de nuevo; y análogamente en una célula nerviosa 
hay procesos que bombeam lentamente de nuevo los jones hacia afuera para que el 
nervio quede listo para el próximo impulso. Así es cómo sabemos lo que estamos 
haciendo (o por lo menos dónde estamos). Por supuesto, los efectos eléctricos aso- 
ciados con este impulso nervioso pueden ser captados con instrumentos eléctricos 
y, debido a que son efectos eléctricos, evidentemente la fisica de los efectos eléctri- 
cos ha tenido mucha influencia en la comprensión del fenómeno. 


El efecto opuesto es que, desde algún lugar del cerebro, se envía hacia afuera un 
mensaje a lo largo de un nervio. ¿Qué sucede en el extremo del nervio? Allí el ner- 
vio se ramifica en cositas finas, conectadas a una estructura cerca de un músculo, 
llamada placa terminal. Por razones que no son exactamente comprendidas, cuando 
un impulso llega al término del nervio, se eyectan pequeños paquetes (cinco a diez 
moléculas de una vez) de un compuesto químico llamado acetilcolina y ellos afectan 
la fibra muscular y la hacen contraerse —¡Cuán simple! ¿Qué hace que se contraiga 
un músculo? Un músculo es un número muy grande de fibras muy cerca unas de 
otras, que contiene dos sustancias diferentes, miosina y 
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Fig. 3—1. El ciclo de Krebs. 


actomiosina, pero el mecanismo mediante el cual la reacción quimica inducida por la ace- 
tilcolina puede modificar las dimensiones de la molécula es aún desconocido. Asi, los 
procesos fundamentales en el músculo que producen los movimientos mecánicos no son 
conocidos. 

La biología es un campo tan enormemente vasto que hay montones de otros pro- 
blemas que ni siquiera podemos mencionar:— problemas de cómo funciona la visión 
(qué produce la luz en el ojo), como funciona el oido, etc. (La forma en que funciona el 
pensamiento la discutiremos más tarde bajo psicologia). Bien, esas cosas concernientes 
a la biologia que hemos discutido aqui no son, desde un punto de vista biológico, real- 
mente fundamentales en el fondo de la vida, en el sentido que aun si las comprendiéramos 
todavia no comprenderíamos la vida misma. Para dar un ejemplo: los hombres que 
estudian los nervios estiman que su trabajo es muy importante porque, después de 
todo, usted no puede tener animales sin nervios. Pero se puede tener vida sin ner- 
vios. Las plantas no tienen ni nervios ni músculos, pero están funcionando, están 
igualmente vivas. Asi, para los problemas fundamentales de la biologia debemos 
observar más profundamente; cuando asi hacemos, descubrimos que todos los seres 
vivientes tienen un gran número de caracteristicas en común. El rasgo más común 
es que están hechos de células, dentro de cada una de las cuales hay un mecanismo 
complejo para hacer cosas quimicamente. En las células de las plantas, por ejemplo 
hay un mecanismo para recoger luz y generar sacarosa, la que es consumida en la 
oscuridad para mantener la planta viva. Cuando la planta está siendo comida, la 
sacarosa genera en el animal una serie de reacciones quimicas muy estrechamente 
relacionadas con la fotosintesis (y su efecto opuesto en la oscuridad) en las plantas. 


En las células de los sistemas vivos hay muchas reacciones quimicas complica- 
das en las cuales un compuesto se transforma en otro y otro. Para dar una idea del 
enorme esfuerzo que se ha hecho en el estudio de la quimica, el cuadro en la figura 
3-1 resume nuestro conocimiento actualizado sobre justamente una pequeña parte 
de las muchas series de reacciones que ocurren en las células, quizas un pequeño 
porcentaje o algo asi de ellas. 


3-4 


Aqui vemos una serie entera de moléculas que cambian de una a otra en una 
secuencia o ciclo de pasos más bien pequeños. Se le llama el ciclo Krebs, el ciclo 
respiratorio. Cada uno de los compuestos químicos y cada uno de los pasos es bas- 
tante simple, en función de qué cambios se hacen en la molécula, pero —y esto es un 
descubrimiento central importante en bioquimica— estos cambios son relativamente 
difíciles de llevar a cabo en un laboratorio. Si tenemos una sustancia y otra muy 
similar, la primera no se convierte simplemente en la otra porque las dos formas 
están corrientemente separadas por una barrera o “loma” de energia. Consideren 
esta analogía: si queremos trasladar un objeto de un lugar a otro que está en el mis- 
mo nivel pero en el otro lado de una loma, podemos empujarlo por encima de la 
cumbre; pero hacerlo asi requiere que se le agregue alguna energía. Asi la mayoría 
de las reacciones quimicas no ocurren, porque hay lo que se llama una energía de 
activación de por medio. Para agregar un átomo extra a nuestro compuesto químico 
se necesita que lo acerquemos lo suficiente para que pueda ocurrir un reordenamien- 
to; entonces se pegará. Pero si no podemos darle suficiente energia para acercarlo 
suficientemente, no completará el propósito, realizará parte del camino hacia arriba 
de la loma y volverá hacia abajo de nuevo. Sin embargo, si pudiéramos literalmente 
tomar las moléculas en nuestras manos y empujar y tirar los atomos alrededor de tal 
manera de abrir un hueco para permitir la entrada de un nuevo átomo, y luego de- 
jarlos volver, habriamos encontrado otro camino alrededor de la loma, el cual no 
necesitaría de energia extra, y la reacción procederia fácilmente. Ahora, realmente 
hay en las células moléculas muy grandes, mucho más grandes que aquellas cuyos 
cambios hemos estado describiendo, que en alguna forma complicada sujetan a las 
moléculas pequeñas en forma adecuada para que la reacción pueda realizarse fácil- 
mente. Esas cosas muy grandes y complicadas se llaman enzimas. (Primeramente 
se llamaron fermentos porque se descubrieron originalmente en la fermentación del 
azúcar. En realidad, algunas de las primeras reacciones en el ciclo fueron descubier- 
tas alli.) La reacción procederá en presencia de una enzima. 


Una enzima está hecha de otra sustancia llamada proteína. Las enzimas son 
muy complicadas y cada una es diferente, estando cada una construida para con- 
trolar cierta reacción especial. Los nombres de las enzimas están escritos en la 
figura 3-1 en cada reacción. (Algunas veces la misma enzima puede controlar 
dos reacciones.) Ponemos énfasis en que las enzimas mismas no intervienen directa- 
mente en la reacción. Ellas no cambian; solamente dejan pasar un átomo de un lu- 
gar a otro. Habiendo hecho esto, la enzima está lista para hacerlo con la próxima 
molécula, como una máquina de una fábrica. Por cierto, debe haber un suministro 
de ciertos átomos y una forma de disponer de otros átomos. Tómese el hidrógeno, 
por ejemplo: hay enzimas que sobre ellas tienen unidades especiales que transportan 
el hidrógeno para todas las reacciones quimicas. Por ejemplo, hay tres o cuatro en- 
zimas hidrógeno-reductoras que se usan en diferentes lugares sobre todo nuestro 
ciclo. Es interesante que el mecanismo que libera algún hidrógeno en un lugar to- 
mará aquel hidrógeno y lo usará en algún otro lugar. 


La caracteristica más importante del ciclo de la figura 3-1 es la transformación 
de GDP en GTP (di-fosfato de guanidina en trifosfato de guanidina) porque una sus- 
tancia contiene mucha más energía que la otra. Justamente, asi como hay una “ca- 
ja” en ciertas enzimas para transportar átomos de hidrógeno, hay ciertas “cajas” 
transportadoras de energía que implican al grupo trifosfato. Entonces, la GTP tiene 
más energía que la GDP y si el ciclo se desplaza en un sentido, estamos producien- 
do moléculas que tienen una energia extra que puede movilizar otro ciclo que re- 
quiere 
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energia, por ejemplo la contracción de un músculo. El músculo no se con- 
traerá a no ser que haya GTP. Podemos tomar fibra muscular, ponerla en agua y 
agregar GTP, y las fibras se contraerán transformando GTP en GDP si está presente 
la enzima correcta. Asi el sistema real está en la transformación GDP-GTP; en la 
oscuridad la GTP, que se ha estado almacenando durante el dia, se usa para produ- 
cir el ciclo completo en la otra dirección. Una enzima, ustedes ven, no se preocupa 
en qué dirección procede la reacción pues, si lo hiciera, violaria una de las leyes 
de la fisica. 


La física es de gran importancia en la biología y otras ciencias por otra razón 
aún que tiene que ver con técnicas experimentales. En realidad, si no fuera por el 
gran desarrollo de la fisica experimental, estos cuadros bioquímicos no se conoce- 
rían hoy. La razón es que la herramienta más útil de todas para el análisis de este 
sistema fantásticamente complejo es marcar los átomos que se usan en las reaccio- 
nes. Asi, si pudiéramos introducir en el ciclo algún dióxido de carbono que tiene 
una “marca verde”, y luego medir después de tres segundos donde está la marca 
verde, y de nuevo medir después de 10 segundos, etc., podriamos seguir el curso de 
las reacciones. ¿Qué son las “marcas verdes”? Son isótopos diferentes. Recordemos 
que las propiedades quimicas de los átomos están determinadas por el número de 
electrones, no por la masa del núcleo. Pero puede haber, en el carbono por ejemplo, 
seis neutrones o siete neutrones junto con los seis protones que tienen todos los 
núcleos de carbono. Quimicamente, los dos átomos C'? y C'? son iguales, pero di- 
fieren en peso y tienen propiedades nucleares diferentes, y por eso son distinguibles. 
Usando estos isótopos de pesos diferentes, o aun isótopos radioactivos como el C'*, 
lo que da un medio más sensible para seguir cantidades muy pequeñas, es posible 
seguir las reacciones. 


Ahora volvemos a la descripción de enzimas y proteinas. Todas las proteínas 
no son enzimas, pero todas las encimas son proteínas. Hay muchas proteínas, tales 
como las proteinas de los músculos, las proteinas estructurales que están, por ejem- 
plo, en los cartilagos, pelo, piel, etc., que no son enzimas en si mismas. Sin embargo, 
las proteinas son una sustancia muy caracteristica de la vida: en primer lugar for- 
man todas las enzimas, y segundo forman gran parte del resto de la materia viviente. 
Las proteinas tienen una estructura muy interesante y simple. Son una serie, o cade- 
na, de diferentes aminoácidos. Hay veinte aminoácidos diferentes, y todos ellos pue- 
den combinarse entre sí para formar cadenas cuya espina dorsal es CO-NH, etc. 
Las proteínas no son otra cosa que cadenas de varios de estos veinte aminoácidos. 
Cada uno de los aminoácidos sirve probablemente para algún propósito especial. 
Algunos, por ejemplo, tiene un átomo de azufre en cierto lugar; cuando dos átomos 
de azufre están en la misma proteina, forman un enlace, esto es, unen la cadena 
en dos puntos y forman un anillo. Otro tiene átomos de oxigeno extra que lo hace 
una sustancia ácida, otro tiene una caracteristica básica. Algunos tienen grandes 
grupos colgando hacia afuera por un lado, de modo que ocupan mucho espacio. Uno 
de los aminoacidos llamado prolina no es realmente un aminoácido, sino un imino- 
ácido. Hay una pequeña diferencia, con el resultado que cuando la prolina está en 
la cadena hay un retorcimiento en la cadena. Si quisiéramos producir una proteina 
en particular, dariamos estas instrucciones: ponga uno de esos ganchos de azufre 
aquí; luego agregue algo que ocupe lugar; luego prenda algo para poner una enros- 
cadura en la cadena. En esta forma obtendremos una cadena de aspecto complicado, 
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enganchada a si misma y teniendo una estructura compleja; presumiblemente ésta 
es justamente la manera en que se forman todas las variedades de enzimas. Uno de 
los grandes triunfos en los tiempos recientes (desde 1960), fue descubrir por fin la 
disposición atómica espacial exacta de ciertas proteinas, las que envuelven unos 56 
a 60 aminoácidos en hilera. Más de un millar de átomos (más cercano a dos mil, 
si contamos los átomos de hidrógeno) han sido localizados en una estructura com- 
pleja en dos proteinas. La primera fue la hemoglobina. Uno de los aspectos tristes 
de este descubrimiento es que no podemos ver cosa alguna de esta estructura; no 
comprendemos cómo funciona y la forma en que lo hace. Por cierto, ése es el pró- 
ximo problema por atacar. 

Otro problema es: ¿cómo saben las enzimas qué cosa son? Una mosca de ojos 
rojos forma una mosca de ojos rojos, y asi la información de la estructura entera 
de enzimas para hacer un pigmento rojo debe pasar de una mosca a la siguiente. 
Esto es hecho por una sustancia en el áúcleo de la célula, no una proteina, llamada 
DNA (abreviación de ácido desoxiribonucleico). Esta es la sustancia clave que pasa 
de una célula a otra (por ejemplo, las células de semen consisten principalmente en 
DNA) y lleva la información de cómo hacer las enzimas. El DNA es el “programa”. 
¿Qué aspecto tiene el programa y cómo funciona? Primero, el programa debe ser ca- 
paz de reproducirse a sí mismo. Segundo, debe ser capaz de instruir a las proteinas. 
Respecto a la reproducción, podemos pensar que procede como en la reproducción 
celular. Las células simplemente aumentan de tamaño y luego se dividen por la 
mitad. ¿Deberá ser asi con las moléculas de DNA, entonces, de modo que ellas tam- 
bién aumentan de tamaño y se dividen por la mitad? ¡Cada átomo por cierto no 
aumenta de tamaño y se divide por la mitad! No, es imposible reproducir una mo- 
lécula excepto de un modo algo más inteligente. 


La estructura de la sustancia DNA fue estudiada por un largo tiempo, primero 
quimicamente para encontrar la composición, y luego con rayos X para encontrar 
la estructura en el espacio. El resultado fue el siguiente descubrimiento notable: la 
molécula de DNA es un par de cadenas enrolladas una sobre la otra. La espina dor- 
sal de cada una de estas cadenas, que son análogas a las cadenas de las proteinas 
pero químicamente bastante diferentes, es una serie de grupos azúcar y fosfato, co- 
mo se muestra en la figura 3-2. Ahora vemos cómo la cadena puede contener ins- 
trucciones, pues si pudiéramos dividir esta cadena por la mitad, tendriamos una 
serie BAADC... y cada cosa viviente podria tener una serie diferente. Asi tal vez, 
de alguna manera, las instrucciones especificas para la manufactura de proteinas 
están contenidas en la serie especifica del DNA. 


Unidos a cada azúcar a lo largo de la linea y ligando las dos cadenas entre si 
hay ciertos pares de uniones cruzadas. Sin embargo, no son todas de la misma natu- 
raleza; hay cuatro tipos, llamados adenina, timina, citosina y guanina, pero llamé- 
moslas 4, B, C, y D. La cosa interesante es que sólo ciertos pares pueden situarse 
uno opuesto al otro, por ejemplo A con B y C con D. Estos pares están puestos en 
ambas cadenas de tal manera que “encajan entre sí” y tienen una fuerte energia de 
interacción. Sin embargo, C no encajará con 4, y B no encajaraá con C; sólo enca- 
jarán en pares, Á contra B, y C contra D. Por lo tanto, si uno es C, el otro debe 
ser D, etc. Cualesquiera sean las letras en una cadena, cada una debe tener una le- 
tra complementaria especifica en la otra cadena. 


¿Qué pasa entonces con la reproducción? Supóngase que separamos esta cadena 
en dos. ¿Cómo podemos hacer otra justamente como ésta? Si. en las sustancias de 
las células 
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hay un departamento productor que entrega fosfato, azúcar y unidades de 
A, B, C, D, que no estan conectadas en cadena, los únicos que se unirán a nues- 
tra cadena separada seran los correctos, los complementos de BAADC..., es decir, 
ABBCD... Asi lo que sucede es que la cadena se divide por la mitad durante la 
división celular, una mitad que terminará por ir con una célula y la otra mitad que 
terminará en la otra célula; cuando se separan, se forma una nueva cadena comple- 
mentaria de cada mitad de cadena. 

A continuación viene la pregunta, precisamente, ¿cómo determina el orden de 
las unidades 4, B, C, D la disposición de los aminoácidos en la proteina? Este es 
el problema central no resuelto actualmente en biologia. Las primeras claves o par- 
tes de información, sin embargo, son éstas: hay en la célula pequeñisimas particulas 
llamadas microsomas, y se sabe ahora que éste es el lugar donde se fabrican las 
proteinas. Pero los microsomas no están en el núcleo, donde están el DNA y sus 
instrucciones. Algo parece que sucede. Sin embargo, también se sabe que pequeñas 
piezas moleculares se desprenden del DNA —no tan largas como la gran molécula 
de DNA que lleva toda la información en si misma, pero como una pequeña sección 
de ella—. Esta se llama RNA, pero esto no es esencial. Es una especie de copia del 
DNA, una copia resumida. El RNA, que en cierta forma lleva un mensaje acerca de 
qué proteina debe fabricar, va hacia el microsoma. Eso es conocido. Cuando llega 
alli. la proteina es sintetizada en el microsoma. Esto también es conocido. Sin em- 
bargo, los detalles de cómo los aminoácidos entran y se disponen de acuerdo con el 
código que está contenido en el RNA; son, por de pronto, aún desconocidos. No 
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sabemos cómo leerlo. Si conociéramos, por ejemplo, la “alineación” A, B, C, C, A, 
no podriamos decirle a usted qué proteina será producida. 

Ciertamente ninguna otra materia o campo está haciendo más progresos en tan- 
tos nuevos frentes en el momento presente que la biologia, y si tuviéramos que 
nombrar la suposición más poderosa de todas que conducen a uno más y más a un 
intento de comprender la vida, es aquella en que todas las cosas están hechas de 
átomos, y en que todo lo que las cosas vivas hacen puede ser comprendido en 
términos de las agitaciones y movimientos de los átomos. 


3-4 Astronomía 


En esta explicación fugaz del mundo entero, debemos ahora pasar a la astrono- 
mía. La astronomia es más antigua que la física. En realidad, dio origen a la física 
al mostrar la hermosa simplicidad del movimiento de las estrellas y planetas, cuya 
comprensión fue el comienzo de la fisica. Pero el descubrimiento más notable de to- 
da la astronomia es que las estrellas están hechas de átomos de la misma naturale- 
za que los que se encuentran en la tierra.* ¿Cómo se hizo esto? Los átomos liberan 
luz que tiene frecuencias definidas, algo asi como el timbre de un instrumento mu- 
sical que tiene tonos definidos o frecuencias de sonido. Cuando estamos escuchando 
varios tonos diferentes podemos distinguirlos, pero cuando miramos con nuestros 
ojos una mezcla de colores no podemos distinguir las partes de que está hecha, por- 
que el ojo no es ni cercanamente tan discernidor como el oido a este respecto. Sin 
embargo, con un espectroscopio podemos analizar las frecuencias de las ondas lu- 
minosas y de esa manera podemos ver los tonos de los atomos que hay en las di- 
ferentes estrellas. De hecho, dos elementos quimicos se descubrieron en una estrella 
antes que se descubrieran en la tierra. El helio fue descubierto en el sol, de ahi 
su nombre, y el tecnecio fue descubierto en ciertas estrellas frias. Esto. por supuesto, 
nos permite progresar en la comprensión de las estrellas, porque ellas están hechas 
de los mismos tipos de átomos que existen en la tierra. Ahora sabemos mucho acer- 
ca de los átomos, especialmente en cuanto a su comportamiento bajo condiciones 
de alta temperatura. pero no de alta.densidad: asi podemos analizar con la mecáni- 
ca estadistica el comportamiento de la sustancia estelar. Aun cuando no podemos 
reproducir las condiciones en la tierra usando leyes básicas de la fisica, podemos a 
menudo decir precisamente, o muy aproximadamente, qué sucederá. 


* ¡Qué manera de precipitarme a través de esto! ¡Cuánto contenido tiene cada frase de 


esta breve historia. “Las estrellas están hechas de los mismos átomos que los de la 
tierra”. Corrientemente yo tomo un pequeño tópico como éste para dictar una clase. Los poe- 
tas dicen que la ciencia elimina la belleza de las estrellas -meros globos de átomos de gas-. 
Nada es “mero”. Yo también puedo ver las estrellas en una noche despejada y sentirlas. ¿Pero 
veo yo más o menos? La vastedad de los cielos ensancha mi imaginación —clavado en este carru- 
sel, mi pequeño ojo puede coger luz de un millón de años de edad. Una vasta estructura de la 
cual yo soy una parte— quizás mi material fue arrojado de alguna estrella olvidada, como el que 
está arrojando una alli. O verlas con el ojo más grande de Palomar, apartándose desde un pun- 
to común de partida donde quizás estuvieron todas juntas. ¿Cuál es la estructura, o el signifi- 
cado, o el porqué? No le hace daño al misterio conocer un poco de él. ¡Porque mucho más ma- 
ravillosa es la verdad que la que cualquier artista en el pasado imagino! ¿Por qué los poetas del 
presente no hablan de ella? ¿Qué hombres son los poetas que pueden hablar de Júpiter como si 
fuera un hombre, pero si es una inmensa esfera rotante de metano y amoniaco deben permane- 
cer mudos? 
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Asi es cómo la fisica ayuda a la astronomia. Por extraño que parezca, comprendemos 
la distribución de materia en el interior del sol mucho mejor que lo que comprendemos 
el interior de la tierra. Lo que sucede en el interior de una estrella se comprende me- 
jor que lo que pudiera adivinarse de la dificultad de tener que mirar un pequeño pun- 
to luminoso a través de un telescopio, porque podemos calcular qué deben hacer 
los átomos en las estrellas en la mayoria de las circunstancias. 


Uno de los descubrimientos más impresionantes fue el origen de la energía de 
las estrellas, que las hace continuar quemándose. Uno de los hombres que descubrió 
esto habia salido con su amiga la noche siguiente de haberse dado cuenta que en las 
estrellas se debian estar produciéndo reacciones nucleares para que brillaran. Ella 
dijo: “¡Mira qué bonito brillan las estrellas!” El dijo: “Si, y justamente ahora yo soy 
el único hombre en el mundo que sabe por qué brillan.” Ella simplemente se rió de 
el. Ella no estaba impresionada de haber salido con el único hombre del mundo que, 
en ese momento, sabía por qué brillan las estrellas. Bueno, es triste estar solo, pero 
asi son las cosas en este mundo. 

Es la “combustión” nuclear del hidrógeno la que suministra la energía del sol; 
el hidrógeno se convierte en helio. Además, en última instancia, la producción de los 
diversos elementos químicos se verifica en los centros de las estrellas a partir del 
hidrógeno. El material del que estamos hechos nosotros fue “cocinado” una vez 
en una estrella y escupido hacia afuera. ¿Cómo lo sabemos? Porque hay una clave. 
La proporción de los diferentes isótopos (cuánto C!?, cuánto C'?, etc.) es algo 
que nunca cambia en las reacciones químicas, porque las reacciones químicas son 
tan idénticas para las dos. Las proporciones son puramente el resultado de reac- 
ciones nucleares. Observando las proporciones de los isótopos en el rescoldo frio 
y apagado en que estamos, podemos descubrir cómo fue el horno donde se for- 
maron los materiales de que estamos hechos. Aquel horno fue como las estrellas, y 
asi es muy probable que nuestros elementos fueron “hechos” en las estrellas y es- 
cupidos en las explosiones que llamamos novas y supernovas. La astronomia está 
tan cerca de la fisica que estudiarémos muchas cosas astronómicas a medida que 
prosigamos. 


3-5 Geología 


Ahora pásemos a lo que se llama ciencias de la tierra, o geología. Primero la 
meteorología y el tiempo. Por cierto, que los instrumentos de meteorología son ins- 
trumentos fisicos, y el desarrollo de la física experimental hizo posible estos instru- 
mentos, como se explicó anteriormente. Sin embargo, la teoria de la meteorología 
nunca ha sido investigada satifactoriamente por los fisicos. “Bien”, dirán ustedes 
“no hay otra cosa que aire, y conocemos las ecuaciones de los movimientos del 
aire", Si, es cierto. “Asi, si sabemos las condiciones del aire de hoy, ¿por qué no 
podemos calcular las condiciones del aire de mañana?” Primero, no sabemos real- 
mente cuál es la condición de hoy, porque el aire esta arremolinándose y dando 
vueltas por todas partes. Resulta ser muy susceptible y aun inestable. Si han visto 
alguna vez correr suavemente el agua sobre una represa y luego convertirse en un 
gran número de burbujas y gotas cuando cae, comprenderán lo que quiero decir 
con inestable. Ustedes conocen la condición del agua antes que traspase el vertedero; 
es perfectamente tranquila; pero en el momento que comienza a caer, ¿dónde empie- 
zan las gotas? ¿Qué determina lo grande que van a ser los trozos y dónde 


estarán? Esto no se sabe, porque el agua es inestable. Aun una masa de aire moviéndose 
suavemente, al traspasar una montaña se convierte en complejos remolinos y tor- 
bellinos. En muchos campos encontramos esta situación de flujo turbulento que no 
podemos analizar actualmente. ¡Dejemos rápidamente gl. asunto del tiempo y discu- 
tamos sobre geología! 

El asunto básico para la geologia es: ¿qué hace que la tierra sea lo que es? Los 
procesos más obvios están al frente de nuestros ojos, los procesos de erosión de los 
rios, los vientos, etc. Es bastante fácil comprenderlos, pero por cada poco de ero- 
sión hay algo más que está sucediendo. Las montañas no son más bajas hoy en pro- 
medio de lo que fueron en el pasado. Debe haber procesos formadores de montañas. 
Encontrarán, si estudian geologia, que hay procesos formadores de montañas y 
volcanismos, los que nadie comprende pero que son la mitad de la geologia. El fenó- 
meno de los volcanes no se comprende realmente. Lo que produce un terremoto, a 
la postre, no se comprende. Se comprende que si hay algo empujando a otra cosa, 
cede repentinamente y se desliza —eso está bien—. Pero ¿qué es lo que empuja, y por 
que? La teoría es que hay corrientes en el interior de la tierra —corrientes circulantes, 
debido a la diferencia de temperatura interior y exterior--, las cuales en su movimien- 
to empujan ligeramente la superficie. Asi, si hay dos circulaciones opuestas vecinas, 
la materia se acumula en la región donde se juntan y forman cadenas de montañas 
que están en condiciones desafortunadas de tensión y asi producen volcanes y te- 
rremotos. 


¿Qué pasa en el interior de la tierra? Mucho se sabe acerca de la velocidad de 
las ondas sismicas a traves de la tierra y la distribución de densidades de la tierra. 
Sin embargo, los fisicos han sido incapaces de obtener una buena teoria sobre lo 
densa que debera ser una sustancia a las presiones que se esperaria en el centro de 
la tierra. En otras palabras, no podemos calcular las propiedades de la materia muy 
bien en dichas circunstancias. Lo hacemos mucho menos bien con la tierra que lo 
hacemos con las condiciones de la materia en las estrellas. La matemática implicada 
parece ser un poco difícil, hasta ahora, pero quizás no pasará mucho tiempo antes 
de que alguien se dé cuenta que es un problema importante y que realmente lo so- 
lucione. El otro aspecto, por cierto, es que aun si supiéramos la densidad, no po- 
driamos calcular las corrientes de circulación. Tampoco podemos realmente deducir 
las propiedades de las rocas a elevadas presiones. No podemos decir con qué rapi- 
dez las rocas “cederán”; todo eso debe ser resuelto por el experimento. 


3-6 Psicología 


Consideremos a continuación la ciencia de la psicología. Incidentalmente, el 
psicoanálisis no es una ciencia: en el mejor de los casos es un proceso médico, o 
quizás aún brujeria. Tiene una teoría acerca de qué produce la enfermedad —muchos 
“espiritus” diferentes. etc—. El hechicero tiene una teoria de que una enfermedad 
como la malaria esta causada por un espiritu que viene del aire; no se sana agitan- 
do una culebra sobre el; en cambio, la quinina sí ayuda la malaria. Asi, si están 
enfermos, yo les aconsejaria que vayan al hechicero, porque es el hombre en la tri- 
bu que sabe más acerca de enfermedades; por otro lado, su conocimiento no es 
ciencia. El psicoanálisis no ha sido cuidadosamente comprobado por el experimen- 
to, y no hay manera de encontrar una lista del número de casos en los cuales re- 
sulta, el número de casos en que no resulta, etc. 
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Las otras ramas de la psicologia, que implican cosas como la fisiologia de las 
sensaciones —qué sucede en el ojo, y qué sucede en el cerebro— son, si quieren, me- 
nos interesantes. Pero cierto progreso pequeño, pero real, se ha hecho al estudiarlas. 
Uno de los progresos técnicos más interesantes puede ser o no llamado psicologia. 
El problema central de la mente, si quieren, o del sistema nervioso es éste: cuando 
un animal aprende algo, puede hacer algo diferente de lo que podía hacer antes y sus 
células cerebrales deben haber cambiado también, si es que está hecho de átomos. 
¿En qué sentido es diferente? No sabemos dónde mirar, o qué buscar, cuando 
algo se memoriza. No sabemos qué significa o qué cambio hay en el sistema ner- 
vioso cuando se aprende una realidad. Este es un problema muy importante que 
no ha sido resuelto en absoluto. Suponiendo, sin embargo, que existe algo como la 
memoria, el cerebro es una masa tan enorme de alambres y nervios interconectados 
que probablemente no puede ser analizado en una forma directa. Hay una analogía 
de esto con las máquinas computadoras y los elementos de computación, en que 
también tienen muchas lineas, y que tienen algún tipo de elemento análogo, quizás, 
a la sinapsis o conexión de un nervio con otro. Esto es una materia muy interesan- 
te que no tenemos tiempo de discutir más allá —las relaciones entre el pensamiento 
y las máquinas computadoras-. Debe apreciarse, por cierto, que esta materia nos 
dira muy poco acerca de las complejidades reales del comportamiento humano or- 
dinario. Todos los seres humanos son tan diferentes. Pasará mucho tiempo antes 
que lleguemos ahi. Debemos empezar mucho más atrás. Si pudiéramos siquiera 
deducir cómo funciona un perro, habriamos avanzado bastante. Los perros son más 
faciles de comprender, pero nadie aún sabe cómo funcionan los perros. 


3-7 ¿Como se llegó a eso? 


Para que la fisica sea útil a las otras ciencias en una forma teórica, que no sea 
la invención de instrumentos, la ciencia en cuestión debe suministrar al fisico una- 
descripción del tema en el lenguaje del fisico. Ellos pueden decir: “¿por qué salta 
una rana?, y el fisico no puede contestar. Si ellos le dicen lo que es una rana; que 
hay tantas moléculas; que hay un nervio aqui, etc., eso es diferente. Si ellos nos di- 
jeran, más o menos, a qué se parecen la tierra y las estrellas, entonces podemos 
resolverlo. Para que la teoria fisica sea de alguna utilidad, debemos saber exacta- 
mente dónde están colocados los atomos. Para comprender la quimica, debemos sa- 
ber exactamente qué átomos están presentes, pues de lo contrariorno podemos ana- 
lizarla. Esta es solamente la primera limitación, por supuesto. 


Hay otro tipo de problema en las ciencias hermanas, que no existe en la fisica; 
podemos llamarlo, a falta de un término mejor, el asunto histórico. ¿Cómo se llegó 
a eso? Si comprendemos todo acerca de la biologia, quisiéramos saber cómo todas 
las cosas que hay en la tierra fueron a dar en ella. Existe la teoria de la evolución, 
una parte importante de la biologia. En geología, no sólo queremos saber cómo se 
están formando las montañas, sino cómo se formó la tierra entera en el comienzo, 
el origen del sistema solar, etc. Esto, por supuesto, nos conduce a querer saber qué 
tipo de materia existia en el mundo. ¿Cómo evolucionan las estrellas? ¿Cuáles fue- 
ron las condiciones iniciales? Este es el problema de la historia de la astronomia. 
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Se ha descubierto mucho acerca de la formación de las estrellas, de la formación de 
los eleméntos de los cuales estamos hechos y hasta un poco acerca del origen del 
universo. 


No hay problemas históricos que se estén estudiando en la fisica actualmente. No 
tenemos una pregunta: “Aqui están las leyes de la fisica, ¿cómo se llegó a ellas?” 
No nos imaginamos, por ahora, que las leyes de la física están en cierto modo cam- 
biando con el tiempo, que en el pasado fueran diferentes de lo que son en el pre- 
sente. Por supuesto que pueden ser, y en el momento en que encontremos que son, 
la pregunta histórica de la fisica estará ligada con el resto de la historia del universo 
y entonces los fisicos estarán hablando de los mismos problemas que los astróno- 
mos, los geólogos y los biólogos. 


Finalmente, hay un problema fisico que es común a muchos campos, que es 
muy viejo y que no ha sido resuelto. No es el problema de encontrar nuevas parti- 
culas fundamentales, sino algo que quedó desde hace mucho tiempo atrás —más de 
cien años—. Nadie en la física ha sido realmente capaz de analizarlo matemáticamente 
en forma satisfactoria a pesar de su importancia para las ciencias hermanas. Es el 
análisis de fluidos circulantes o turbulentos. Si observamos la evolución de una es- 
trella, se llega a un punto donde podemos deducir que va a comenzar la convec- 
ción, y a partir de esto ya no podemos deducir qué va a pasar. Unos pocos millones 
de años más tarde la estrella hace explosión, pero no podemos explicar la razón. 
No podemos analizar el tiempo. No conocemos los esquemas de los movimientos 
que deberia haber en el interior de la tierra. La forma más simple del problema es 
tomar una cañeria que es muy larga y empujar agua a través de ella a gran veloci- 
dad. Preguntamos: para empujar una cantidad dada de agua a través de esa cañe- 
ría, ¿cuánta presión se necesita? Nadie puede analizarlo partiendo de principios pri- 
marios y de las propiedades del agua. Si el agua fluye muy lentamente, o si usamos 
algo espeso como la miel, entonces podemos hacerlo exactamente. Ustedes lo en- 
contrarán en su texto. Lo que no podemos realmente hacer es tratar con agua real 
y fresco que corre a través de una cañeria. Este es el problema central que deberia- 
mos resolver algún dia y que no lo hemos hecho. 


Decia una vez un poeta: “El universo entero está en un vaso de vino”. Proba- 
blemente nunca sabremos lo que quería decir, pues los poetas no escriben para ser 
comprendidos. Pero es cierto que si miramos un vaso de vino lo suficientemente 
cerca, vemos el universo entero. Ahi están las cosas de la fisica: el liquido que se 
arremolina y se evapora dependiendo del viento y del tiempo, las reflexiones en el vi- 
drio, y nuestra imaginación agrega los átomos. El vidrio es un destilado de las rocas 
terrestres y en su composición vemos los secretos de la edad del universo y la evolu- 
ción de las estrellas. ¿Qué extraño arreglo de elementos químicos hay en el vino? ¿Có- 
mo llegaron a ser? Están los fermentos, las enzimas, los sustratos y los productos. 
Allí en el vino se encuentra la gran generalización: toda vida es fermentación. Na- 
die puede descubrir la quimica del vino sin descubrir, como lo hizo Louis Pasteur, 
la causa de muchas enfermedades. ¡Cuán vivido es el vino tinto que imprime su exis- 
tencia dentro del conocimiento de quien lo observa! ¡Si nuestras pequeñas mentes, 
por alguna convivencia. dividen este vaso de vino, este universo, en partes física, 
biologia. geologia, astronomia, psicologia, etc.—, recuerden que la naturaleza no lo 
sabe! Asi, reunamos todo de nuevo sin olvidar en última instancia para qué sirve. 
Dejemos que nos dé un placer final más: ¡bébanlo y olvidense de todo! 


Conservación de la energía 


4-1 ¿Qué es la energia? 4-3 Energía cinética 


4-2 Energía potencial gravitacional 4-4 Otras formas de energía 


4-1 ¿Qué es la energia? 


Habiendo terminado ya nuestra descripción general empezamos en este capitulo 
un estudio más detallado de los diferentes aspectos de la fisica. Para ilustrar las 
ideas y la clase de razonamiento que se puede usar en física teórica, examinaremos 
una de las leyes más básicas de la fisica: la conservación de la energía. 


Hay un hecho, o si prefiere, una ley, que gobierna todos los fenómenos naturales 
conocidos hasta la fecha. No se conoce excepción a esta ley —es exacta hasta donde 
sabemos—. La ley se llama la conservación de la energía. Establece que hay cierta 
cantidad que llamamos energia, que no cambia en los múltiples cambios que ocurre 
en la naturaleza. Esta es una idea muy abstracta, porque es un principio matemático; 
significa que hay una cantidad numérica que no cambia cuando algo ocurre. No es 
la descripción de un mecanismo, o de algo concreto; ciertamente es un hecho raro 
que podamos calcular cierto número y que cuando terminemos de observar que la 
naturaleza haga sus trucos y calculemos el número otra vez, éste será el mismo. 
(Algo así como el alfil en un cuadro negro, que después de cierto número de movi- 
mientos —cuyos detalles son desconocidos— queda en el mismo cuadro. Es una ley 
de esta naturaleza.) Puesto que ésta es una idea abstracta, ilustraremos su significa- 
do mediante una analogía. 


Imaginemos un niño, tal vez “Daniel el Travieso”, que tiene unos bloques que 
son absolutamente indestructibles, que no pueden dividirse en partes. Cada uno es 
igual al otro. Supongamos que tiene 28 bloques. Su madre lo coloca con los 28 blo- 
ques en una pieza al comenzar el día. Al final del día, por curiosidad, ella cuenta los 
bloques con mucho cuidado, y descubre una ley fenomenal —haga lo que haga con 
los bloques, ¡siempre quedan 28! Esto continúa por varios dias, hasta que un día 
hay sólo 27 bloques, pero una pequeña investigación demuestra que hay uno bajo la 
alfombra —ella debe mirar por todas partes para estar segura de que el número de 
bloques no ha cambiado—. Un dia, sin embargo, el número parece cambiar —hay 
sólo 26 bloques—. Una cuidadosa investigación indica que la ventana estaba abierta, 
y al mirar hacia afuera se encontraron los otros dos bloques. Otro día, una cuida- 
dosa cuenta indica que ¡hay 30 bloques! Esto 
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causa una gran consternación, hasta que se sabe que Bruce vino a visitarlo, trayendo 
sus bloques consigo y que dejó unos pocos en la casa de Daniel. Después de separar 
los bloques adicionales cierra la ventana, no deja entrar a Bruce, y entonces todo 
anda bien, hasta que una vez cuenta y encuentra sólo 25 bloques. Sin embargo, hay 
una caja en la pieza, una caja de juguetes, y la madre se dirige a abrir la caja de ju- 
guetes, pero el niño dice: “No, no abras mi caja de juguetes”, y chilla. A la madre no 
le estaba permitido abrir la caja de juguetes. Como es extremadamente curiosa, y algo 
ingeniosa, inventa un ardid. Sabe que un bloque pesa cien gramos, así que pesa la caja 
cuando ve 28 bloques y encuentra 500 gramos. En seguida desea comprobar, pesa la 
caja de nuevo, resta 500 gramos y divide por cien. Ella descubre lo siguiente: 


( número de ) y, ¡peso de la cala) 500 gramos inte (4) 
bloques vistos 100 gramos 


En seguida parece que hubiera algunas nuevas desviaciones, pero un estudio cuida- 
doso indica que el agua sucia de la bañera está cambiando de nivel. El niño está 
lanzando bloques al agua y ella no puede verlos porque está muy sucia, pero puede 
saber cuántos bloques hay en el agua agregando otro término a su fórmula. Ya que 
la altura original del agua era de 15 centimetros y cada bloque eleva el agua medio 
centímetro, esta nueva fórmula seria: 


número de (peso de la caja) —- 500 gramos 
( : ) + EE5_E _—z—_=— (4.2) 
bloques vistos 100 gramos 


(altura del agua)— 15 centimetros 


7 = constante 
0,5 centimetro 


En el aumento gradual de la complejidad de su mundo, ella encuentra una serie com- 
pleta de términos que representan modos de calcular cuántos bloques están en los 
lugares donde no le esta permitido mirar. Como resultado, encuentra una fórmula 
compleja, una cantidad que debe ser calculada, que en su situación siempre perma- 
nece la misma. 

¿Cual es la analogia de esto con la conservación de la energia? El más notable 
“aspecto que debe ser abstraido de este cuadro es que no hay bloques. Quitese el 
primer término en (4.1) y en (4.2) y nos encontraremos calculando cosas más o 
menos abstractas. La analogía tiene los siguientes puntos. Primero, cuando estamos 
calculando la energia, a veces algo de ella deja el sistema y se va, y a veces algo 
entra. Para verificar la conservación de la energia debemos tener cuidado de no 
agregar ni quitar nada. Segundo, la energía tiene un gran número de formas diferen- 
tes, y hay una fórmula para cada una. Estas son: energía gravitacional, energía cine- 
tica, energia calórica, energia elástica, energia eléctrica. energia quimica, energia 
radiante, energía nuclear, energía de masa. Si hacemos el total de las fórmulas para 
cada una de estas contribuciones, no cambiará a excepción de la energia que entra 
y que sale. 


Es importante darse cuenta que en la fisica actual no sabemos lo que la energia 
es. No tenemos un modelo de energía formada por pequeñas gotas de un tamaño 
definido. No es asi. Sin embargo, hay formulas para calcular cierta 
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cantidad númerica, y cuando las juntamos todas nos da “28” —siempre el mismo nú- 
mero—. Es algo abstracto en el sentido que no nos informa el mecanismo o las razones 
para las diversas fórmulas. 


4-2 Energía potencial gravitacional 


Puede entenderse la conservación de la energia sólo si tenemos la formula para 
todas sus formas. Deseo discutir la fórmula para la energia gravitacional cerca de la 
superficie de la tierra, y deseo deducir esta fórmula de un modo que no tiene nada 
que ver con la historia, sino que es una simple línea de razonamiento inventada para 
esta lección en particular, esto a fin de darles a ustedes una ilustración del notable 
hecho que puede extraerse mucho acerca de la naturaleza a partir de unos pocos 
hechos y con un razonamiento acabado. Es una ilustración de la clase de trabajo 
que los fisicos teóricos realizan habitualmente. Está modelado según el excelente ar- 
gumento del Sr. Carnot sobre la eficiencia de las máquinas de vapor*. 

Consideremos máquinas levantadoras de pesos —máquinas que tienen la propie- 
dad de levantar un peso bajando otro-. Hagamos, además, una hipótesis: que no 
existe movimiento perpetuo para estas máquinas levantadoras de pesos. (De hecho, 
que no exista el movimiento perpetuo es un enunciado general de la ley de la conser- 
vación de la energia.) Debemos tener cuidado al definir el movimiento perpetuo. En 
primer lugar hagámoslo para máquinas levantadoras de pesos. Si cuando hemos levan- 
tado y bajado muchos pesos y llevado la máquina a su condición original, encontra- 
mos que el resultado neto es haber levantado un peso, entonces tenemos una máquina 
de movimiento perpetuo, porque podemos usar el peso levantado para poner en mo- 
vimiento otra cosa. Es decir, debe cumplirse que la máquina que levantó el peso 
vuelva a su exacta condición original, y además debe ser completamente indepen- 
diente —esto es, que no haya recibido la energia de una fuente externa para levantar 
el peso— como los bloques de Bruce. 


Fig. 4-1. Máquina simple para levantar 
pesos. 


En la figura 4-1 se muestra una máquina muy simple para levantar pesos. Esta 
máquina levanta pesos de tres unidades de “intensidad”. Colocamos tres unidades 
en un platillo y una unidad en el otro. Sin embargo, a fin de hacerla trabajar real- 
mente, debemos quitar un pequeño peso en el platillo de la izquierda. Por otra parte, 
podríamos levantar una unidad de peso bajando el peso de tres unidades, si trampea- 
mos un poco quitando algo de peso del otro plato. Por supuesto, nos damos cuenta 
que con cualquier máquina elevadora real debemos agregar una pequeña cantidad 
extra para lograr su funcionamiento. Esto no lo consideramos, temporariamente. Las 
máquinas ideales, aunque no existen, no necesitan nada extra. Una máquina que use- 
mos en la realidad puede ser, por asi decir, casi reversible: esto es, si levanta el peso de 


* Aqui nuestro objetivo no es tanto el resultado (4.3) el cual de hecho ustedes ya pueden 
conocer. sino la posibilidad de llegar a el mediante un razonamiento teórico. 
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tres al bajar el de una, entonces también levantara aproximadamente el peso de una en 
la misma cantidad al bajar el peso de tres. 


Imaginemos que hay dos clases de máquinas, las que no son reversibles, que inclu- 
yen todas las máquinas reales. y las que son reversibles. que. por supuesto no se 
consiguen en la realidad a pesar del cuidado que pongamos en el diseño de cojinetes, 
palancas, etc. Sin embargo, suponemos que existe una cosa tal una maquina rever- 
sible- que baja una unidad de peso (un kilo o cualquier otra unidad) en una unidad 
de distancia y que al mismo tiempo levanta un peso de tres unidades. Llamemos 
Máquina A a esta máquina reversible. Supongamos que esta máquina reversible par- 
ticular levante el peso de tres unidades una distancia X. A continuación, supongan 
que tenemos otra máquina, la Máquina B, que no es necesariamente reversible, que 
baja el peso de una unidad en una unidad de distancia, pero que levanta el peso de 
tres unidades una distancia Y. Podemos probar ahora que Y no es más alta que X; 
es decir, que es imposible construir una máquina que levante un peso más alto que 
una máquina reversible. Veamos por qué. Supongamos que Y fuera más alta que X. 
Tomemos un peso de una unidad y bajémoslo una unidad de altura con la máqui- 
na B, con lo que se eleva el peso de tres unidades una distancia Y. Entonces po- 
driamos bajar el peso de Y a X, obteniendo energía gratis, y usar la máquina re- 
versible A, funcionando a la inversa, para bajar el peso de tres unidades una dis- 
tancia X y levantar el peso de una unidad en una unidad de altura. ¡Esto retornará 
el peso de una unidad a donde estaba antes y dejará ambas maquinas listas para ser 
usadas de nuevo! Por lo tanto, tendriamos movimiento perpetuo si Y fuera más alta 
que A, lo que asumimos que era imposible. Con esos supuestos debemos concluir 
que Y no es más alta que X, de modo que de todas las máquinas que puedan dise- 
ñarse la máquina reversible es la mejor. 


Podemos ver, además, que todas las maquinas reversibles deben levantar hasta 
exactamente la misma altura. Supongan que B tambien fuera reversible. El razona- 
miento que Y no es mas alto que X es, por supuesto, tan bueno como antes, pero 
podemos hacer nuestro razonamiento de otra manera usando las máquinas en orden 
inverso y probar que X no es más alto que Y. Esta es entonces una observación 
muy notable, ya que nos permite analizar la altura a la cual diferentes máquinas van 
a levantar un objeto sin mirar en el interior del mecanismo. Sabemos de inmediato 
que si alguien construye una serie enormemente complicada de palancas que levan- 
tan tres unidades a una cierta distancia al bajar una unidad en una unidad de dis- 
tancia, y las comparamos con una palanca simple que hace lo mismo y que es fun- 
damentalmente reversible, su máquina no lo levantará más, sino tal vez menos. Si 
una máquina es reversible sabemos también exactamente hasta qué altura lo levan- 
tará. Para resumir: cada máquina reversible, funcione como funcione, que baje un 
kilo, un metro. y levante un peso de tres kilos, siempre lo levantara la misma 
distancia X. Esta cs evidentemente una ley universal de gran utilidad. La pregunta 
siguiente es, por supuesto, ¿cuánto vale X? 


Supongan que tenemos una máquina reversible que va a levantar a esta distancia 
X, tres mediante una. Colocamos tres bolas en una estanteria fija, tal como muestra 
la figura 4-2, Se mantiene una bola sobre una plataforma a una distancia de un 
metro sobre el suelo. La máquina puede levantar tres bolas al bajar una en una dis- 
tancia 1. Pues bien, hemos dispuesto que la plataforma que sostiene tres bolas tenga 
un piso y dos repisas, espaciadas exactamente a la distancia X, y además, que la 
estanteria que sostiene las bolas está espaciada a la distancia 
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una distancia X 


3x 
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(d) Descarga de bolas (e) Reagrupamiento (0) Fin 
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Fig. 4-2. Una máquina reversible. 


X, (a). Primero, hacemos rodar horizontalmente las bolas desde la estantería a las repi- 
sas, (b), y Suponemos que esto no demanda energia, porque no cambiamos la altura. La 
máquina reversible opera entonces: baja la bola que está sola al suelo y levanta la plata- 
forma una distancia X (c). Más aún, hemos arreglado ingeniosamente la estanteria de 
modo que estas bolas están de nuevo a la par con las repisas. Asi descargamos las bolas 
a la estantería, (d); habiendo descargado las bolas podemos llevar la máquina a su 
condición original. Tenemos ahora tres bolas en las tres repisas superiores y una 
en el piso. Pero lo curioso es, por decirlo asi, que no hemos levantado de ninguna 
manera dos de ellas, ya que después de todo, antes habia bolas en las repisas 2 y 3. 
El efecto resultante es haber levantado una bola la distancia 3X. Pues bien, si 3X 
excede un metro, podemos bajar la bola para retornar la máquina a la condición 
inicial (f), y podemos hacer funcionar el aparato de nuevo. Por lo tanto, 3X, no puede 
exceder un metro, porque si 3X excediera un metro podriamos realizar movimiento 
perpetuo. Asimismo, podemos probar que un metro no puede exceder a 3X, cuando 
se hace funcionar la máquina al revés, ya que es una máquina reversible. Por lo 
tanto, 3X no es ni mayor ni menor que un metro, y entonces hemos descubierto, 
sólo con razonamientos, la ley ¥ = '/, metro. La generalización es clara: un kilo- 
gramo cae cierta distancia al operar una máquina reversible; entonces la máquina 
puede levantar p kilogramos a esta distancia dividida por p. Otra forma de indicar 
este resultado es que el producto de tres kilogramos por la altura alcanzada, que en 
nuestro problema era X, es igual al producto de un kilogramo por la distancia que 
fue bajada, que en este caso es un metro. Si tomamos todos los pesos y los multi- 
plicamos por las alturas a las cuales están ahora por sobre el suelo, dejamos que la 
máquina funcione, y en seguida multiplicamos nuevamente todos los pesos por todas 
las alturas, no habrá cambio. (Tenemos que generalizar este ejemplo en que move- 
mos sólo un peso al caso en que al bajar uno levantamos otros pesos diferentes 
—pero esto es facil.) 


Llamamos energía potencial gravitacional la suma de los productos pesos por 
alturas —la energía que tiene un objeto debido a su posición en el espacio con 
relación a la tierra—. Entonces la fórmula para la energía gravitacional, siempre que 
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no estemos muy lejos de la tierra (la fuerza se debilita a medida que subimos) es 


energía potencial 
gravitacional = (peso) x (altura) (4.3) 
para un objeto 


Es una bellisima línea de razonamiento. El único problema es que tal vez no sea 
verdadera. (Después de todo, la naturaleza no tiene por qué marchar con nuestro 
razonamiento.) Por ejemplo: quizás el movimiento perpetuo sea en efecto posible. 
Algunos de los supuestos pueden estar equivocados, o podemos haber cometido un 
error de razonamiento, de modo que siempre es necesario comprobar. En efecto, 
resulta experimentalmente cierto. 

El nombre general para la energia que tiene que ver con la posición relativa a 
alguna otra cosa es energia potencial. Por supuesto, en este caso particular la lla- 
mamos energia potencial gravitacional. Si es cuestión de fuerzas eléctricas contra las 
que estamos trabajando, en vez de fuerzas gravitacionales, si estamos “levantando” 
cargas desde otras cargas, con muchas palancas, entonces el contenido de energía 
se llama energía potencial eléctrica. El principio general es que el cambio en la 
energía es el producto de la fuerza por la distancia que se desplaza la fuerza, y que 
esto es en general un cambio en la energía: 


cambio _ distancia en que 
de els) ias de de fuerza actúa ) (4:4) 


Volveremos a muchas de estas otras formas de energia a lo largo del curso. 


Fig. 4-3. Plano inclinado. 


El principio de la conservación de la energia es muy útil para deducir lo que 
ocurrirá en numerosas circunstancias. En la enseñanza media aprendimos muchas 
leyes acerca de poleas y palancas usadas de diferentes maneras. Podemos ver ahora 
que estas “leyes” son todas la misma cosa, y que no teniamos necesidad de memori- 
zar 75 reglas para darnos cuenta de ello. Un simple ejemplo es un plano inclinado 
liso, que por suerte es un triángulo tres-cuatro-cinco (Fig. 4-3). Colgamos el peso 
de un kilo sobre un plano inclinado con una polea, y un peso W al otro lado de la 
polea. Queremos saber cuánto debe pesar W para equilibrar un kilo en el plano. 
¿Cómo podemos calcularlo? Si decimos que está justamente equilibrado, es reversi- 
ble, y así puede moverse hacia arriba y hacia abajo, y podemos considerar la si- 
guiente situación. En la situación inicial (a), el peso de una libra está abajo, y el peso 
W está arriba. Cuando W se ha deslizado hacia abajo en forma reversible, tenemos 
el peso de un kilo arriba y el peso W a una distancia deslizada (b), o sea, cinco 
metros a partir del nivel en que estaba antes. 
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Nosotros levantamos el peso de un kilo solamente tres metros y bajamos W kilos en 
cinco metros. Por lo tanto, W = ¿de un kilo. Nótese que hemos deducido esto a partir 
de la conservación de la energía y no a partir de componentes de fuerzas. La habili- 
dad es, sin embargo, relativa. Puede deducirse de una forma que es aún más brillante 
descubierta por Stevin e inscrita en su tumba. La figura 4-4 explica que debe ser */, 
de un kilo, porque la cadena no da vuelta. Es evidente que la parte más baja de la 
cadena está equilibrada por si misma, de modo que la tracción de los cinco pesos por 
un lado debe equilibrar la tracción de tres pesos por el otro. cualquiera que sea la pro- 
porción de los catetos. Ustedes ven, al observar este diagrama. que W debe ser */, de 
kilo. (Si logran un epitafio como éste en su lápida, van por buen camino.) 


Fig. 4-4. El epitafio de Stevin. 


Ilustremos ahora el principio de conservación de la energia con un problema 
más complicado, el gato de tornillo que se muestra en la figura 4-5. Se usa un 
mango de 50 centimetros de longitud para girar el tornillo que tiene cuatro hilos 
por centimetro. Nos gustaria saber cuánta fuerza se necesita en el mango para le- 
vantar una tonelada (1000 kilos). Si queremos levantar la tonelada dos centimetros 
y medio, digamos entonces debemos girar el mango 10 veces. Cuando da una vuelta 
recorre aproximadamente 314 centimetros. El mango debe asi recorrer 3140 centi- 
metros, y si usamos varias poleas, etc., estariamos levantando nuestra tonelada con 
un peso menor desconocido W aplicado al extremo del mango. Asi encontramos 
que W es de aproximadamente 0,8 kilos. Este es un resultado de la conservación de 
la energia. 

Consideremos ahora el ejemplo algo más complicado que se muestra en la figu- 
ra 4-6. Una varilla o barra de dos metros de longitud está soportada en un extremo. 
En la mitad de la barra hay un peso de 60 kilos y a una distancia de 50 centimetros 
del soporte hay un peso de 100 kilos. ¿Cuánta fuerza debemos hacer para levantar el 
extremo de la barra a fin de mantenerla en equilibrio. despreciando el peso de la 
barra? Supongamos que ponemos una polea en un extremo y colgamos un peso de 
la polea. ¿Cuál debe ser el valor del peso W para 


10 hilos / 
pulgada 

(4 kilos / 
centimetro) 


20" Fig. 4-6.. Barra cargada soportada en un 
Fig. 4- 5. Un gato de Tornillo. extremo. 
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establecer el equilibrio? Imaginemos que el peso cae a una distancia arbitraria —para 
que sea más fácil para nosotros supongamos que baja cuatro centimetros—; ¿a que 
altura se elevarán las dos cargas? El centro se eleva dos centimetros y el punto a un 
cuarto de la distancia del extremo fijo se eleva un centimetro. Por lo tanto, el princi- 
pio que la suma de las alturas multiplicadas por los pesos no cambia nos dice que el 
peso W por los cuatro centimetros hacia abajo, más 60 kilos por dos centimetros ha- 
cia arriba, más 100 kilos por un centimetro tienen que sumarse para dar cero: 


—4W + (2X60) + (1)(100) = O, W = 55 kg. (4.5) 


Por lo tanto, debemos tener un peso de 55 kilos para equilibrar la barra. De este 
modo podemos deducir las leyes del “equilibrio” —la estática de complicadas estruc- 
turas de puentes, etc.—. Este método se llama principio de los trabajos virtuales, por- 
que para aplicar este argumento tuvimos que imaginar que la estructura se mueve 
un poco —aunque no se mueva realmente ni se pueda mover—. Usamos el movimien- 
to imaginado muy pequeño para aplicar el principio de conservación de la energia. 


4-3 Energía cinética 


Para ilustrar otro tipo de energia consideremos un péndulo (Fig. 4-7). Si empu- 
jamos la masa hacia un lado y la soltamos, oscila de un lado hacia el otro. En su 
movimiento pierde altura cuando va desde ambos extremos hacia el centro. ¿A 
dónde se fue la energia potencial? La energia gravitacional desaparece cuando el 
cuerpo está abajo; sin embargo, subirá de nuevo. La energia gravitacional debe ha- 
berse convertido en otra forma. Evidentemente, es en virtud de su movimiento que es 
capaz de subir de nuevo, de modo que tenemos conversión de energia gravitacional 
en otra forma cuando el cuerpo llega al fondo. 


Fig. 4-7. Péndulo. 


Debemos obtener una fórmula para la energia de movimiento. Al recordar nues- 
tros argumentos acerca de las máquinas reversibles podemos ver fácilmente que en 
el movimiento en la parte inferior debe haber una cantidad de energia que le permite 
subir a cierta altura, y que no tiene nada que ver con el mecanismo mediante el cual 
sube ni con la trayectoria según la cual sube. De modo que tenemos una fórmula 
de equivalencia parecida a la que escribimos para los bloques del niño. Tenemos 
otra forma de representar la energía. Es fácil decir cuál es. La energia cinética en el 
fondo es igual al peso multiplicado por la altura que puede alcanzar en correspon- 
dencia a su velocidad: E.C. = WH. Lo que necesitamos es la fórmula que nos dé 
la altura mediante alguna regla que tenga que ver con el movimiento de los objetos. 
Si ponemos en marcha algo con cierta velocidad, por ejemplo verticalmente hacia 
arriba, alcanzará cierta altura; todavia no sabemos cuál es, pero depende de la 
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velocidad —hay una fórmula para eso—. Entonces, para encontrar la fórmula de la 
energía cinética de un objeto que se mueve con velocidad Y, debemos calcular la al- 
tura que alcanzaría y multiplicarla por el peso. Encontraremos luego que podemos 
escribirla de esta manera: 

E.C.= WV?/2g. (4.6) 


Por supuesto, el hecho de que el movimiento tenga energia no tiene nada que ver 
con el de que estemos en un campo gravitacional. No importa de dónde vino el mo- 
vimiento. Esta es una fórmula general, para diversas velocidades. Las fórmulas (4.3) 
y (4.6) son ambas aproximadas, la primera porque es incorrecta cuando las alturas 
son grandes, es decir, cuando las alturas son tan grandes que la gravedad se debilita; 
la segunda debido a la corrección relativista para grandes velocidades. Sin embargo, 
cuando finalmente obtengamos la fórmula exacta para la energía, entonces la ley 
de conservación de la energia es correcta. 


4-4 Otras formas de energia 


Podemos, de este modo, continuar ilustrando la existencia de energia bajo otras 
formas. Primero, consideremos la energía elástica. Si comprimimos un resorte hacia 
abajo, debemos hacer cierto trabajo porque, una vez hecho eso, podemos levantar 
pesos con él. Por lo tanto, en su condición comprimida tiene la posibilidad de hacer 
cierto trabajo. Si calculáramos las sumas de los productos por las alturas, la ley no 
se verificaría -debemos agregar algo más para tomar en cuenta el hecho de que el 
resorte está bajo tensión—. Energia elástica es la receta para un resorte cuando está 
comprimido. ¿Cuánta energia es? Si soltamos la energia elástica, a medida que el 
resorte pasa por el punto de equilibrio, se convierte en energia cinética y ésta pasa 
alternativamente por compresiones o estiramientos del resorte y energia cinética de 
movimiento. (Hay, además, cierta energía gravitacional que entra y sale, pero pode- 
mos hacer este experimento “de costado” si lo deseamos.) Se mantendrá en movi- 
miento hasta que frene por pérdidas. ¡Ah! Hemos estado trampeando todo el tiempo, 
poniendo pequeños pesos para mover cosas, o diciendo que las máquinas son rever- 
sibles, o que se mueven permanentemente; pero podemos ver que las cosas se detie- 
nen a la larga. ¿Dónde está la energia cuando el resorte ha terminado de moverse 
de arriba a abajo? Esto introduce otra forma de energia: la energía calórica. 


Dentro de un resorte o de una palanca hay cristales formados por muchos áto- 
mos y con gran cuidado y delicadeza en la disposición de las partes uno puede 
tratar de ajustar las cosas de modo que ruede sobre algo sin que ninguno de los 
átomos verifique agitación alguna. Pero uno debe tener mucho cuidado. Ordinaria- 
mente cuando las cosas ruedan, hay sacudimiento y agitación debido a las irregu!a- 
ridades del material y los átomos comienzan a menearse en el interior. Así perdemos 
la pista de esa energia; encontramos que los átomos están meneándose en el interior 
de una manera al azar y confusa después que el movimiento se detuvo. Aún hay 
energia cinética, por cierto, pero no está asociada a un movimiento visible. ¡Estamos 
soñando! ¿Como sabemos que aún hay energia cinética? Resulta que con termóme- 
tros pueden encontrar que, de hecho, el resorte o la palanca están más calientes y 
que hay realmente un incremento de la energia cinética en una cantidad definida. 
Llamamos energía calórica a esta energia, pero sabemos que ésta no es realmente 
una nueva forma, es justamente energía cinética —movimiento interno—. (Una de las 
dificultades con todos estos experimentos que hacemos con materia a gran escala 
es que no podemos demostrar realmente 


la conservación de la energia y no podemos construir realmente nuestras máquinas 
reversibles, porque en cada momento movemos una gran masa de sustancia y los áto- 
mos no permanecen absolutamente imperturbados, y así una cierta cantidad de movi- 
miento al azar ocurre dentro del sistema atómico. No podemos verlo, pero podemos 
medirlo con un termómetro, etc.) 


Hay muchas otras formas de energia, y, por supuesto, no podemos describirlas 
con más detalle ahora. Existe la energia eléctrica, que tiene que ver con el empuje 
y arrastre de cargas eléctricas. Existe la energia radiante, la energia de la luz, que 
sabemos es una forma de la energia eléctrica, porque la luz puede representarse 
como oscilaciones en el campo electromagnético. Existe la energia quimica, la ener- 
gia que es liberada en las reacciones químicas. Realmente, la energia elástica es, 
hasta cierto punto, como la energía química, porque la energia química es la energia 
de atracción de los átomos, de uno al otro, y asi es energia elástica. Nuestro cono- . 
cimiento moderno es el siguiente: la energia química consta de dos partes, energía 
cinética de los electrones en el interior de los átomos, asi parte de ella es 
cinética, y energía eléctrica de interacción de los electrones y protones —por lo tanto, 
el resto de ella es eléctrico—. En seguida llegamos a la energia nuclear, la energia 
involucrada en el arreglo de las particulas dentro del núcleo, y tenemos fórmulas 
para eso, pero no tenemos sus leyes fundamentales. Sabemos que no es eléctrica, 
no es gravitacional y no es puramente química, pero no sabemos lo que es. Parece 
ser una forma adicional de energia. Finalmente, asociada con la teoria de la relati- 
vidad, hay una modificación de las leyes de la energia cinética, o como quieran 
llamarla, de modo tal que la energia cinética está combinada con otra cosa llamada 
energía de masa. Un objeto tiene energia a partir de su sola existencia. Si yo tengo 
un positrón y un electrón que permanecen quietos sin hacer nada —sin importar la 
gravedad, sin importar cualquier otra cosa— y se juntan y desaparecen, se libera 
energia radiante en una cantidad definida, y la cantidad puede calcularse. Todo lo 
que necesitamos saber es la masa del objeto. No depende de lo que sea —podemos 
hacer desaparecer dos cosas y obtener cierta cantidad de energia. La fórmula fue 
encontrada primero por Einstein; ella es: E = me. 


Es evidente a partir de nuestra discusión que la ley de conservación de la energia 
es enormemente útil para hacer análisis, tal como lo hemos ilustrado con unos pocos 
ejemplos sin conocer todas las fórmulas. Si tuviéramos todas las fórmulas para todas 
las formas de energia, podriamos analizar cuántos procesos deberian verificarse sin 
tener que entrar en detalles. Por eso las leyes de conservación son muy interesantes. 
La cuestión que naturalmente surge es qué otras leyes de conservación hay en fi- 
sica. Hay otras dos leyes de conservación que son análogas a la conservación de 
la energía. Una se llama la conservación del momentum lineal. La otra se llama la 
conservación del momentum angular. Nosotros averiguaremos más acerca de éstas 
más adelante. En último análisis no entendemos en profundidad las leyes de con- 
servación. No entendemos la ley de conservación de la energía. No entendemos la 
energia como cierto número. de pequeñas gotas. Puede que hayan oido que los foto- 
nes se manifiestan como gotas y que la energia de un fotón es la constante de Planck 
multiplicada por la frecuencia. Esto es cierto, pero ya que la frecuencia de la luz 
puede tomar cualquier valor, no hay ninguna ley que diga que la energía tenga que 
ser una cierta cantidad definida. A diferencia de los bloques de Daniel puede haber 
cualquier cantidad de energía, por lo menos como se entiende actualmente. De ma- 
nera que, por ahora, no entendemos 
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esta energia como contar algo, sino como una cantidad matemática, lo que es úna 
circunstancia abstracta y más bien peculiar. En mecánica cuántica resulta que la con- 
servación de la energia está muy estrechamente relacionada con otra importante pro- 
piedad del mundo, las cosas no dependen del tiempo absoluto. Podemos montar un 
experimento en un momento dado y probarlo, y luego hacer el mismo experimento en 
un momento posterior, y él se desarrolla exactamente en la misma forma. Si esto es 
estrictamente cierto o no, no lo sabemos. Si suponemos que es cierto y agregamos 
los principios de la mecánica cuántica, entonces podemos deducir el principio de la 
conservación de la energia. Es una cosa más bien sutil e interesante y no es fácil de ex- 
plicar. Las otras leyes de conservación están también ligadas entre si. La conservación 
del momentum está asociada en mecánica cuántica con la proposición que no impor- 
ta dónde se haga el experimento; los resultados serán siempre los mismos. Asi como 
la independencia en el espacio tiene que ver con la conservación del momentum, la 
independencia en el tiempo tiene que ver con la conservación de la energía, y final- 
mente si giráramos nuestros aparatos, esto tampoco implica diferencia, de modo que 
la invariancia del mundo a la orientación angular está relacionada con la conservación 
del momentum angular. Ademas de éstas, hay tres leyes de conservación que son 
exactas hasta donde lo podemos afirmar hoy dia, que son mucho más simples de en- 
tender, porque son del mismo tipo que contar bloques. 


La primera de las tres es la conservación de la carga, y que sencillamente signi- 
fica que ustedes cuentan las cargas positivas, menos las cargas negativas que 
tienen, y el número no cambia nunca. Pueden deshacerse de una positiva con una 
negativa, pero no crean ningún exceso neto de positivas sobre negativas. Hay otras 
dos leyes análogas a ésta —una es la llamada conservación de bariones—. Hay cierto 
número de particulas extrañas, son ejemplos un neutrón y un protón, que se llaman 
bariones. En cualquier reacción en la naturaleza. si contamos cuantos bariones 
intervienen en un proceso, el número de bariones* que resulta será exactamente el 
mismo. Hay otra ley, la conservación de leprones. Podemos decir que ese grupo 
de partículas llamadas leptones es: el electrón, el meson mu, y el neutrino. Existe 
un antielectrón, que es un positrón, esto es, —l leptón. Al contar el número total 
de leptones en una reacción resulta que el número que entra y sale nunca cambia, 
al menos por lo que sabemos hasta el presente. 


Estas son las seis leyes de conservación, tres de ellas sutiles, involucrando espa- 
cio y tiempo, y tres de ellas simples, en el sentido de contar cosas. 


Con relación a la conservación de la energia debiéramos notar que la energía 
disponible es otro asunto —hay mucha agitación de los átomos del agua de mar, 
puesto que el mar tiene cierta temperatura, pero es imposible reunirlos en un mo- 
vimiento definido sin tomar energía de cualquier otra parte—. Es decir, aunque 
sabemos, de hecho, que la energia se conserva, la energia disponible para la utilidad 
humana no se conserva tan facilmente. Las leyes que gobiernan la cantidad de ener- 
gia disponible se llaman leyes de la termodinámica y encierran un concepto llamado 
entropia para los procesos termodinámicos irreversibles. 


* Contando los antibariones como —1 barión. 
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Finalmente, reparamos en el problema de dónde podemos obtener nuestras fuen- 
tes de energia hoy dia. Nuestros abastecimientos de energía provienen del sol, la 
lluvia, el carbón, el uranio y el hidrógeno. El sol forma la lluvia y también el carbón, 
de modo que todo esto proviene del sol. Aunque la energía se conserva, la natura- 
leza no parece interesada en ello; libera gran cantidad de energia desde el sol, pero 
sólo una parte en dos mil millones cae sobre la tierra. La naturaleza conserva la 
energía, pero, realmente, no le importa; derrocha mucha en todas direcciones. Ya 
hemos obtenido energia del uranio, podemos obtenerla también del hidrógeno, pero 
actualmente sólo en una condición explosiva y peligrosa. Si pudiera ser controlada 
en reacciones termonucleares, resulta que la energia que pueda obtenerse a partir 
de 10 litros de agua por segundo es igual a toda la potencia eléctrica generada 
en los Estados Unidos. ¡Con 600 litros de agua corriente por minuto tienen su- 
ficiente combustible para abastecer toda la energia que se usa hoy dia en los 
Estados Unidos! Por lo tanto, concierne a los físicos resolver cómo liberarnos de 
la necesidad de tener energia. Esto puede hacerse. l 
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5-4 Tiempos largos 


5-1 El movimiento 


En este capitulo consideraremos algunos aspectos de los conceptos de tiempo y 
distancia. Se ha puesto énfasis desde un comienzo que la física, como todas las cien- 
cias, depende de la observación. Se puede decir. también, que el desarrollo de las 
ciencias fisicas en su forma actual ha dependido en gran medida del énfasis que se 
ha puesto en hacer observaciones cuantitativas. Sólo mediante observaciones cuan- 
titativas puede llegar uno a relaciones cuantitativas. que son el corazón de la fisica. 


“Comienzo” 


Fig. 5-1. Una bola baja rodando por una 
pista inclinada. 


A muchas personas les gusta colocar el comienzo de la fisica en el trabajo hecho 
hace 350 años por Galileo y llamarlo el primer fisico. Hasta esa época el estudio del 
movimiento habia sido filosófico y basado en argumentos que podían idearse con la 
cabeza. La mayoria de los razonamientos habia sido presentada por Aristóteles y 
otros filósofos griegos y se tomaban como “probados”. Galileo era escéptico, e hizo 
un experimento sobre el movimiento, que fue esencialmente el siguiente: hizo rodar 
una bola hacia abajo en un plano inclinado y observó el movimiento. Sin embargo, 
no sólo observó; midió la distancia que recorrió la bola y en cuánto tiempo. 


El modo de medir una distancia era bien conocido mucho antes de Galileo, pero 
no habia modos precisos de medir el tiempo, particularmente tiempos cortos. Aun- 
que después diseñó relojes más satisfactorios (aunque no como los que conocemos 
ahora), el primer experimento de Galileo 
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sobre el movimiento fue hecho usando su pulso para contar intervalos iguales de 
tiempo. Hagamos lo mismo. 


Podemos contar los latidos del pulso mientras la bola rueda hacia abajo sobre la 
pista: “uno...dos...tres...cuatro...cinco...seis...siete...ocho...” Pedimos a un amigo que 
haga una pequeña marca en la ubicación de la bola para cada cuenta; podemos en- 
tonces medir la distancia que se movió la bola desde el punto en que se soltó en 
uno, o dos, O tres, etc., intervalos iguales de tiempo. Galileo expresó el resultado de 
sus observaciones de este modo: si la ubicación de la bola es marcada a 1, 2, 3, 4.... 
unidades de tiempo desde el instante en que se suelta, esas marcas distan del punto 
de partida en proporción a los números 1, 4, 9, 16... Hoy diriamos que la distancia 
es proporcional al cuadrado del tiempo. 


D x e?, 


El estudio del movimiento, que es básico para todos los fisicos, implica las pre- 
guntas ¿dónde?, y ¿cuándo? 


5-2 El tiempo 


Consideremos primero lo que queremos decir por tiempo. ¿Que es el tiempo? 
Seria estupendo encontrar una buena definición del tiempo. El diccionario Webster 
define “un tiempo” como “un periodo”, y este último como “un tiempo”. lo que no 
parece ser muy útil. Quizás debiéramos decir: “tiempo es lo que ocurre, cuando nada 
más ocurre”. Lo que tampoco nos lleva muy lejos. Puede ser que sea igualmente 
bueno que enfrentemos el hecho que el tiempo es una de las cosas que probable- 
mente no podemos definir (en el sentido del diccionario), y sólo decir que es lo que 
ya sabemos que es: ¡es cuánto esperamos! 

De todos modos, lo que realmente importa no es definir el tiempo. sino como 
medirlo. Una manera de medir el tiempo es utilizar algo que ocurra una y otra vez 
de modo regular —algo que sea periódico—. Por ejemplo un dia. Una dia parece ocu- 
rrir una y otra vez. Pero cuando comienzan a pensar acerca de ello, bien pueden 
preguntar: “¿Son los dias periódicos? ¿Son regulares? ¿Son todos los dias de la 
misma duración?” Ciertamente, uno tiene la impresión que los dias de verano son 
más largos que los de invierno. Por supuesto, algunos dias de invierno parecen ser 
desagradablemente largos si uno está muy aburrido. Seguramente han oido decir 
a alguien: “¡Caramba, éste si que ha sido un día largo!” 


Sin embargo, parece ser que los dias son casi del mismo largo en promedio. 
¿Hay algún modo para verificar si los dias son del mismo largo —sea de un dia al 
siguiente—, o por lo menos en promedio? Una manera es hacer una comparación con 
algún otro fenómeno periódico. Veamos cómo puede hacerse tal comparación usan- 
do un reloj de arena. Con un reloj de arena podemos “crear” un suceso periódico 
siempre que tengamos a alguien ocupado durante el dia y la noche para girarlo 
cuando el último grano de arena haya caido. 


Entonces podriamos contar las vueltas del reloj de arena desde cada mañana a 
la siguiente. Encontrariamos esta vez que el número de “horas” (es decir, vueltas del 
reloj de arena) no fue el mismo cada “dia”. Podriamos desconfiar del sol. o del re- 
loj de arena o de ambos. 
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Después de pensar un poco, puede ocurrirsenos contar las “horas” de mediodia a 
mediodía (el mediodia no está definido aqui como las 12,00 horas, sino como el 
instante en que el sol está en su punto más alto). Encontrariamos esta vez que el 
número de horas de cada día es el mismo. 


Tenemos ahora alguna confianza en que tanto la “hora” como el “día” tienen 
una periodicidad regular, es decir, indican sucesivos intervalos iguales de tiempo, aun- 
que no hemos probado que cada uno sea “realmente” periódico. Alguien puede pre- 
guntar si no pudiera haber algún ser omnipotente que hiciera disminuir el flujo de 
arena cada noche y aumentarlo durante el dia. Nuestro experimento, por supuesto, 
no nos da una respuesta sobre esta clase de preguntas. Todo lo que podemos decir 
es que encontramos que una regularidad en una cosa lleva consigo una regularidad 
en la otra. Podemos sólo decir que basamos nuestra definición del tiempo en la repe- 
tición de algún evento aparentemente periódico. 


5-3 Tiempos cortos 


Podriamos indicar ahora que en el proceso de verificar la reproductibilidad del 
dia, hemos recibido un importante subproducto. Hemos encontrado la manera de 
medir en forma más precisa fracciones de día. Hemos encontrado un modo de con- 
tar el tiempo en pequeñas partes. ¿Podemos llevar más lejos este proceso y aprender 
a medir intervalos de tiempo aún más pequeños? 


Galileo determinó que un péndulo siempre oscila en intervalos iguales de tiempo, 
siempre que el tamaño de la oscilación se mantenga pequeño. Un ensayo que com- 
pare el número de oscilaciones de un péndulo en una “hora” demuestra que éste es 
efectivamente el caso. En esta forma podemos marcar fracciones de una hora. Si 
usamos un dispositivo mecánico para contar las oscilaciones —y para mantenerlas—, 
tenemos el reloj de péndulo de nuestros abuelos. 


Convengamos que si nuestro péndulo oscila 3.600 veces en una hora (y si hay 
24 de tales horas en un dia) llamaremos a cada periodo del péndulo un “segundo”. 
Hemos dividido entonces nuestra unidad original de tiempo en aproximadamente 10* 
partes. Podemos aplicar los mismos principios para dividir el segundo en intervalos 
más y más pequeños. Se darán cuenta que no es práctico hacer péndulos mecánicos 
que funcionen arbitrariamente rápido, pero ahora podemos hacer péndulos eléctricos 
llamados osciladores, que pueden proporcionar sucesos periódicos con un tiempo 
de oscilación muy pequeño. En estos osciladores electrónicos hay una corriente eléc- 
trica que oscila en forma análoga a la oscilación de la lenteja del péndulo. 


Podemos hacer una serie de tales osciladores electrónicos cada uno con un pe- 
riodo 10 veces más corto que el precedente. Podemos “calibrar” cada oscilador con 
el siguiente más lento, contando el número de oscilaciones que hace por una oscila- 
ción del más lento. Cuando el periodo de oscilación de nuestro reloj es menor que 
una fracción de segundo, no podemos contar las oscilaciones sin la ayuda de algún 
dispositivo que extienda nuestro poder de observación. Un dispositivo tal es un osci- 
loscopio de haz electrónico, el cual actúa como una especie de microscopio para 
tiempos cortos. Este dispositivo traza en una pantalla fluorescente un gráfico de la 
corriente eléctrica (o el voltaje) en función del tiempo. Al conectar el osciloscopio a 
dos de nuestros osciladores uno después del otro de modo 


5-3 


IRNIRRNIMANRIANNANASA 


WIIN NN 


(a) (b) 


Fig. 5-2. Dos vistas de la pantalla de un osciloscopio. En (a) el osciloscopio está 
conectado a un oscilador, en /b) está conectado a un oscilador con un período de un 
décimo de duración. 


que primero hace un gráfico de la corriente en uno de nuestros osciladores y después 
de la corriente en el otro, obtenemos dos gráficos como los que se muestran en la 
figura 5-2. Podemos determinar fácilmente el número de periodos del oscilador más 
rápido en un período del oscilador más lento. 


Con las modernas técnicas electrónicas se han construido osciladores que tienen 
periodos tan pequeños como 107!? segundos, y han sido calibrados (por métodos de 
comparación como los que hemos descrito) en términos de nuestra unidad patrón 
de tiempo, el segundo. Con la invención y perfeccionamiento del “laser” o amplifi- 
cador de luz, en estos últimos años, ha llegado a ser posible construir osciladores 
con periodos aún más cortos que 107!* segundos; pero no ha sido todavia posible 
calibrarlos mediante los métodos que hemos descrito, aunque no hay duda que pron- 
to será posible. 

Se han medido intervalos de tiempo más pequeños que 107!? segundos, pero me- 
diante una técnica diferente. En efecto, se ha usado una definición diferente del 
“tiempo”. Una manera ha sido observar la distancia entre dos sucesos para un ob- 
jeto en movimiento. Si, por ejemplo, las luces delanteras de un automóvil en movi- 
miento se prenden y después se apagan, podemos calcular cuánto tiempo estuvieron 
cargadas las luces, si sabemos dónde fueron encendidas y apagadas y la velocidad 
con que se movió el automóvil. El tiempo es la distancia durante la cual las luces 
estuvieron encendidas, dividida por la velocidad. 

En estos últimos años justamente se utilizó una técnica así para medir el tiempo 
de vida del mesón 7°. Al observar en un microscopio las pequeñas trazas dejadas 
en una emulsión fotográfica, en la cual los mesones 7° habian sido creados, se vio 
que un mesón 7" (se sabe que viaja a una velocidad cercana a la de la luz) se movió 
una distancia de 10? metros en promedio antes de desintegrarse. Vivió sólo durante 
unos 107'* seg. Deberá ponerse énfasis que aquí hemos utilizado una definición un 
poco diferente del “tiempo” que las anteriores. Mientras no haya contradicciones en 
nuestra comprensión, nos sentimos bastante seguros que nuestras definiciones son 
suficientemente equivalentes. 

Extendiendo nuestras técnicas aún más —y si es necesario nuestras definiciones— 
podemos inferir el tiempo de duración de acontecimientos aún más rápidos. Pode- 
mos hablar del 
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periodo de una vibración nuclear. Podemos hablar del tiempo de vida de las recien- 
temente descubiertas resonancias extrañas (particulas) mencionadas en el capitulo 2. 
Su vida entera dura un lapso de sólo 107?* segundos, el tiempo que aproximada- 
mente tardaría la luz (la que se mueve a la mayor de las velocidades conocidas) en 
atravesar el núcleo de hidrógeno (el más pequeño de los objetos conocidos). 


¿Qué hay de tiempos aún más pequeños? ¿Existe el “tiempo” en una escala 
aún más pequeña? ¿Tiene sentido hablar de tiempos menores si no los podemos 
medir —o quizás incluso ni pensar en ello sensatamente—, algo que sucede en un tiem- 
po aún más pequeño? Quizás no. Estos son algunos de los problemas no resueltos 
que ustedes estarán preguntando y quizás contestando en los próximos veinte o 
treinta años. 


5-4 Tiempos largos 


Consideremos ahora tiempos mayores que un día. La medida de tiempos largos 
es fácil; sólo contamos los días siempre que haya alguien que lleve la cuenta. Desde 
luego encontramos que hay otra periodicidad natural: el año, de alrededor de 365 
dias. También hemos descubierto que la naturaleza entrega algunas veces un con- 
tador para los años, en forma de anillos de los árboles o sedimentos del fondo de los 
rios. En algunos casos podemos usar esos marcadores naturales del tiempo para de- 
terminar el lapso que ha transcurrido desde algún acontecimiento primitivo. 


Radioactividad 


Fig. 5-3. El decrecimiento de la radio- 
actividad en el tiempo. La actividad decrece 
lo) T 2T 3T Tiempo a la mitad en cada “vida media”, T. 


Cuando no podemos contar los años para la medida de tiempos largos, debemos 
buscar otras formas de medir. Una de las que ha tenido más éxito es usar como 
“reloj” un material radioactivo. En- este caso no tenemos un acontecer periódico 
como el dia o el péndulo, sino un nuevo tipo de “regularidad”. Encontramos que la 
radioactividad de una muestra de material particular decrece la misma fracción para 
sucesivos aumentos iguales en su edad. Si trazamos un gráfico de la radioactividad 
observada como función del tiempo (digamos en días), obtenemos una curva como la 
que se muestra en la figura 5-3. Observamos que si la radioactividad decrece a la 
mitad en T dias (llamada la “vida media”), entonces decrece a un cuarto en otros 
T dias, y así sucesivamente. En un intervalo de tiempo arbitrario £ hay t/T “vidas. 
medias“, entonces la fracción que queda después de este tiempo / es (1 y. 


Si supiéramos que un pedazo de material, digamos un pedazo de madera, con- 
tenia una cantidad A de material radioactivo cuando se formó, y encontráramos por 
una medida directa que ahora contiene una cantidad B, podriamos calcular la edad 
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1018 | Edad del universo 


10? Edad de la tierra 1238 
1015 
106 Primeros hombres 
1012 | Edad de las pirámides 
103 Ra?8 
Edad de los E.E.U.U. 
10% Vida de un hombre H? 
1 
10 
Un día 
103 La luz va del sol a la tierra Neutrón 
1 Un latido del corazón 
1073 | Período de una onda sonora 
1076 Período de una onda de radio Muón 
Mesón T* 
107% | La luz viaja 30 centímetros 
10712 | Periodo de la rotación molecular 
10715 | Período de la vibración atómica 
3 Mesón 7” 
10718 | La luz atraviesa un átomo 
10-21 
Período de la vibración nuclear 
10724 | La luz atraviesa un núcleo Partícula 
extraña 


del objeto, 7, resolviendo la ecuación 
(UT = B/A. 


Afortunadamente hay casos en los cuales podemos conocer la cantidad de ra- 
dioactividad que tenia un objeto cuando se formó. Sabemos, por ejemplo, que el 
dióxido de carbono en el aire contiene una cierta pequeña fracción del isótopo radio- 
activo del carbono. C'* (reabastecido continuamente por la acción de los rayos cós- 
micos). Si medimos e! contenido foral de carbono de un objeto, sabemos que cierta 
fracción de esa cantidad era originalmente el C!* radioactivo; conocemos, por lo 
tanto, la cantidad inicial A a usar en la fórmula anterior. El carbono —14 tiene una vida 
media de 5.000 años. Con medidas cuidadosas podemos medir la cantidad que 
queda despues de 20 vidas medias o algo asi, y podemos por lo tanto “fechar” ob- 
jetos orgánicos que crecieron hace 100.000 años. 

Nos gustaria conocer, y creemos conocer, la vida de cosas aún más antiguas. 
Mucho de nuestro conocimiento está basado en las medidas de otros isótopos 
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radioactivos que tienen diferentes vidas medias. Si hacemos medidas con un isótopo de 
vida media mayor, entonces podremos medir tiempos mayores. Por ejemplo, el ura- 
nio tiene un isótopo cuya vida media es alrededor de 10? años, de modo que si algún 
material se formó con uranio en él hace 10° años, hoy en dia sólo quedaria la mitad 
del uranio. Cuando el uranio se desintegra, se convierte en plomo. Consideren un 
pedazo de roca que se formó mucho tiempo atrás en algún proceso quimico. El plo- 
mo, siendo de naturaleza química diferente al uranio, apareceria en una parte de la 
roca y el uranio aparecería en otra parte de la roca. El uranio y el plomo estarian 
separados. Si observamos hoy ese pedazo de roca, donde debiera haber sólo ura- 
nio encontraremos ahora una cierta fracción de uranio y una cierta fracción de 
plomo. Por comparación de estas fracciones podemos decir cuál es el porcentaje de 
uranio que desapareció y se transformó en plomo. Con este método se ha determina- 
do la edad de ciertas rocas, resultando ser de varios miles de millones de años. Una 
extensión de este método que no usa rocas particulares, pero que observa el uranio y 
plomo en los océanos y usa promedios sobre la tierra, ha sido usada para determi- 
nar (en los últimos años) que la edad de la tierra misma es aproximadamente de 
5,5 mil millones de años. 


Es alentador que se haya encontrado que la edad de la tierra sea la misma que 
la edad de los meteoritos que caen sobre ella, según se determina por el método del 
uranio. Parece que la tierra surgió de las rocas que flotan en el espacio, y que los 
meteoritos, muy probablemente, son algo de aquel material que quedó. En un cierto 
instante, hace más de 5 mil millones de años, comenzó el universo. Se cree ahora 
que por lo menos nuestra parte del universo tuvo su comienzo hace cerca de diez a 
veinte mil millones de años. No sabemos lo que ocurrió antes de esto. De hecho, po- 
demos muy bien preguntar de nuevo: ¿Tiene algún sentido la pregunta? ¿Tienen los 
tiempos anteriores algún significado? 


5-5 Unidades y patrones de tiempo 


Hemos dado a entender que es conveniente comenzar con alguna unidad patrón 
de tiempo, digamos un dia o un segundo, y referir todos los otros tiempos a algún 
múltiplo o fracción de esta unidad. ¿Qué tomaremos como nuestro patrón básico de 
tiempo? ¿Tomaremos el pulso humano? Si comparamos los pulsos, encontramos 
que ellos varian mucho. Al comparar dos relojes se encuentra que no varian tanto. 
Ustedes podrian entonces decir: bien, tomemos un reloj. ¿Pero el reloj de quién? 
Hay una historia de un niño suizo que queria que todos los relojes de la ciudad so- 
naran al mediodia al mismo tiempo. Entonces fue a todas partes tratando de con- 
vencer a todos del valor de esto. ¡Todos pensaron que era una idea maravillosa que 
todos los otros relojes sonaran al mediodia cuando lo hiciera el propio! Es más bien 
difícil decidir el reloj de quién debiéramos tomar como patrón. Afortunadamente 
todos compartimos un reloj -la tierra. Desde hace mucho tiempo se ha tomado el 
periodo rotacional de la tierra como el patrón basico del tiempo. Sin embargo, a me- 
dida que se han ido haciendo medidas más y más precisas se ha encontrado que la 
rotación de la tierra no es exactamente periódica cuando se mide con los mejores 
relojes. Estos “mejores” relojes son aquellos para los cuales tenemos razón de creer 
que son precisos, porque coinciden entre si. Creemos ahora que, por varias razones, 
algunos dias son más largos que otros, algunos dias son más cortos y que en pro- 
medio el periodo de la tierra llega a ser un poco más largo a medida que los siglos 
pasan. 
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Hasta hace muy poco no hemos encontrado nada mejor que el periodo de la tie- 
rra, asi todos los relojes se han referido a la longitud del dia y se ha definido el se- ` 
gundo como 1/86400 de un dia promedio. Recientemente hemos estado ganando 
experiencia con algunos osciladores naturales que creemos ahora podrian proporcio- 
nar una referencia de tiempo más constante que la tierra y que también están basa- 
dos en un fenómeno natural disponible para todos. Estos son los asi llamados “re- 
lojes atómicos”. Su periodo interno básico es el de una vibración atómica que es 
muy insensible a la temperatura o cualesquiera otros efectos externos. Estos relojes 
se mantienen en hora con una precision de una parte en 10°, o mejor. Dentro de los 
dos últimos años un reloj atómico perfeccionado que opera basado en la vibración 
del átomo de hidrógeno ha sido diseñado y construido por el Profesor Norman 
Ramsey de la Universidad de Harvard. El piensa que este reloj podria ser 100 veces 
más preciso aún. Las mediciones que se están realizando mostrarán si esto es verdad 
o no. 


Podemos esperar que ya que ha sido posible construir relojes mucho más preci- 
sos que el tiempo astronómico, habrá pronto un acuerdo entre los cientificos para 
definir la unidad de- tiempo en términos de un reloj atómico patrón. 


5-6 Distancias grandes 


Volvamos ahora al problema de la distancia. ¿A qué distancia están o qué tama- 
ño tienen las cosas? Cualquiera sabe que la manera de medir distancias es empezar 
con una regla y contar. O empezar con un pulgar y contar. Empiezan con una uni- 
dad y cuentan. ¿Cómo mide uno cosas más pequeñas? ¿Cómo subdivide una distan- 
cia? De la misma manera que subdividimos el tiempo: tomamos una unidad menor 
y contamos el número de tales unidades que se necesitan para obtener la unidad 
mayor. Asi podemos medir longitudes más y más pequeñas. 
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Fig. 5-4. La altura de un Sputnik se determina 
por triangulación. 


Pero no siempre entendemos por distancia lo que se obtiene contando sucesiva- 
mente con una varilla métrica. Seria dificil medir la distancia horizontal entre las 
_cumbres de dos montañas usando sólo una varilla métrica. Hemos encontrado por 
experiencia que la distancia puede medirse de otro modo: por triangulación. Aunque 
esto significa que realmente estamos usando una definición diferente de distancia, 
concuerdan cuando ambas pueden usarse. El espacio es más o menos lo que Eucli- 
des pensó que era, de modo que los dos tipos de definición de distancia concuer- 
dan. El hecho que concuerden en la tierra nos da confianza para usar la triangula- 
ción para distancias aún más grandes. Por ejemplo, pudimos usar la triangulación 
para medir la altura del primer Sputnik. Encontramos que estaba aproximadamente 
a 5 x 10% metros de altura. Con mediciones más cuidadosas puede medirse de la 
misma manera la distancia a la luna. Dos 


telescopios en diferentes lugares sobre la tierra nos pueden dar los dos ángulos que ne- 
cesitamos. De este modo se ha encontrado que la luna estáa4 x 10% metros dedistancia. 

No podemos hacer lo mismo con el sol, o al menos nadie ha sido capaz todavia. 
La exactitud con que se puede enfocar cierto punto del sol y con que se puede medir 
ángulos no es lo suficientemente buena para permitirnos medir la distancia: al sol. 
¿Cómo podemos medir entonces la distancia al sol? Debemos inventar una amplia- 
ción de la idea de triangulación. Medimos las distancias relativas de todos los plane- 
tas por observaciones astronómicas de las posiciones aparentes de los planetas y ob- 
tenemos un cuadro del sistema solar-con las distancias propias relativas de cada 
cosa, pero no con distancias absolutas. Se requiere, entonces, una medida absoluta 
que ha sido obtenida de varios modos. Una de esas formas, que se creian hasta hace 
poco ser la más exacta, consistió en medir la distancia de la tierra hasta Eros, uno 
de los pequeños planetoides que pasa cerca de la tierra de vez en cuando. Por tri- 
angulación sobre este pequeño objeto, se pudo obtener la escala de medida requeri- 
da. Conociendo las distancias relativas del resto, podemos, por ejemplo, indicar la 
distancia de la tierra al sol'o de la tierra a Plutón. 


En los últimos años ha habido un gran progreso en nuestro conocimiento de la 
escala del sistema solar. En el Jet Propulsión Laboratory se midió muy exactamente 
la distancia de la tierra a Venus mediante una observación directa con radar. Esto, 
por supuesto, es un tipo todavia diferente de distancia deducida. Decimos que cono- 
cemos la velocidad a que viaja la luz (y, por lo tanto, a la que viajan las ondas de 
radar), y suponemos que es la misma velocidad en todas partes entre la tierra y Ve- 
nus. Enviamos la onda de radio, y contamos el tiempo hasta que la onda reflejada 
regrese. A partir del tiempo inferimos una distancia, asumiendo que conocemos la 
velocidad. Tenemos en realidad otra definición de una medida de distancia. 
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A a E el diámetro de la trayectoria de la tierra como 


línea de base. 


¿Cómo medimos la distancia a una estrella que está mucho mas lejos? Afortu- 
nadamente, podemos volver a nuestro metodo de triangulación. ya que la tierra en 
su movimiento alrededor del sol nos da una gran linea de base para medir los obje- 
tos que están fuera del sistema solar. Si enfocamos un telescopio hacia una estrella 
en verano y en invierno, esperariamos determinar con precisión suficiente estos dos 
ángulos para poder medir la distancia a una estrella. 
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Fig. 5-6. Un cúmulo de estrellas cerca del centro de nuestra galaxia. Su distancia 
a la tierra es 30.000 años luz, o alrededor de 3 x 10° metros. 


¿Qué pasa si las estrellas están demasiado lejos como para usar la triangulación? 
Los astrónomos están siempre inventando nuevos modos de medir distancias. Ellos 
encuentran, por ejemplo, que pueden estimar el tamaño y brillo de una estrella por 
su color. Se ha medido el color y brillo de muchas estrellas cercanas —cuyas distan- 
cias se conocen por triangulación, y se ha encontrado que hay una pequeña relación 
entre el color y el brillo propio de las estrellas (en la ntayoria de los casos). Si uno 
posee medidas de color de una estrella distante, se puede usar la relación color-brillo 
para determinar el brillo propio de la estrella. Midiendo lo brillante que nos parece 
la estrella desde la tierra (o tal vez deberiamos decir cuán débil parece), podemos 
calcular lo alejada que esta. (Para cierto brillo propio, el brillo aparente decrece con 
el cuadrado de la distancia.) Una hermosa confirmación de lo correcto de este mé- 
todo para medir distancias estelares esta dado por los resultados obtenidos para gru- 
pos de estrellas, conocidos como cúmulos globulares. Una fotografía de un grupo tal 
se muestra en la figura 5-6. Sólo con mirar la fotografia uno se convence que estas es- 
trellas están todas juntas. El mismo resultado se obtiene a partir de las medidas de 
distancia por el método color-brillo. 


Un estudio de muchos cúmulos globulares da importante información. Se 
encuentra que hay una alta concentración de tales cúmulos en cierta parte del 
cielo, y que la mayoria de ellas está aproximadamente a la misma distancia de 
nosotros. Juntando esta información con ptra evidencia, concluimos que esta con- 
centración de cúmulos marca el centro de nuestra galaxia. Conocemos entonces la 
distancia al centro de la galaxia —alrededor de 10?* metros. 
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Fig. 5-7. Una galaxia en espiral, como la nuestra. Suponiendo que su diámetro es 
similar al de nuestra propia galaxia, podemos calcular su distancia a partir de su tamaño 
aparente. Está a 30 millones de años-luz (3 x 10% metros) de la tierra. 


Conociendo el tamaño de nuestra propia galaxia, tenemos una clave para la 
medida de distancias aún mayores la distancia a otras galaxias—. La figura 5-7 
es una fotografía de una galaxia, que tiene una forma muy parecida a la nuestra. 
Probablemente es del mismo tamaño también. (Otras evidencias apoyan la idea que 
todas las galaxias son más o menos del mismo tamaño.) Si es del mismo tamaño que 
la nuestra, podemos indicar su distancia. Medimos el ángulo que subtiende en el 
cielo; conocemos su diámetro y calculamos su distancia ¡nuevamente triangulación! 


Fotografias de galaxias sumamente distantes se han obtenido recientemente con 
el telescopio gigante de Palomar. La figura 5.8 muestra una. Se cree ahora que algu- 
nas de estas galaxias estan alrededor de medio camino del limite del universo —ale- 
jadas 10°% metros— ¡la mayor distancia que podemos contemplar! 


5-7 Distancias pequeñas 


Pensemos ahora en distancias menores. Subdividir el metro es fácil. Sin mucha 
dificultad podemos marcar mil espacios iguales, que juntos hacen un metro. Con 
algo más de dificultad, pero de una manera similar (usando un buen microscopio), 
podemos marcar mil subdivisiones iguales del milimetro, para hacer una escala en 
micrones (millonésimas de metro). Es dificil continuar a escalas menores, porque no 
podemos “ver” objetos más pequeños que la longitud de onda de la luz visible (cer- 
ca de 5 x 10” metros). 


No necesitamos detenernos, sin embargo, en lo que no podemos ver. Con un mi- 


croscopio electrónico podemos continuar el proceso, haciendo fotografias a una es- 
cala aún menor, digamos 
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Fig. 5-8. El objeto más distante a la fecha (1960), 3 C 295 en BOYERO [señalado 
por la flecha), medido por el telescopio de 200 pulgadas. 


hasta 1078 metros (Fig. 5-9). Mediante medidas indirectas —con una especie de trian- 
gulación a escala microscópica— podemos continuar la medida a escalas más y más 
pequeñas. Primero, a partir de una observación de cómo la luz de pequeña longitud 
de onda (radiación x) se refleja desde un conjunto de marcas de separación cono- 
cida, determinamos la longitud de onda de las vibraciones de la luz. Entonces, a partir 
del diagrama de dispersión de esa misma luz por un cristal, podemos determinar la 
posición relativa de los átomos en el cristal, obteniendo resultados que concuerdan 
con el espacio atómico determinado también 


Fig. 5-9. Micrografía electrónica de algunas moléculas de virus. La esfera “grande” 
es para la calibración y se sabe que tiene un diámetro de 2 x 10? metros (2000 A). 
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por método químicos. De este modo encontramos que los átomos tienen un diámetro 
de alrededor de 10`!’ metros. 


Existe una gran “laguna” en los tamaños fisicos entre la dimensión atómica ti- 
pica de alrededor de 107!% metros y las dimensiones nucleares de 107!% metros, 10"* 
veces menores. Para los tamaños nucleares un método distinto para medir tamaños 
se hace conveniente. Medimos el área aparente, o, llamada sección transversal efi- 
caz efectiva. Si deseamos el radio, lo obtenemos de a = xrr?, puesto que el núcleo 
es aproximadamente esférico. 

Pueden hacerse medidas de la sección eficaz nuclear haciendo pasar un haz de 
particulas de alta energia a través de una pequeña lámina de material y observando 
el número de partículas que no la atraviesan. Estas particulas de alta energia se 
abren camino sin dificultad a través de la delgada nube de electrones y se detendrán 
o deflectarán sólo si chocan con el peso concentrado del núcleo. Supongamos que 
tenemos un trozo de material 
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Fig. 5-10. Vista imaginaria a través 
de un bloque de carbono de 1 cm de espesor 
si sólo se observaran los núcleos. 


de un centimetro de espesor. Habrá cerca de 10% capas atómicas. Pero los núcleos son 
tan pequeños que existe una pequeña probabilidad de que algún núcleo quede detrás 
de otro. Podemos imaginar que una vista de la situación grandemente ampliada —mi- 
rada a lo largo del haz de particulas— se veria como la figura 5-10. 


La oportunidad de que una pequeñisima particula choque al núcleo en la trave- 
sia es justamente el área total cubierta por los perfiles de los núcleos dividida por el 
área total en la figura. Supongamos que sabemos que en una área A de nuestra lá- 
mina de material hay N átomos (por supuesto, uno por cada núcleo). Entonces el 
área total “cubierta” por los núcleos es No/A. Ahora hagamos que el número de 
particulas de nuestro haz que llega a la lámina sea n, y el número que sale al otro 
lado sea n, La fracción que no atraviesa es (n,—n,)/n,, que justamente será igual a 
la fracción del área cubierta. Podemos obtener el radio del núcleo de la ecuación* 


A ni — Ma 
N nı 


A partir de un experimento asi encontramos que los radios de los núcleos son alre- 
dedor de 1 a 6 veces 10`!5 metros. La unidad de longitud 107** metros se llama el 
fermi, en honor a Enrico Fermi (1901-1958). 


¿Qué encontramos si vamos a distancias más pequeñas? ¿Podemos medir dis- 
tancias menores? Tales preguntas no se pueden responder aún. Se ha sugerido que 
el misterio aún no resuelto de las fuerzas nucleares puede ser desentrañado sólo me- 
diante alguna modificación a nuestra idea de espacio, o medidas de tales distancias 
pequeñas. 

Puede pensarse que sería una buena idea usar alguna longitud natural como 
nuestra unidad de longitud -<digamos el radio de la tierra o alguna fracción de él. 
se intentó originalmente que el metro fuera tal unidad y se definió como (7/2) x 107 
veces el radio de la tierra. No es conveniente ni muy exacto determinar la unidad de 
longitud de este modo. Por mucho tiempo se ha convenido internacionalmente que el 
metro sea definido como la distancia entre dos marcas en una barra guardada en un 
laboratorio especial en Francia. Más recientemente, se ha reconocido que esta defini- 
ción no es tan precisa como para ser útil, ni tan permanente o universal corno uno de- 
searia. Se está considerando en la actualidad adoptar una nueva definición, de acuerdo 
con cierto número (arbitrario) de longitudes de onda de una determinada línea es- 
pectral. 


* Esta ecuación es correcta sólo si el área cubierta por los núcleos es una pequeña frac- 


ción del total, si (n, —n,)/n, es mucho menor que 1. De otro modo debemos hacer una co- 
rrección por el hecho que algunos núcleos estarán parcialmente tapados por los núcleos 
frente a ellos. 
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Las medidas de distancia y tiempo dan resultados que dependen del observador. 
Dos observadores que se muevan uno con respecto al otro no medirán las mismas 
distancias y tiempos, cuando miden lo que parece ser la misma cosa. Las distancias 
e intervalos de tiempo tienen diferentes magnitudes, según el sistema coordenado 
(o “marco de referencia”) que se use para hacer las medidas. Estudiaremos este asun- 
to con más detalle en un capítulo posterior. 


Medidas perfectamente precisas de distancias o tiempos no están permitidas por 
las leyes de la naturaleza. Hemos mencionado anteriormente que los errores en una 
medida de la posición de un objeto deben ser al menos del tamaño de 


Ax = h/Ap, 


donde h es una pequeña cantidad llamada “constante de Planck” y Ap es el error en 
nuestro conocimiento del momentum (masa por velocidad) del objeto, cuya posición 
estamos midiendo. Se mencionó, además, que la indeterminación en la medida de la 
posición está relacionada con la naturaleza ondulatoria de las particulas. 


La relatividad del espacio y el tiempo implica que la medida del tiempo tiene tam- 
bién un error minimo, dado de hecho por 


At = h/AE, 


donde AE es el error en nuestro conocimiento de la energia del proceso, cuyo perio- 
do de tiempo estamos midiendo. Si deseamos saber más precisamente cuándo ocurrió 
algo, debemos saber menos acerca de qué sucedió, ya que nuestro conocimiento de la 
energía involucrada será menor. La indeterminación del tiempo también está relacio- 
nada con la naturaleza ondulatoria de la materia. 
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Probabilidad 
6-1 Posibilidad y probabilidad 6-4 Una distribución de probabilidad 
6-2 Fluctuaciones 6-5 El principio de indeterminación 


6-3 La caminata al azar 


“La verdadera lógica de este mundo está en el cálculo de probabilidades. ” 
—James Clerk Maxwell 


6-1 Posibilidad y probabilidad 


“Posibilidad” es una palabra de uso común en la vida diaria. Los reportajes de 
la radio al hablar del tiempo para mañana suelen decir “hay un sesenta por ciento 
de posibilidad de lluvia”. Ustedes suelen decir “hay una pequeña posibilidad de que 
yo viva hasta los cien años”. Los cientificos también usan la palabra posibilidad. 
Un sismólogo puede estar interesado en la pregunta: “¿Cuál es la posibilidad de que 
haya un terremoto de cierta magnitud al sur de California el próximo año?” Un fi- 
sico puede preguntarse: “¿Cuál es la posibilidad de que cierto contador geiger regis- 
tre veinte cuentas en los próximos diez segundos?” Un politico o un hombre de esta- 
do puede estar interesado en la pregunta: “¿Cuál es la posibilidad de que haya una 
guerra nuclear dentro de los próximos diez años?” Ustedes pueden estar interesados 
en la posibilidad de que aprendan algo en este capitulo. 


Por posibilidad queremos expresar algo como una conjetura. ¿Por qué hacemos 
conjeturas? Hacemos conjeturas cuando deseamos hacer un juicio, pero tenemos 
una información incompleta o un conocimiento incierto. Queremos hacer una con- 
jetura de cómo son las cosas, o qué cosas es posible que ocurran. A menudo desea- 
mos hacer una conjetura, porque tenemos que tomar una decisión. Por ejemplo: 
““¿Llevaré mi impermeable mañana? ¿Contra qué movimientos de la tierra debo dise- 
ñar un nuevo edificio? ¿Me construiré un refugio contra el polvo radioactivo? ¿Debo 
cambiar mi posición frente a las negociaciones internacionales? ¿Iré hoy a clases?”. 


A veces hacemos conjeturas porque deseamos, con nuestro limitado conocimien- 
to, decir tanto como podamos acerca de alguna situación. En realidad, cualquier 
generalización es de la naturaleza de una conjetura. Cualquier teoría fisica es una 
especie de conjetura. Hay conjeturas buenas y malas. La teoria de la probabilidad 
es un sistema para hacer conjeturas mejores. El lenguaje de las probabilidades nos 
permite hablar cuantitativamente 
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acerca de alguna situación que puede ser altamente variable, pero que tenga un com- 
portamiento promedio consistente. 


Consideremos el lanzamiento de una moneda. Si el lanzamiento —y la moneda— 
son “honestos”, no hay manera de saber qué esperar como resultado de un lanza- 
miento particular. Sin embargo, esperariamos que en un gran número de lanzamien- 
tos debiera haber aproximadamente igual número de caras y cruces. Decimos: “La 
probabilidad de que un lanzamiento resulte cara es 0,5.” 


Hablamos de probabilidad sólo para observaciones que contemplamos que se 
realicen en el futuro. Por “probabilidad” de un resultado particular de una observa- 
ción entendemos nuestra estimación de la fracción más probable de un número de 
observaciones repetidas que darán ese resultado particular. Si imaginamos repetir 
una Observación —tal como mirar una moneda recientemente lanzada— N veces, y si 
llamamos N, nuestra estimación del número más probable de nuestras observacio- 
nes que dará algún resultado especificado A. por ejemplo el resultado “caras ”, en- 
tonces por P(A), la probabilidad de observar A, entendemos 


P(A) = Na/N. (6.1) 


Nuestra definición requiere varios comentarios. En primer lugar, podemos hablar 
de probabilidad de algún suceso sólo si la ocurrencia es un resultado posible de al- 
guna observación repetible. No está claro que tenga algún sentido preguntar: “¿Cuál 
es la probabilidad de que haya un fantasma en esa casa?” 


Ustedes pueden objetar que ninguna situación es exactamente repetible. Esto es 
cierto. Cada observación diferente debe al menos ser en diferente tiempo o lugar. 
Todo lo que podemos decir es que las observaciones “repetidas” deberian, para 
nuestros fines, parecer equivalentes. Al menos, supondremos que cada observación 
fue hecha en un situación equivalentemente preparada, y en especial con el mismo 
grado de ignorancia al comienzo. (¡Si en un juego de naipes miramos disimulada- 
mente las cartas de un oponente, la estimación de nuestra posibilidad de ganar es di- 
ferente que si no lo hiciéramos!) 

Debemos poner énfasis que N y N, en la ecuación (6.1) no pretenden representar 
números basados en observaciones reales. N4 es nuestra mejor estimación de lo que 
ocurriría en N observaciones imaginadas. La probabilidad depende, por lo tanto, 
de nuestro conocimiento y de nuestra habilidad para hacer estimaciones. En reali- 
dad, ¡de nuestro sentido común! Afortunadamente, hay cierto grado de acuerdo en 
el sentido común para muchas cosas, de modo que distinta gente hará la misma 
estimación. Sin embargo, las probabilidades no necesitan ser números “absolutos”. 
Ya que dependen de nuestra ignorancia, pueden llegar a ser diferentes si nuestro co- 
nocimiento cambia. 

Pueden ustedes haber notado otro aspecto bastante “subjetivo” de nuestra defi- 
nición de probabilidad. Nos hemos referido a N¿ como “nuestra estimación del nú- 
mero más probable...” No queremos decir que esperamos observar exactamente N4, 
sino que esperamos un número cercano a N4, y que el número N, es más probable 
que cualquier otro en la vecindad. Si lanzamos una moneda. digamos 30 veces, espe- 
rariamos que no seria muy probable que el número de caras sea exactamente 15, sino 
más bien un número cercano a 15, digamos 12, 13, 14, 15, 16 0 17. Sin embargo, 
si tenemos que elegir, decidiriamos que 15 caras es más probable que ningún otro 
número. Escribiriamos P(caras) = 0,5. 
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¿Por qué elegimos 15 como más probable que cualquier otro número? Debemos 
haber razonado con nosotros mismos de la siguiente manera: si el número más pro- 
bable de caras es Nç en un número total de lanzamientos N, entonces el número 
más probable de cruces Nz es (N—-N¿). (¡Estamos suponiendo que cada lanzamiento 
da o bien caras o cruces, y no “otro” resultado!) Pero si la moneda es “honesta ”, 
no hay preférencia por caras o cruces. Hasta que tengamos alguna razón para pensar 
(o el lanzamiento) es deshonesta, debemos conceder igual probabili- 
dad a caras y cruces. De manera que ponemos Nz= No Por consiguiente N z= N¿= 
N/2, o P(C) = P(Z) = 0,5. 

Podemos generalizar nuestro razonamiento a cualquier situación en que hay m re- 
sultados posibles diferentes pero “equivalentes” (esto es, igualmente probables) de una 
observación. Si una observación da m resultados diferentes, y tenemos razones para 
creer que cualquiera de ellos es tan probable como cualquier otro, entonces la proba- 
bilidad de un resultado particular A es P(A) = 1/m. 


Si hay siete bolas de diferentes colores en una caja opaca y sacamos una “al azar” 
(esto es, sin mirar), la probabilidad de obtener una bola de un color particular es !/,. 
La probabilidad de sacar a ciegas el diez de corazones de un naipe barajado de 52 
cartas es '/,,. La probabilidad de lograr dos ases con dados es 4- 


En el capitulo 5 describimos el tamaño de un núcleo en términos de su área 
aparente, o “sección eficaz”. Cuando lo hicimos estábamos hablando realmente 
acerca de probabilidades. Cuando disparamos una particula de alta energia contra 
una delgada lámina de material, hay cierta posibilidad de que pase derecho y cierta 
posibilidad de que dé en un núcleo. (Ya que el núcleo es tan pequeño que no pode- 
mos verlo, no podemos apuntar derecho al núcleo. Debemos “disparar a ciegas”.) 
Si hay n átomos en nuestra lámina y el núcleo de cada átomo tiene una sección 
eficaz de área øg, entonces el área total “sombreada” por el núcleo es no. Para 
un gran número N de disparos al azar, esperamos que el número de impactos N¿en 
algún núcleo sea a N como el área sombreada es al área total de la lámina: 


Nc/N = no/A. (6.2) 


Podemos decir, por lo tanto, que la probabilidad que cualquier particula proyectil 
sufra una colisión al pasar a través de la lámina es 
n 


Pc = a a, (6.3) 


donde n/A es el número de átomos por unidad de área en nuestra lámina. 


6-2 Fluctuaciones 


Nos gustaria, ahora, usar nuestras ideas acerca de probabilidad para considerar 
con más detalle la pregunta: “¿Cuántas caras puedo realmente esperar si lanzo N 
veces una moneda?” Sin embargo, antes de contestar esta pregunta, veamos lo que 
pasa en tal “experimento”. La figura 6-1 muestra los resultados obtenidos en las 
primeras tres corridas de tal experimento en que N = 30. Las secuencias de “caras” 
y “cruces” se muestran tal como se obtuvieron. El primer juego dio 11 caras; 
el segundo también dio 11; el tercero 16. En los tres ensayos ninguna vez obtu- 
vimos 15 
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H = Cara A 11 


AxA XXX x XX A Xx 
T TE Cruz MX X RK XAKXAXXAKX KA XR Ax 
T 19 
H n 
x K y K X XXX x xXx x 
XXAAX XAXA K X  XXXA XR X XX 
19 
A dá Fig. 6-1. Secuencias observadas de ca- 
R AXA XX MO XXR XX XXK ras y cruces en tres juegos de 30 lanzamien- 
X AM x XX XxX xx kx XA 
7 14 tos cada uno. 


caras. ¿Debemos empezar a sospechar de la moneda? ¿O estábamos equivoca- 
dos al pensar que el número más probable de caras en ese juego era 15? Se hicieron 
noventa y siete corridas más para obtener un total de 100 experimentos de 30 lanza- 
mientos cada uno. Los resultados de los experimentos se dan en la Tabla 6-1.* 


Al mirar los números de la Tabla 6-1, vemos que la mayoria de los resultados 
son “próximos” a 15, y que se encuentran entre 12 y 18. Podemos tener una mejor 
idea de los detalles de estos resultados, si hacemos un grafico de la distribución de 
los resultados. Contamos el número de juegos en que se obtuvo el resultado k, y 
gragicamos este número para cada 4. En la figura 6-2 se muestra dicho gráfico. El 
resultado de 15 caras se obtuvo en 13 juegos. El resultado de 14 caras también se 
obtuvo 13 veces. Los resultados 16 y 17 se obtuvieron más de 13 veces. ¿Vamos a 
concluir que hay una tendencia hacia las caras? ¿No fue suficientemente buena 
nuestra “mejor estimación”? Debemos concluir ahora que el resultado “más proba- 
ble” de una serie de 30 lanzamientos es en realidad 16 caras? ¡Esperen! En todos 
los juegos tomados en conjunto hubo 3.000 lanzamientos. Y el número total de ca- 
ras obtenidas fue 1.492, La fracción de lanzamientos que dieron caras es 0,497, muy 
cercana, pero ligeramente menor que la mitad. ¡Por cierto, no podriamos suponer 
que la probabilidad de obtener caras sea mayor que 0,5! El hecho que un conjunto 
particular de observaciones dio 16 caras más a menudo es una fluctuación. Aún 
esperamos que el número más probable de caras es 15. 


Tabla 6-1 


Número de caras en ensayos sucesivos de 30 lanzamientos de una moneda. 


11 16 17 15 17 16 19 18 15 13 


li 17 17 2 20 23 11 16 17 l4 
16 12 15 10. 18 17 13 IS 14 15 
16 nR n 2 R 20 n 15 16 nn 
16 10 15 13 14 16 15 16 13 i8 90 trials 
14 14 B 16 15 19 21 14 12 15 
16 11 16 14 17 14 H 16 17 16 
19 15 14 12 18 55 14 2 11 16 
7 7 R B 14 17 9 13 16 nB 


* Después de los tres primeros juegos, el experimento fue realmente hecho batiendo vio- 


lentamente 30 monedas en una caja y luego contando el número de caras que resultaron. 
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Fig. 6-2. Resumen de los resultados de 100 juegos de 30 lanzamientos cada uno. 
Las barras verticales indican el número de juegos en los cuales se obtuvo un resultado 
de K caras. La curva punteada muestra los números esperados de juegos con el resultado 
k obtenidos por un cálculo de probabilidad. 


Podemos hacer la pregunta: “¿Cuál es la probabilidad que en un juego de 30 
lanzamientos resulten 15 caras, ó 16, o cualquier otro número?” Hemos dicho que 
en un ensayo de un lanzamiento, la probabilidad de obtener una cara es 0,5 y que 
la probabilidad de no obtener cara es 0,5. En un ensayo de dos lanzamientos hay 
cuatro resultados posibles: cara-cara, cara-cruz, cruz-cara, cruz-cruz. Ya que 
cada una de estas secuencias es igualmente probable, concluimos que (a) la probabi- 
lidad para lograr dos caras es !, (b) la probabilidad de obtener una cara es 3, (c) la 
probabilidad de no obtener ninguna es |. Hay dos modos de obtener una cara, pero 
uno sólo para obtener cero o dos caras. 

Consideren ahora un juego de tres lanzamientos. En el tercer lanzamiento es 
igualmente probable que resulten caras o cruces. Hay un solo modo de obtener tres 
caras: debemos haber obtenido dos caras en los dos primeros lanzamientos, y cara 
en el tercero. Hay, sin embargo, tres modos de obtener dos caras. Podríamos tirar 
cruz después de haber tirado dos caras (un modo) o podriamos tirar cara después 
de tirar sólo una cara en los dos primeros lanzamientos (dos modos). De manera 
que para los resultados 3-caras, 2-caras, l-cara. O-cara tenemos que el número de 
modo igualmente posible es 1, 3, 3, 1, con un total posible de ocho secuencias dife- 
rentes. Las probabilidades son 4 ¿, 3, 4. 

Los razonamientos que hemos estado haciendo pueden resumirse en un diagra- 
ma como el de la figura 6-3. Está claro cómo puede continuarse el diagrama para 
juegos con un número mayor de lanzamientos. La figura 6-4 muestra dicho diagrama 
para un juego de seis lanzamientos. El número de “modos ” en cualquier punto del dia- 
grama es justamente el número de “caminos ” diferentes (secuencias de caras y cruces) 
que pueden tomarse desde el punto de partida. La columna vertical nos da el número 
total de caras logradas. El conjunto de números que aparece en dicho diagrama se 
conoce como triangulo de Pascal, Los números 
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Modos Modos Modos Resul Prob. Resultado 


tado i $ 
A t AT] DE 
1 ' 6 s 
H i 3 
M l 3 M ye ' 4 3o a 
e 1 3 wo 
e 6 
y ' 3 m ys < í i $ 20r 29 
T i ' 4 13 2 
f PU 1 s 
Primer Segundo 1 | o. 1/0 i e f 
lanzamiento lanzamiento Tercer ' 
lanzamiento ' o 
Fig. 6-3. Un diagrama para demos- Fig. 6-4. Un diagrama semejante 
trar el número de modos en que se puede al de la figura 6-3, para un juego de seis 
obtener un resultado de O, 1, 2, 6 3 ca- lanzamientos. 


ras en un juego de tres lanzamientos. 


se conocen también como coeficientes binomiales, porque también aparecen en el desarrollo 
de (a + by. Si llamamos n al número de lanzamientos y k al número de caras lan- 
zadas, entonces los números del diagrama se designan usualmente con el simbolo 

£). Podemos notar de paso que los coeficientes binomiales pueden también calcu- 
larse de 


n n! 
C) kink (69) 
donde n!, llamado “factorial n”, representa el producto (n) (n-1) (1-2)... G) (D) 0). 


Ahora estamos listos para calcular la probabilidad P(k,n) de obtener k caras 
en n lanzamientos, usando nuestra definición (Ec. 6-1). El número total de secuencias 
posibles es 2" (ya que hay dos resultados para cada lanzamiento), y el número de 
maneras de obtener k caras es (; ), todas igualmente probables, de modo que te- 
nemos 


P(k, n) = o : (6.5) 

Ya que P(k,n) es la fracción de juegos que esperamos que den k caras, entonces 
esperariamos encontrar en 100 juegos k caras 100 - P(k,n) veces. La curva punteada 
de la figura 6-2 pasa por los puntos calculados con 100-P(k,30). Vemos que espera- 
mos obtener un resultado de 15 caras en 14 ó 15 juegos, mientras que este resultado 
fue observado en 13 juegos. Esperamos un resultado de 16 en 13 ó 14 juegos, pero 
obtuvimos dicho resultado en 16 juegos. Tales fluctuaciones son “parte del juego”. 


El método que acabamos de usar puede aplicarse a la situación más general en 
que sólo hay dos posibles resultados de una simple observación. Designemos los dos 
resultados por G (por “gana”) y P (por “pierde”). En el caso general, la probabili- 
dad de G o de P en un evento simple, no necesita ser igual. Sea p la probabilidad 
de obtener el resultado G. Entonces q, la probabilidad para P, es necesariamente 
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(1—p). En un conjunto de n ensayos, la probabilidad P(k,n) que G se obtenga k veces 
es 
P(k, n) = (p) prg. (6.6) 


Esta función de probabilidad se llama probabilidad de Bernouilli, o también bino- 
mial. 


6-3 La caminata al azar 


Hay otro interesante problema en que se requiere la idea de probabilidad. Es el 
problema de la “caminata al azar”. En su versión más simple, imaginamos un “jue- 
go” en que un “jugador” parte del punto x= 0, y en cada “movimiento” se re- 
quiere que dé un paso, ya sea hacia adelante (hacia + x) o hacia atrás (hacia — x). 
La elección debe hacerse al azar, determinada, por ejemplo, por el lanzamiento de 
una moneda. ¿Cómo describiremos el movimiento resultante? En su forma general 
el problema está relacionado con el movimiento de los átomos (u otras particulas) 
en un gas llamado movimiento Browniano— y también a la combinación de errores 
en las medidas. Ustedes verán que el problema de la caminata al azar está estrecha- 
mente relacionado con el problema del lanzamiento de una moneda que ya hemos 
discutido. 


En primer lugar, veamos unos pocos ejemplos de una caminata al azar. Pode- 
mos caracterizar el progreso del caminante por la distancia neta Dy recorrida en N 
pasos. En el gráfico de la figura 6-5 mostramos tres ejemplos de la trayectoria de un 
caminante al azar. (Hemos usado para la secuencia al azar de las elecciones los 
resultados de los lanzamientos de monedas que se muestran en la figura 6-1.) 


¿Qué podemos decir de tal movimiento? En primer lugar podemos preguntar: 
“¿Hasta dónde irá en promedio?” Debemos esperar que su progreso promedio será 
cero, 


DIN) 
Distancia 
desde la 
partida 


N Pasos dados 


Fig. 6-5. El progreso realizado en una caminata al azar. La coordenada horizontal 
N es el número total de pasos dados; la coordenada vertical D(N) es la distancia neta 
desplazada desde la posición inicial. 
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ya que es igualmente probable ir hacia adelante o hacia atrás. Pero tenemos la 
impresión de que al crecer N, es más probable que se haya apartado del puntó de 
partida. Por lo tanto, podemos preguntar cuál es la distancia media viajada en valor 
absoluto, es decir, cuál es el promedio de| D|. Sin embargo, es más conveniente tratar 
con otra medida del “progreso”, el cuadrado de la distancia: D? es positivo, ya sea 
para el movimiento positivo o negativo, y por lo tanto es una razonable medida de 
dicho vagabundeo al azar. 


Podemos demostrar que el valor esperado para Df es justamente N, el número 
de pasos dados. Por “valor esperado” queremos indicar el valor probable (nuestra me- 
jor estimación), que podemos imaginar como el comportamiento promedio esperado 
de muchas secuencias repetidas, Representamos ese valor esperado por (Df), 
y podemos referirnos a él como la “media del cuadrado de la distancia ”. Después 
de un paso, D? es siempre + l, de manera que tenemos por cierto (D?) = 1. 
(Todas las distancias estarán medidas en términos de la unidad de un paso. No con- 
tinuaremos escribiendo las unidades de distancia.) 

El valor esperado de Dj para N > 1 puede obtenerse a partir de Dy... Si des- 
pués de (NJ) pasos, tenemos Dy ,, entonces después de N pasos tenemos Dy = 
Dy- + 16 Dy = Dn. — 1. Para los cuadrados, 


Dir + 2Dx-1 +1, 
D3, = or (6.7) 
Dı — 2Dx_1 + L 


En cierto número de secuencias independientes, esperamos obtener cada valor la 
mitad de las veces, así nuestra expectación promedio es justamente el promedio de 
los dos valores posibles. El valor esperado para Dy es entonces Df, + 1. En gene- 
ral podriamos esperar para Dẹ.; su “valor esperado” (Dfi.,) (¡por definición!). Asi 


(DÀ) = (Di1) + 1. (6.8) 
Ya hemos demostrado que (D?) = 1; se concluye entonces que 
DÀ = N, (6.9) 


jun resultado particularmente simple! 


Si deseamos un número tal como una distancia, en lugar de una distancia al cua- 
drado, para representar el “progreso hecho más allá del origen” en el moyimiento 
casual, podemos usar la “distancia media cuadrática” Dmc: 


Dino =V {D} = yN. (6.10) 


Hemos indicado que la matemática de la caminata al azar es muy similar a la 
del juego del lanzamiento de la moneda que consideramos al comienzo de este capi- 
tulo. Si imaginamos que la dirección de cada paso está en correspondencia con la 
aparición de caras o cruces en un lanzamiento de moneda, entonces D es justamente 
Nc — Nz, la diferencia en el número de caras y cruces. Ya que N¿ + Nz = N, el 
número total de pasos (y de lanzamientos), tenemos D = 2N¿ — N. Hemos deriva- 
do antes una expresión para la distribución esperada de Nọ (llamada también k) y 
obtenido el resultado de la ecuación (6.5). Ya que 
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N es justamente una constante, tenemos la distribución correspondiente para D. 
(Ya que por cada cara por sobre N/2 hay una cruz “ausente”, tenemos el factor 
2 entre Nç y D.) Los gráficos de la figura 6-2 representan la distribución de las 
distancias que podemos obtener en 30 pasos al azar (donde k= 15 debe leerse 
D=0:k= 16, D = 2; etc.) 

La variación de Nç de su valor esperado N/2 es 


NNP, (6.11) 
La desviación media cuadrática es 


(m4), = HVA (6.12) 


De acuerdo con nuestro resultado para Dmc, esperamos que la distancia “tipica” 
en 30 pasos debería ser /30= 5,5 , o para un k típico sería alrededor de 5,5/2 = 2,8 
unidades a partir de 15. Vemos que el “ancho” de la curva en la figura 6-2, medido 
desde el centro, es justamente de alrededor de 3 unidades, en concordancia con este 
resultado. 

Estamos ahora en situación de considerar una pregunta que hemos evitado hasta 
ahora. ¿Cómo podremos decir si una moneda es “honesta” o está “cargada”? Al 
menos, podemos dar ahora una respuesta parcial. Para una moneda honesta, espera- 
mos que la fracción de veces que aparecen caras sea 0,5, esto es 


(Ne) 
ge T 05. (6.13) 


También esperamos que un N, real se desvie de N/2 en aproximadamente VN/2, 
o que la fracción se desvie en 


AA A 


Cuanto más grande es N, tanto más cerca esperamos que esté la fracción N¿/N a un 
medio. 

En la figura 6-6 hemos puesto la fracción N¿/N para los lanzamientos de mone- 
da señalados al comienzo de este capitulo. Vemos la tendencia para la fracción de 
caras de aproximarse a 0,5 para N grande. Desafortunadamente, para cualquier co- 
rrida; o combinación de corridas, no hay garantía que la desviación observada esté 
siquiera cerca de la desviación esperada. 


Fracción > 
de caras $e 
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Fig. 6-6. La fracción de los lanzamientos que dio caras en una secuencia particular 
de N lanzamientos de una moneda. 
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Existe siempre la posibilidad finita que una gran fluctuación —una larga ristra de 
caras o de cruces— dé una desviación arbitrariamente grande. Todo lo que podemos 
decir es que si la desviación es cercana al valor esperado 1/2 VN (digamos dentro 
de un factor 2 ó 3), no tenemos razón para sospechar de la honestidad de la mo- 
neda. Si es mucho mayor, podriamos sospechar, pero no probar que la moneda está 
cargada (¡o que el que la lanza sea listo!). 


Tampoco hemos considerado cómo tratar el caso de una “moneda” o de algún 
otro objeto de “suerte” similar (por ejemplo, una piedra que siempre cae en una de 
dos posiciones) tal que tengamos una buena razón para creer que /enga una proba- 
bilidad diferente para caras o cruces. Hemos definido P(C) = (Nc) /N. ¿Cómo 
sabremos qué esperar para N¿? En algunos casos, lo mejor que podemos hacer es 
observar el número de caras obtenidas en un gran número de lanzamientos. A falta 
de algo mejor, debemos poner (Nc) = Nc (observado). (¿Cómo podriamos espe- 
rar algo más?) Debemos comprender, sin embargo, que en tal caso un experimento 
diferente, o un observador diferente, podria concluir que P(C) era diferente. Sin em- 
bargo, deberiamos esperar que las diferentes respuestas concuerdan con la desviación 
1/2 VN |si P(C) es cercano a un medio]. Un físico experimental dice corrientemente 
que una probabilidad “experimentalmente determinada” tiene un “error”, y escribe 


P(H) = =E + —. (6.14) 


Hay una implicación en esta expresión que dice que existe una probabilidad “verda- 
dera” o “correcta” que podría calcularse si supiéramos bastante, y que la observa- 
ción puede tener “error” debido a una fluctuación. Sin embargo, no hay modo de 
hacer tal razonamiento logicamente consistente. Es probablemente mejor reconocer 
que el concepto de probabilidad es en un sentido subjetivo, que está siempre basado 
en un conocimiento incierto, y que su evaluación cuantitativa esta sujeta a cambio 
a medida que obtenemos mas información. 


6-4 Una distribución de probabilidad 


Volvamos ahora a la caminata al azar y consideremos una modificación de ella. 
Supongamos que, además de una elección al azar de la dirección (+ 0 —) de cada 
paso, la longitud de cada paso también varia de un modo impredecible. siendo la única 
condición que en promedio la longitud del paso sea una unidad. Este caso es más re- 
presentativo de algo como el movimiento térmico de una molécula en un gas. Si 
llamamos S a la longitud de un paso, entonces S puede tener cualquier valor, pero 
lo más a menudo estará “cercano” a 1. Para ser especificos, hagamos ($?) = ló, 
igualmente, S, == 1. Nuestra derivación para (D*?) proseguiria como antes excepto 
que la ecuación (6.8) debera ahora cambiarse y se leerá 


(DR) = (Dà) + (S°) = (Dii) + 1. (6.15) 
Tenemos, como antes, que 


(DÈ) = N. (6.16) 
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¿Qué esperariamos ahora para la distribución de distancias D? ¿Cuál es, por 
ejemplo. la probabilidad para D O después de 30 pasos”? ¡La respuesta es cero! 
La probabilidad que D sea cualquier valor particular es cero, ya que no hay posi- 
bilidad alguna que la suma de todos los pasos hacia atrás (de longitudes variables) 
sea exactamente igual a la suma de los pasos hacia adelante. No podemos hacer un 
gráfico como el de la figura 6-2. 

Sin embargo, podemos obtener una representación similar a la de la figura 6-2 
si preguntamos, no por la probabilidad de obtener D exactamente igual a 0,102, 
sino en cambio cuál es la probabilidad de obtener D cercano a 0, 1 ó 2. Definamos 
P (x, Ax) como la probabilidad de qué D caiga en el intervalo Ax ubicado en x (di- 
gamos de x a x + Ax). Esperamos que para Ax pequeno la probabilidad de que 
D caiga en dicho intervalo sea proporcional a Ax, el ancho del intervalo. Asi pode- 
mos escribir 


P(x, Ax) = p(x) Ax. (6.17) 


La función p(x) se llama densidad de probabilidad. 

La forma de p(x) dependerá de N, el número de pasos dados, y también de la 
distribución de las longitudes de los pasos individuales. No podemos demostrarlo 
aqui, pero para N grande, p(x) es la misma para todas las distribuciones razonables 
de longitudes de pasos individuales, y depende sólo de N. En la figura 6-7 grafica- 
mos p(x) para tres valores de N. Notarán que el “ancho medio” (desviación tipica 
a partir de x> 0) de estas curvas es y/N, como hemos demostrado que debe ser. 


Ademas, ustedes pueden notar que el valor de p(x) cerca de cero es inversamente 
proporcional ay N. Esto sucede porque las curvas son todas de la misma forma y 
sus areas bajo las curvas deben ser todas iguales. Ya que p(x) Ax es la probabilidad 
de encontrar D en Ax cuando Ax cs pequeño, podemos determinar la probabili- 
dad de encontrar D en alguna parte dentro de un intervalo arbitrario desde x, a xy. 
dividiendo el intervalo en un número de 
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Fig. 6-7. La densidad de probabilidad para alcanzar la distancia D desde el lugar 


de partida en una caminata al azar de N pasos. (D se mide en unidades del valor medio 
cuadrático de la longitud del paso.) 
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Y 
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EH Ne Fig. 6-8. La probabilidad de que la dis- 
z a E tancia D recorrida en una caminata al azar 
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pequeños incrementos Ax y evaluando la suma de los términos p(x) Ax para cada 
incremento. La probabilidad que D caiga en alguna parte entre x, y x,, que podemos 
escribir P(x, < D < x,), es igual al área sombreada en la figura 6-8. Mientras más 
pequeño tomemos el incremento Ax más correcto es nuestro resultado. Por lo tanto, 
podemos escribir, 


P(x, < D < x) = YE px) âx = f p(x) dx. (6.18) 


El área bajo la curva completa es la probabilidad que D caiga en alguna parte 
(esto es, que tenga algún valor entre x =—œ y x = + œ). Esa probabilidad es 
ciertamente 1. Debemos tener que 


JZ pq) dx = 1. (6.19) 


— 0 


Ya que las curvas de la figura 6-7 se hacen más anchas en proporción a y Ñ, sus al- 
turas deben ser proporcionales a 1/\/ Ñ para mantener el area total igual a 1. 


La función densidad de probabilidad que hemos descrito es una de las que se 
encuentran más comúnmente. Se conoce como la densidad de probabilidad normal 
o gaussiana. Tiene la forma matemática 


l 0120 
p(x) = — = e A (6.20) 
ov2r 
donde øv se llama la desviación normal y en nuestro caso está dada por o =YN, o si 
la raiz de la magnitud del paso medio cuadrático es diferente de 1 por o = y NSmc. 


Indicamos antes que el movimiento de una molécula, o de cualquier particula, 
en un gas es como una caminata al azar. Supongamos que abrimos una botella de un 
compuesto orgánico y dejamos que algo de su vapor escape al aire. Si hay corrientes 
de aire, de manera que el aire esté circulando. las corrientes llevarán también con- 
sigo el vapor. Pero aún en aire perfectamente quieto, el vapor gradualmente se es- 
parcira —difundirá— hasta que haya penetrado enteramente en la sala. Podemos de- 
tectarlo por su color o, por su olor. Las moléculas individuales del vapor orgánico 
se esparcen en el aire quieto debido a los movimientos moleculares causados por co- 
lisiones con otras moléculas. Si conocemos el tamaño del “paso” medio y el número 
de pasos que dan por segundo, podemos encontrar la probabilidad que una. o varias 
moléculas, sean encontradas a cierta distancia de su punto de partida después de 
cualquier intervalo de tiempo. A medida que pasa el tiempo, más pasos se dan y el 
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gas se esparce como en las curvas sucesivas de la figura 6-7. En un capitulo pos- 
terior, encontraremos que el tamaño de los pasos y sus frecuencias están relacio- 
nados con la temperatura y presión del gas. 


Dijimos antes que la presión de un gas se debe a que las moléculas rebotan con- 
tra las paredes del recipiente. Cuando lleguemos más tarde a hacer una descripción 
más cuantitativa, desearemos saber la rapidez con que se mueven las moléculas 
cuando rebotan, ya que el impacto que hacen dependerá de esa velocidad. Sin em- 
bargo, no podemos hablar de la velocidad de las moléculas. Es necesario usar una 
descripción probabilistica. Una molécula puede tener cualquier velocidad, pero algu- 
nas velocidades son más probables que otras. Describimos lo que está ocurriendo 
diciendo que la probabilidad de que cualquier molécula particular tenga una veloci- 
dad entre v y v + Aves p(v) Av, donde p(v), una densidad de probabilidad, es una 
función dada de la velocidad v. Veremos. más tarde cómo Maxwell. usando sentido 
común y las ideas de probabilidad. pudo encontrar una expresión matemática para 
p(v). La forma* de la función pír) se muestra en la figura 6-9. Las velocidades pue- 
den tener cualquier valor, pero lo más posible es que estén cerca del valor más pro- 
bable o esperado (v). 


piv) 


or H ON 


N-p(v) ' 


' ES 
E o Fig. 6-9. La distribución de velocidades 


Mov y y de las moléculas en un gas. 


A menudo interpretamos la curva de la figura 6-9 de un modo algo diferente. 
Si consideramos las moléculas en un recipiente tipico (digamos con un volumen de 
un litro), entonces hay un número muy grande de moléculas presentes (N œ 107?), 
Ya que p(v)Ar es la probabilidad de que una molécula tenga su velocidad en Ar, 
con nuestra definición de probabilidad queremos decir que el número esperado 
( A NY que se encuentra con una velocidad en el intervalo A v está dado por 


(AN) = N p(v) Av. (6.21) 


Llamamos a N p(x) “distribución de velocidad”. El área bajo la curva entre dos 
velocidades v, y v,, por ejemplo el área sombreada en la figura 6-9, representa [para 
la curva Np(v)] el número esperado de moléculas con velocidades entre v, y v, 
Ya que con un gas estamos tratando corrientemente con un gran número de molécu- 
las, esperamos que las desviaciones de los números esperados sean pequeñas (como 
1/4 N), asi, a menudo, omitimos decir el número “esperado”, y decimos, en cambio: 
“El número de 


* La expresión de Maxwell es p(v) = Cre", en que a es una constante relacionada con 


la temperatura y C se elige de modo que la probabilidad total sea uno. 
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moléculas con velocidades entre v) y v, es el área bajo la curva”. Sin embargo. 
debemos recordar que tales afirmaciones son siempre acerca de números pro 
bables. 


6-5 El principio de indeterminación 


Las ideas de probabilidad son ciertamente útiles para describir el comportamien- 
to de algo asi como 10?? moléculas en una muestra de gas, porque es claramente 
impracticable siquiera tratar de escribir la posición y velocidad para cada molécula. 
Cuando la probabilidad se aplicó por primera vez a tales problemas se consideró 
que era una conveniencia -una manera de tratar situaciones muy complejas—. Ahora 
creemos que las ideas de probabilidad son esenciales para la descripción del aconte- 
cer atómico. De acuerdo con la mecánica cuántica, la teoria matemática de las par- 
ticulas, hay siempre cierta indeterminación en la especificación de posiciones y velo- 
cidades. A lo más podemos decir que hay cierta probabilidad de que cualquier par- 
ticula tenga una posición cercana a cierta coordenada x. 
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cidad de una particula. 


Podemos dar una densidad de probabilidad p,(x), tal que p (x)âx sea la proba- 
bilidad de que la particula seencuentreentre x y x + Ax. Sila particula está razonablemen- 
te bien localizada, digamos cerca de x, la función p,(x) puede estar dada porel gráfico de 
la figura 6-10 (a). En forma similar debemos especificar la velocidad de la particula 
mediante una densidad de probabilidad p,(v) con p,(v)Av la probabilidad que se 
encuentre la velocidad entre v y v + Av. 


Es uno de los resultados fundamentales de la mecánica cuántica que las dos fun- 
ciones p,¡(x) y p,(v) no pueden elegirse independientemente y que, en particular, am- 
bas no pueden hacerse arbitrariamente estrechas. Si llamamos [Ax] el “ancho” tipi- 
co de la curva p,(x), y [Av] al de la curva P,(v) (como se indica en la figura), la 
naturaleza requiere que el producto de ambos anchos sea al menos del tamaño del nú- 
mero h/m, donde m es la masa de la particula y h es una constante fisica fundamen- 
tal llamada constante de Planck. 
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Podemos escribir esta relación básica como 
[Ax]: [Av] > h/m. (6.22) 


Esta ecuación es un enunciado del principio de indeterminación de Heisenberg que 
hemos mencionado anteriormente. 

Ya que el segundo miembro de la ecuación (6.22) es una constante, esta ecua- 
ción dice que si tratamos de “inmovilizar” una particula forzándola a estar en cierto 
lugar, ella acaba por tener una gran velocidad. O si tratamos de forzarla a moverse 
muy lentamente o a una velocidad precisa, se “esparce” de modo que no sabemos 
muy bien justamente dónde está. ¡Las particulas se comportan de un modo diver- 
tido! 

El principio de indeterminación describe una borrosidad inherente que debe exis- 
tir en cualquier intento para describir la naturaleza. Nuestra descripción más preci- 
sa de la naturaleza debe ser en términos de probabilidades. Hay algunas personas 
a las que no les gusta esta manera de describir la naturaleza. Creen que si pudieran 
decir lo que realmente sucede con una particula, podrian conocer su velocidad y 
posición simultáneamente. En los primeros dias del desarrollo de la mecánica cuán- 
tica, Einstein estuvo muy preocupado con este problema. Solia sacudir la cabeza 
y decir: “¡Pero, seguro que Dios no echa los dados para determinar cómo deberian 
moverse los electrones!” Se preocupo de ese problema largo tiempo y probablemente 
nunca se resignó realmente al hecho que ésta es la mejor descripción de la naturale- 
za que uno puede dar. Existen todavia uno o dos fisicos que trabajan en el proble- 
ma, que tienen una convicción intuitiva de que es posible describir el mundo en una 
forma diferente y que toda esta indeterminación acerca de cómo son las cosas puede 
ser eliminada. Ninguno ha tenido éxito aún. 


La necesaria indeterminación en nuestra especificación de la posición de una 
particula cobra la mayor importancia cuando deseamos describir la estructura de 
los átomos. En el átomo de hidrógeno, que tiene un núcleo de un protón con un 
electrón fuera del núcleo, ¡la indeterminación en la posición del electrón es tan gran- 
de como el atomo mismo! Por lo tanto, no podemos hablar propiamente del electrón 
moviéndose en alguna “órbita” alrededor del protón. Lo más que podemos decir es 
que hay cierta posibilidad p(r)AV de observar el electrón en un elemento de vo- 
lumen AV a la distancia r del protón. La densidad de probabilidad p(r) está dada 
por la mecánica cuántica. Para un átomo de hidrógeno no perturbado p(r) = Jere, 
que es una función con forma de campana 


Fig. 6-11. Una manera de visualizar un 
átomo de hidrógeno. La densidad (blancura) 
de la nube representa la densidad de proba- 
bilidad de observar el electrón. 
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como la de la figura 6-8. El número a es el radio “tipico”, donde la función decrece 
rápidamente. Ya que hay una pequeña probabilidad de encontrar el electrón a dis- 
tancias mayores que a a partir del núcleo, podemos pensar que a es “el radio del 
átomo”, alrededor de 107!% metros. 


Podemos formarnos una imagen del átomo de hidrógeno, imaginando una 
“nube” cuya densidad es proporcional a la densidad de probabilidad de observar el 
electron. Una muestra de una nube tal se indica en la figura 6-11. De modo que 
nuestro mejor “retrato” de un átomo de hidrógeno es un núcleo rodeado de una 
“nube electrónica” (aunque realmente queremos indicar una “nube de probabili- 
dad”). El electrón está alli en alguna parte, pero la naturaleza sólo nos permite 
conocer la probabilidad de encontrarlo en algún lugar particular. 

En sus esfuerzos por aprender lo más posible acerca de la naturaleza, la fisica 
moderna ha encontrado que ciertas cosas no pueden nunca ser “conocidas” con cer- 
teza. Muchos de nuestros conocimientos deben permanecer siempre inciertos. Lo 
mas que podemos saber está en terminos de probabilidades. 


La teoría de la gravitación 


7-1 Movimientos planetarios 7-5  Gravitación universal 
7-2 Leyes de Kepler 7-6 El experimento de Cavendish 
7-3 Desarrollo de la dinámica 7-7 ¿Qué es la gravedad? 


7-4 Ley de la gravitacion de Newton 7-8 Gravedad y relatividad 


7-1 Movimientos planetarios 


En este capitulo discutiremos una de las más amplias generalizaciones de la mente 
humana. Mientras admiramos la mente humana deberiamos tomar algún tiempo para 
venerar una naturaleza que pudo lograr en una forma tan acabada, y con tal gene- 
ralidad, un principio tan elegantemente simple como la ley de la gravitación. ¿Qué es 
esta ley de la gravitación? Consiste en que todo objeto en el universo atrae a todo 
otro objeto con una fuerza que para dos cuerpos cualesquiera es proporcional a la 
masa de cada uno y varia inversamente con el cuadrado de la distancia entre ellos. 
Este enunciado puede expresarse matemáticamente por la ecuación 


Si a esto agregamos el hecho que un objeto responde a una fuerza acelerando en la 
dirección de la fuerza en una cantidad que es inversamente proporcional a la m:..: 
del objeto, habremos dicho todo lo necesario para que un matemático suficientemente 
talentoso pueda deducir entonces todas las consecuencias de estos dos principios. Sin 
embargo, puesto que no se supone todavia que ustedes sean suficientemente talento- 
sos, discutiremos las consecuencias con más detalle y no los dejaremos meramente 
con estos dos principios escuetos. Relataremos brevemente la historia del descubri- 
miento de la ley de la gravitación y discutiremos algunas de sus consecuencias, sus 
efectos sobre la historia, los misterios que tal ley acarrea y algunos refinamientos de 
la ley hechos por Einstein; discutiremos también las relaciones de la ley con otras 
leyes de la fisica. Todo esto no puede hacerse en un capitulo, pero estos aspectos se 
tratarán a su debido tiempo en los capitulos siguientes. 


El cuento comienza con los antiguos observando el movimiento de los planetas 
entre las estrellas y deduciendo finalmente que ellos sc movian alrededor del sol, un 
hecho que más tarde fue redescubierto 
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por Copérnico. Tomó un poco más de trabajo descubrir exactamente cómo los pla- 
netas se movian alrededor del sol y exactamente con que movimiento. En los comienzos 
del siglo XV hubo grandes debates sobre si ellos realmente se movían alrededor del solo no. 
Tycho Brahe tuvo una idea que fue diferente de cualquiera de las propuestas por los anti- 
guos: su idea fue que estos debates acerca de la naturaleza de los movimientos delos plane- 
tas se resolverian mejor si las reales posiciones de los planetas en el cielo se midieran 
con suficiente precisión. Si las medidas mostraran cómo se mueven exactamente 
los planetas, entonces tal vez seria posible establecer uno u otro punto de vista. Esta 
fue una idea tremenda —que para descubrir algo es mejor realizar algunos experimen- 
tos cuidadosos que continuar con profundos argumentos filosóficos—. Prosiguiendo 
con esta idea, Tycho Brahe estudió las posiciones de los planetas durante muchos 
años en su observatorio de la isla de Hven, cerca de Copenhague. Confeccionó 
voluminosas tablas, que fueron estudiadas por el matemático Kepler, después de la 
muerte de Tycho. Kepler descubrió a partir de los datos algunas leyes muy bellas y 
notables, pero simples, sobre el movimiento planetario. 


7-2 Leyes de Kepler 


En primer lugar, Kepler encontró que cada planeta se mueve alrededor del sol en 
una curva llamada elipse, con el sol en un foco de la elipse. Una elipse no es preci- 
samente un ovalo, sino una curva muy especifica y precisa que puede obtenerse usan- 
do dos tachuelas, una en cada foco, un lazo de cuerda y un lápiz; más matemática- 
mente es el lugar geométrico de todos los puntos cuya suma de las distancias a dos 
puntos fijos (los focos) es constante. O, si lo prefieren, es un circulo achatado 
(Fig. 7-1). 


At 


Fig. 7-1. Una elipse. Fig. 7-2, Ley de las áreas de Kepler. 


La segunda observación de Kepler fue que los planetas no se mueven alrededor 
del sol con velocidad uniforme, sino que se mueven más rápido cuando están más 
cerca del sol y más lentamente cuando están lejos del sol, precisamente de esta ma- 
nera: supongamos que se observa un planeta en dos tiempos sucesivos cualesquiera, 
digamos separados una semana, y que el radio vector* se dibuja hacia el planeta para 
cada posición observada. El arco orbital recorrido por el planeta durante una semana 
y los dos radios vectores limitan cierta área plana, el área sombreada que se muestra 
en la figura 7-1. Si se hacen dos observaciones similares 


bol 


Un radio vector es una linea dibujada desde el sol a cualquier punto de la órbita de 
planeta. 
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con una semana de separación, en una parte de la órbita más lejos del sol (donde 
el planeta se mueve más lentamente), el área limitada en forma similar es exacta- 
mente la misma que en el primer caso. Asi, de acuerdo con la segunda ley, la velo- 
cidad orbital de cada planeta es tal que el radio “barre” áreas iguales en tiempos 
iguales. 

Finalmente, Kepler descubrió mucho más tarde una tercera ley; esta ley es de una 
categoria diferente de las otras dos, ya que trata no sólo con un planeta, sino que re- 
laciona un planeta con otro. Esta ley dice que cuando se comparan el periodo orbital 
y el tamaño de la órbita de dos planetas cualesquiera. los periodos son proporcionales 
a la potencia 3/2 de los tamaños orbitales. En esta afirmación el periodo es el inter- 
valo de tiempo que le lleva a un planeta completar su órbita y el tamaño se mide por 
la longitud del diámetro mayor de la órbita eliptica, conocido técnicamente como el 
eje mayor. Más sencillamente, si los planetas se movieran en circulos, como aproxima- 
damente lo hacen, el tiempo requerido para moverse alrededor del circulo seria propor- 
cional a la potencia 3/2 del diámetro (o el radio). Por lo tanto, las tres leyes de 
Kepler son: 


I Cada planeta se mueve alrededor del sol en una elipse, con el sol en uno de 
los focos. 

II El radio vector desde el sol al planeta barre áreas iguales en intervalos igua- 
les de tiempo. 


HI Los cuadrados de los periodos de dos planetas cualesquiera son proporcio- 
nales a los cubos de los semiejes mayores de sus respectivas órbitas: 
T~ av 


7-3 Desarrollo de la dinámica 


Mientras Kepler descubria esta leyes, Galileo estaba estudiando las leyes del mo- 
vimiento. El problema era, ¿qué hace que los planetas giren? (En esos dias, una de las 
teorias propuestas era que los planetas giraban, porque detrás de ellos iban angeles 
invisibles, batiendo sus alas e impulsando los planetas hacia adelante. ¡Ustedes verán 
que esta teoria está ahora modificada! Resulta que para mantener los planetas giran- 
do, los ángeles invisibles deben volar en una dirección diferente y que no tienen alas. 
Por lo demás, es una teoria bastante similar.) Galileo descubrió un hecho muy notable 
acerca del movimiento, que fue esencial en la comprensión de esta leyes. Este es el 
principio de inercia: si algo se mueve, sin que nada lo toque y sin perturbación alguna, 
se moverá eternamente, siguiendo a velocidad uniforme una línea recta. (¿Por qué se 
sigue moviendo? No lo sabemos, pero es asi.) 


Newton modificó esta idea, diciendo que el único modo de cambiar el movimiento 
de un cuerpo es usar una fuerza. Si un cuerpo aumenta su velocidad, una fuerza ha 
sido aplicada en la dirección del movimiento. Por otra parte, si su movimiento se 
cambia a una nueva dirección, una fuerza ha sido aplicada lateralmente. Asi Newton 
agregó la idea que se necesita una fuerza para cambiar la velocidad o la dirección del 
movimiento de un cuerpo. Por ejemplo, si una piedra está amarrada a una cuerda y 
está girando en un circulo, se necesita una fuerza para mantenerla en el circulo. Te- 
nemos que tirar de la cuerda. De hecho, la ley es que la aceleración producida por la 
fuerza es inversamente proporcional a la masa o que la fuerza es proporcional a la 
masa por la acelaración. Mientras más masiva es una cosa, mayor es la fuerza nece- 
saria para producir una aceleración dada. (Las 
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masas pueden medirse colocando otras piedras al extremo de la misma cuerda y ha- 
ciéndolas girar en el mismo circulo y a la misma velocidad. De este modo se encuen- 
tra que se requiere una fuerza mayor o menor, requiriendo mas fuerza los objetos más 
masivos.) 

La brillante idea que resulta de estas consideraciones es que no se neceista fuerza 
tangencial para mantener un planeta en su órbita, (los ángeles no tienen que volar 
tangencialmente), porque el planeta seguiria en esa dirección de todos modos. Si no 
hubiera nada que lo perturbara, el planeta se iría en linea recta. Pero el movimiento 
real se desvia de la linea en que se habria movido el cuerpo si no hubiera fuerza, siendo 
la desviación esencialmente en dngulos rectos al movimiento, no en la dirección del 
movimiento. En otras palabras, debido al principio de inercia, la fuerza necesaria para 
controlar el movimiento de un planeta alrededor del sol no es la fuerza alrededor del 
sol sino hacia el sol. (¡Si hay una fuerza hacia el sol, éste podria ser el ángel, por 
supuesto!) 


7-4 Ley de la gravitación de Newton 


A partir de su mejor comprensión de la teoria del movimiento, Newton estimó 
que el sol podria ser el asiento o el organismo de las fuerzas que gobiernan el movi- 
miento de los planetas. Newton probó para si mismo (tal vez nosotros seamos pronto 
capaces de probarlo) que el hecho mismo que areas iguales sean barridas en tiempos 
iguales es una indicación precisa de la proposición de que todas las desviaciones son 
justamente radiales «ue la ley de las áreas es una consecuencia directa de la idea 
que todas las fuerzas estan exactamente dirigidas hacia el sol. 


A continuación, al analizar la tercera ley de Kepler es posible demostrar que mien- 
tras más lejos esté el planeta, más débiles son las fuerzas. Si se comparan dos planetas 
a diferentes distancias del sol, el análisis muestra que las fuerzas son inversamente 
proporcionales a los cuadrados de sus respectivas distancias. Con la combinación de 
las dos leyes. Newton concluyó que debe haber una fuerza. inversa al cuadrado de la 
distancia, dirigida en una linea entre los dos objetos. 


Siendo un hombre de considerable sentido para las generalizaciones. Newton su- 
puso, por supuesto, que esta relación se aplica más generalmente que sólo al sol 
sujetando los planetas. Ya se sabia, por ejemplo. que el planeta Júpiter tenia lunas 
girando en torno a èl tal como la luna de la tierra gira en torno a la tierra y Newton 
se sintió seguro de que cada planeta sostiene sus lunas mediante una fuerza. El cono- 
cia ya la fuerza que nos mantiene sobre la tierra, de modo que propuso que era una 
fuerza universal -que cada cosa atrae a las demás. 


El problema siguiente fue si la atracción de la tierra Sobre las personas era la mis 
ma que sobre la luna, es decir, inversa al cuadrado de la distancia. Si un objeto sobre 
la superficie de la tierra cac cinco metros en el primer segundo después que se suelte, 
¿qué distancia caerá la luna durante el mismo tiempo? Podríamos decir que la luna no 
cae en absoluto. Pero si no hubiera fuerza sobre la luna, se escaparia en linea recta. 
mientras que cn cambio se mueve en un circulo. de modo que realmente cae desde 
donde habria estado si no hubiera habido fuerza alguna. Podemos calcular a partir 
del radio de la órbita de la luna (que es aproximadamente 384.000 kilometros) y de 
cuánto tarda en ir alrededor de la tierra (aproximadamente 29 dias), cuánto se mueve 
la luna sobre su órbita 
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en un segundo y podemos calcular entonces cuánto cae en un segundo*. Esta dis- 
tancia resulta ser aproximadamente 1,3 mm. en un segundo. Esto se ajusta 
muy bien con la ley de la inversa del cuadrado, porque el radio de la tierra es 
6.400 kilómetros, y si algo que está a 6.400 kilómetros del centro de la tierra cae 
cinco metros en un segundo, algo a 384.000 kilómetros, o 60 veces más lejos, caería 
1/3600 de cinco metros, lo que también es aproximadamente 1,3 mm. Deseando po- 
ner a prueba esta teoría de la gravitación mediante cálculos similares, Newton hizo 
sus cálculos muy cuidadosamente y encontró una discrepancia tan grande que consi- 
deró la teoría en contradicción con los hechos y no publicó sus resultados. Seis años 
después las nuevas medidas del tamaño de la tierra mostraron que los astrónomos 
habían estado usando una distancia a la luna incorrecta. Cuando Newton oyó acerca 
de esto, hizo sus cálculos de nuevo, con las cifras correctas y obtuvo una hermosa 
concordancia. 


f 


- 


I h=h Fig. 7-3. Aparato para demostrar la in- 
2 


i yo S . a % 
ha dependencia de movimientos verticales y 
horizontales. 


Esta idea de que la luna “cae” es algo confusa, porque, como ven, no se acerca 
en absoluto. La idea es lo suficientemente interesante para merecer más explica- 
ción: la luna cae en el sentido que cae desde la linea que habría seguido si no 
hubiera fuerzas. Consideremos un ejemplo en la superficie de la tierra. Un objeto 
que se suelta cerca de la superficie de la tierra caerá cinco metros en el primer segun- 
do. Un objeto lanzado horizontalmente también caerá cinco metros; aun cuando se 
esté moviendo horizontalmente todavia caerá los cinco metros en el mismo tiempo. 
La figura 7-3 ilustra un aparato que demuestra esto. En la pista horizontal hay una 
bola que sera impelida hacia adelante en una pequeña distancia. A la misma altura 
hay una bola que va a caer verticalmente y hay un interruptor eléctrico arreglado de 
modo que en el momento que la primera bola deja la pista, se suelta la segunda bola. 
Que ellas llegan a la misma profundidad en el mismo tiempo está atestiguado por el 
hecho de que chocan en medio del aire. Un objeto como una bala, lanzado horizon- 
talmente. puede moverse un camino largo en un segundo —tal vez 700 metros— pero 
siempre caerá cinco metros si es apuntado horizontalmente. ¿Qué ocurre si lanzamos 
una bala más y mas rápido? No olviden que la superficie de la tierra es curva. Si la 
disparamos lo suficientemente rápido, entonces cuando caiga cinco metros puede es- 
tar a la misma altura sobre la tierra que lo que estuvo antes. ¿Cómo puede ser esto? 
Siempre cae. pero la tierra se encurva. asi que cae “alrededor” de la tierra. El pro- 
blema es: ¿qué distancia tiene que moverse en un segundo para que la tierra esté cinco 


metros bajo el horizonte? En la figura 7-4 vemos la tierra con su radio de 6.400 ki- 
lometros 


* Es decir, en cuánto cae el circulo de la órbita lunar por debajo de la linea recta tangente a 


ésta en el punto en que estaba la luna un segundo antes. 


y la trayectoria tangencial rectilinea que la bala tomaria si no hubiera fuerzas. 
Ahora, si usamos uno de esos maravillosos teoremas de la geometría, que dice que 
nuestra tangente es la media geométrica de las dos partes del diámetro cortado por 
una Cuerda igual, vemos que la distancia horizontal viajada es la media geométrica de 
los cinco metros caidos y los 12.800 kilómetros de diámetro de la tierra. La raíz cua- 
drada de (5/1.000) x 12.800 resulta muy cercana a ocho kilómetros. Vemos así que 
si la bala se mueve a ocho kilómetros por segundo, continuará cayendo hacia la tierra 
en la misma razón de cinco metros cada segundo, pero nunca logrará acercarse, por- 
que la tierra al encurvarse se aleja. Asi fue como el Sr. Gagarin se mantuvo en el es- 
pacio viajando 40.000 kilómetros alrededor de la tierra a ocho kilómetros por segundo 
aproximadamente. (El demoró un poco más, porque estaba un poco más alto.) 


De ta geome tria plana 
EE 


B X x 

“R” Radio de: 

la tierra 6400 kms 

‘x! Distancia Fig. 7—4. Aceleración hacia el centro de 
coa una trayectoria circular. De la geometría 
Snag plana, x/s = (2R-S)/x ~ 2R/x, donde R 
cs es el radio de la tierra, 6400 kms; x es la 
Gm distancia “recorrida horizontalmente” en un 


segundo; y S es la distancia “caída” en un 
segundo (5 metros). 


Cualquier gran descubrimiento de una nueva ley es útil sólo si podemos sacar más 
de él que lo que ponemos. Pues bien, Newton usó la segunda y la tercera de las leyes 
de Kepler para deducir su ley de la gravitación. ¿Qué predijo? Primero, su analisis 
del movimiento de la luna fue una predicción, porque relacionaba la caida de los 
objetos sobre la superficie de la tierra con la caida de la luna. Segundo, la pregunta 
es: ¿es la órbita una elipse? Veremos en un capitulo posterior cómo es posible 
calcular exactamente el movimiento y, en efecto, uno puede probar que debe ser 
una elipse*, de modo que no se necesitan hechos adicionales para explicar la prime- 
ra ley de Kepler. Asi Newton hizo su primera y poderosa predicción. 

La ley de la gravitación explica muchos fenómenos no comprendidos anteriormen- 
te. Por ejemplo, la atracción de la luna sobre la tierra causa las mareas, hasta enton- 
ces misteriosas. La luna atrae al agua que está por debajo de ella y produce las 
mareas -la gente habia pensado en eso antes, pero no fueron tan inteligentes como 
Newton y asi pensaron que debiera haber sólo una marea durante el dia—. El razona- 
miento era que la luna atrae al agua por debajo de ella, produciendo una marea alta 
y una marea baja y, como la tierra está rotando debajo. esto hace que la marea en un 
lugar suba y baje cada 24 horas. Realmente ia marea sube y baja en 12 horas. Otra 
escuela de pensamiento afirmaba que la marea alta deberia estar en el otro lado de la 
tierra porque, según ellos, ¡la luna tiraba la tierra fuera del agua! Ambas teorias son 
erróneas. Realmente ocurre de este modo: la atracción de la luna sobre la tierra y 
sobre el agua esta “equilibrada” en el centro. Pero el agua que esta más cerca de la 
luna es 


*  Lademostración no está dada en este curso. 
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H20. - 


Punto alrededor del cual giran tierra y luna 


Tierra Fig. 7-5. El sistema tierra-luna, con 
mareas. 


atraida más que el promedio y el agua que está más lejos de ella es atraida 
menos que el promedio. Más aún, el agua puede fluir mientras que la tierra, que es 
más rigida, no puede. La verdadera descripción es una combinación de estas dos cosas. 


¿Qué queremos decir por “equilibrada”? ¿Qué equilibra? Si la luna atrae toda la 
tierra hacia ella, ¿por qué la'tierra no se precipita “hacia” la luna? Porque la tierra 
hace el mismo truco que la luna, se mueve en un circulo alrededor de un punto que 
está dentro de la tierra. pero no en su centro. La luna no gira precisamente alrededor 
de la tierra: tanto la tierra como la luna giran en torno a una posición central, cayendo 
ambas hacia esta posición común, como se muestra en la figura 7-5. Este movimiento 
alrededor de un centro común es lo que equilibra la caida de cada una. De modo que 
tampoco la tierra se mueve en una linea recta; viaja en un circulo. El agua en la parte 
más alejada está “desequilibrada”, porque la atracción de la luna alli es más débil que 
en el centro de la tierra, donde equilibra justamente la “fuerza centrifuga”. El resul- 
tado de este desequilibrio es que el agua sube alejándose del centro de la tierra. En el 
lado cercano, la atracción de la luna es más fuerte y el desequilibrio está en dirección 
opuesta en el espacio, pero de nuevo alejándose del centro de la tierra. El resultado 
neto es que tenemos dos subidas de marea. 


7-5  Gravitación universal 


¿Qué más podemos comprender al comprender la gravedad? Todos saben que la 
tierra es redonda. ¿Por qué es redonda la tierra? Esto es fácil: debido a la gravita- 
ción. ¡Puede comprenderse que la tierra sea redonda simplemente porque cada cosa 
atrae a cada cosa y asi se ha atraido juntándose a si misma lo más que ha podido! 
Si vamos aún más lejos, la tierra no es exactamente una esfera porque está rotando 
y esto introduce efectos centrifugos que tienden a oponerse a la gravedad cerca del 
ecuador. Resulta que la tierra deberia ser eliptica, y nosotros incluso obtenemos la 
forma correcta para la elipse. Podemos asi deducir que el sol, la luna, y la tierra de- 
berian ser (aproximadamente) esferas, justamente a partir de la ley de la gravitación. 


¿Qué más pueden hacer con la ley de la gravitación? Si miramos las lunas de Jú- 
piter podemos entender todo acerca del modo en que se mueven alrededor del planeta. 
A proposito. hubo una vez cierta dificultad con las lunas de Jupiter que es digno hacer 
notar. Estos satelites fueron estudiados con mucho cuidado por Roemer. quien notó 
que a veces las lunas parecian estar adelantadas respecto de su horario, y a veces 
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atrasadas. (Se pueden encontrar sus horarios esperando un tiempo muy largo y en- 
contrando lo que demoran en promedio las lunas en girar.) Pues bien, ellas se ade- 
lantaban cuando Júpiter estaba particularmente cerca de la tierra y se atrasaban 
cuando Júpiter estaba más lejos de la tierra. Esto habria sido algo muy dificil de expli- 
car con la teoría de la gravitación —habria: sido, de hecho, la muerte de esta maravi- 
llosa teoría, si no hubiera otra explicación—. Si una ley no funciona siquiera en un 
lugar donde debiera hacerlo, está simplemente equivocada. Pero la razón de esta dis- 
crepanciá era muy simple y hermosa: requiere un pequeño instante ver las lunas de 
Júpiter debido al tiempo que demora la luz en viajar de Júpiter a la tierra. Cuando 
Júpiter está más cerca de la tierra, el tiempo es un poco menor, y cuando está más 
lejos de la tierra, el tiempo es mayor. Esta es la razón por la que las lunas parecen 
estar, en promedio, un poco adelantadas o un poco atrasadas, según si están más 
cerca o más lejos de la tierra. Este fenómeno demostró que la luz no viaja instantá- 
neamente, y proporcionó el primer cálculo de la velocidad de la luz. Esto fue hecho 
en 1656. 


Si todos los planetas se empujan y tiran entre si, la fuerza que controla, digamos, 
Júpiter al ir alrededor del sol, no es precisamente la fuerza desde el sol; tambien hay 
un tirón desde, digamos, Saturno. Esta fuerza realmente no es grande, ya que el sol es 
mucho más masivo que Saturno, pero hay cierta atracción, de modo que la órbita de 
Júpiter no debía ser una elipse perfecta y no lo es; está ligeramente corrida y “oscila” 
alrededor de una órbita elíptica correcta. Tal movimiento es un poco más complicado. 
Se hicieron intentos de analizar los movimientos de Júpiter, Saturno y Urano sobre la 
base de la ley de la gravitación. Se calcularon los efectos de cada uno de estos pla- 
netas sobre los demás, para ver si las leves desviaciones e irregularidades de estos 
movimientos podrian ser completamente comprendidos a partir de esta única ley. 
Para Júpiter y Saturno todo andaba bien, pero Urano estaba “raro”. Se comportaba 
de un modo peculiar. No se movia en una elipse exacta, pero eso era comprensible 
debido a las atracciones de Júpiter y Saturno. Pero aun haciendo concesiones sobre 
estas atracciones, Urano todavía no marchaba bien, de modo que las leyes de la gra- 
vitación estaban en peligro de zozobrar, una posibilidad que no podía ser descartada. 
Dos hombres, Adams y Leverrier, en Inglaterra y Francia, independientemente 
llegaron a otra posibilidad: tal vez haya otro planeta, oscuro e invisible, que los 
hombres no habian visto. Este planeta, N, atraeria a Urano. Calcularon dónde deberia 
estar tal planeta para causar las perturbaciones observadas. Enviaron mensajes a los 
respectivos observatorios, diciendo: “Señores, dirijan sus telescopios a tal y tal lugar y 
verán un nuevo planeta”. A menudo depende de con quien estén ustedes trabajando 
para que les presten atención o no. Ellos le pusieron atención a Leverrier; ¡miraron y 
ahí estaba el planeta N! Entonces otros observatorios también se apresuraron en mirar 
en los dias siguientes y también lo vieron. 


Este descubrimiento mostró que las leyes de Newton son absolutamente correctas 
en el sistema solar: pero ¿pueden extenderse más alla de las distancias relativamente 
pequeñas de los planetas más cercanos? La primera prueba está en la pregunta, ¿se 
atraen las estrellas entre sí al igual que los planetas? Tenemos una definitiva evidencia 
que lo hacen en las estrellas dobles. La figura 7-6 muestra una estrella doble —dos 
estrellas muy juntas- (hay además una tercera estrella en el cuadro de modo que sa- 
bemos que la fotografía no ha sido girada). Ademas las estrellas 
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Fig. 7-6. Un sistema de estrella doble. 


se muestran tal como aparecieron varios años más tarde. Vemos que en relación a la 
estrella “fija”, el eje del par ha rotado, es decir, las dos estrellas han ido una en torno a la 
otra. ¿Rotarán de acuerdo a las leyes de Newton? Cuidadosas medidas de las posiciones 
relativas de un tal sistema de estrellas dobles se muestran en la figura 7-7. Vemos allí una bella 
elipse, las medidas parten en 1862 y dando la vuelta completa hasta 1904 (ahora debe 
haber completado una vuelta más). Todo coincide con las leyes de Newton excepto 
que la estrella Sirio A no está en el foco. ¿Por que será? Porque el plano de la elipse 
no está en el “plano del cielo”. No estamos mirando en angulo recto al plano de la 
Orbita, y cuando una elipse se ve inclinada, sigue siendo una elipse, pero el foco ya no 
esta más en el mismo lugar. Asi podemos analizar las estrellas dobles, moviendose una 
respecto a la otra, de acuerdo a las exigencias de la ley gravitacional. 


Fig. 7-7. Orbita de Sirius B respecto a Sirius A. 


7-9 


Fig. 7-8. Un cúmulo globular de estrellas. 


Que la ley de la gravitación es válida para distancias aún mayores se indica en la 
figura 7-8. Si alguien no puede ver la gravitación actuando aqui es que no tiene alma. 
Esta figura muestra una de las más bellas cosas en el cielo —un cúmulo globular de es- 
trellas—. Todos los puntos son estrellas. Aunque parecen estar agrupadas en forma 
compacta hacia el centro, esto se debe a la falibilidad de nuestros instrumentos. En 
realidad, las distancias entre las estrellas, aun las más centrales, son muy grandes y 
raramente chocan. Hay muchas más estrellas en el interior que alejadas, y a medida 
que nos alejamos hay cada vez menos. Es obvio que hay una atracción entre estas 
estrellas. Es evidente que la gravitación existe a estas enormes dimensiones, tal vez 
100.000 veces el tamaño del sistema solar. Vamos ahora mas lejos y observemos una 
galaxia entera, mostrada en la figura 7-9. La forma de esta galaxia indica una tenden- 
cia evidente de la materia a aglomerarse. Por supuesto, no podemos probar aquí que 
la ley sea precisamente la de la inversa del cuadrado, sólo que aún existe una atrac- 
ción a esta enorme dimensión 


Fig. 7-9. Una galaxia. 
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Fig. 7-10. Un cúmulo de galaxias. 


que mantiene todo junto. Alguien podria decir: “Bien todo esto es muy ingenioso, 
pero, ¿por qué no es justamente una bola?” Porque está girando y tiene momentum 
angular que no debe ceder al contraerse; debe contraerse principalmente en un 
plano, (A propósito, si andan buscando un buen problema, los detalles exactos de 
cómo se forman los brazos y qué determina la forma de estas galaxias no se han 
elaborado aùn.) Sin embargo, es claro que la forma de la galaxia se debe a la gravi- 
tación, aunque las complejidades de su estructura no nos han permitido aún anali- 
zarlo completamente. En una galaxia tenemos una escala de tal vez 50.000 a 
100.000 años luz. La distancia de la tierra al sol es 8*/, minutos luz, de modo que 
pueden ver lo grandes que son estas dimensiones. 


La gravedad parece existir aún a dimensiones mayores como se indica en la figu- 
ra 7-10, que muestra muchas cosas “pequeñas” aglomeradas. Este es un cúmulo de 
galaxias, tal como un cúmulo de estrellas. Asi las galaxias se atraen unas a otras a 
tales distancias que 


Fig. 7-12. ¿La formación de nuevas 
estrellas? 


:ambién están aglomeradas en cúmulos. Tal vez la gravitación exista aun a distan- 
cias de decenas de millones de años luz; por lo que sabemos ahora, la gravedad 
parece extenderse siempre inversamente con el cuadrado de la distancia. 

No sólo logramos entender las nebulosas, sino que a partir de la ley de gravitación 
podemos obtener además algunas ideas acerca del origen de las estrellas. Si tenemos 
una gran nube de polvo y gas, como en la figura 7-11, las atracciones gravitacionales 
de las partes de polvo entre si pueden hacerlas formar pequeños bultos. Escasamente 
visibles en la figura hay unos “pequeños” puntos negros que pueden ser el comienzo 
de la acumulación de polvo y gases, que debido a su gravitación empiezan a formar 
estrellas. Si hemos visto formarse alguna vez una estrella o no, es aún discutible. La 
figura 7-12 muestra alguna evidencia que sugiere que si. A la izquierda hay una foto- 
grafia tomada en 1947 de una región de gas con algunas estrellas, y a la derecha hay 
otra fotografía, tomada sólo siete años después, que muestra dos nuevas manchas bri- 
llantes. ¿Se ha acumulado gas, ha actuado la gravedad lo suficientemente fuerte como 
para juntarlo en una bola lo suficientemente grande para hacer que la reacción nu- 
clear estelar comience en el interior y la transforme en una estrella? Quizas si y quizas 
no. No es razonable que en solo siete años hayamos sido tan afortunados como para 
ver convertirse una estrella en una forma visible: ¡es mucho menos probable que vié- 
ramos dos! 


7-6 El experimento de Cavendish 


La gravitación, por lo tanto. se extiende sobre enormes distancias. Pero si hay una 
fuerza entre cualquier par de objetos. deberiamos poder medir la fuerza entre nuestros 
propios objetos. En vez de tener que mirar las estrellas moverse una en torno de la 
otra, ¿por qué no tomar una bola de plomo y una de marfil y observar que la de marfil 
va hacia la de plomo? La dificultad de este experimento cuando se hace de una mane- 
ra tan simple es la gran debilidad o delicadeza de la fuerza. Debe hacerse con extremo 
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Fig. 7-13. Un diagrama simplificado 

del aparato usado por Cavendish para veri- 

7 ficar la ley de gravitación universal para ob- 

O O jetos pequeños y medir la constante gravi- 
5 tacional G. 


cuidado, lo que significa cubrir el aparato para mantener fuera el aire, asegurarse que 
no esté cargado eléctricamente, etc; entonces la fuerza puede medirse. El primero en 
medirla fue Cavendish con un aparato que está indicado esquemáticamente en la figu- 
ra 7-13. Este demostró primero la fuerza directa entre dos grandes bolas fijas de plo- 
mo y dos bolas más pequeñas de plomo en los extremos de un brazo suspendido 
de una fibra muy fina, llamada fibra de torsión. Midiendo cuánto se tuerce la fibra 
se puede medir la magnitud de la fuerza, verificar que es inversamente proporcional 
al cuadrado de la distancia y determinar su intensidad. Así se puede determinar pre- 
cisamente el coeficiente G de la fórmula 


Todas las masas y distancias se conocen. Ustedes dirán “Ya lo sabiamos para la 
tierra”. Si, pero no conociamos la masa de la tierra. ¡Conociendo G a partir de este 
experimento y conociendo la fuerza con que la tierra atrae, podemos averiguar indi- 
rectamente cuál es el valor de la masa de la tierra! Este experimento se ha llamado 
“pesar la tierra”. Cavendish afirmó que estaba pesando la tierra, pero lo que él media 
era el coeficiente G de la ley de gravedad. Este es el único modo en que se puede de- 
terminar la masa de la tierra. G resultó ser 


6.670 X 107}! newton : m?/kgm?. 


Es dificil exagerar la importancia del efecto producido en la historia de la ciencia 
por este gran éxito de la teoria de la gravitación. ¡Comparen la confusión, la falta de 
confianza, el conocimiento incompleto que prevalecia en los primeros tiempos, cuando 
habia interminables debates y paradojas, con la claridad y simplicidad de esta ley 
—este hecho que todas las lunas y planetas y estrellas tengan una regla tan simple 
que los gobierna, y más aún que el hombre pueda entenderla y deducir cómo se mue- 
ven los planetas! Esta es la razón del éxito de las ciencias en los años siguientes, 
porque dio la esperanza de que los demás fenómenos del mundo también tengan leyes 
tan bellamente simples. 
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7-7 ¿Qué es la gravedad? 


¿Pero es ésta una ley tan simple? ¿Cuál es su mecanismo? Todo lo que hemos 
hecho es describir cómo se mueve la tierra alrededor del sol, pero no hemos dicho 
qué la hace mover. Newton no hizo hipótesis sobre esto; él quedó satisfecho con en- 
contrar lo que hacia sin entrar en su mecánica. Nadie ha dado desde entonces ningún 
mecanismo. Es característico de las leyes físicas que tengan este carácter abstracto. 
La ley de conservación de la energía es un teorema concerniente a cantidades. que 
deben calcularse y sumarse, sin mención del mecanismo, y en forma parecida las gran- 
des leyes de la mecánica son leyes matemáticas cuantitativas, para las cuales no hay 
mecanismo disponible. ¿Por qué podemos usar las matemáticas para describir la natu- 
raleza sin un mecanismo tras ella? Nadie lo sabe. Tenemos que proseguir porque de 
esa manera descubrimos más. 


Se han sugerido muchos mecanismos para la gravitación. Es interesante conside- 
rar uno de éstos, ya que mucha gente ha pensado en ello de tiempo en tiempo. Al co- 
mienzo, uno se excita y se pone contento cuando lo “descubre”, pero pronto encuen- 
tra que no es correcto. Fue descubierto alrededor de 1750. Supongamos que hay 
muchas partículas moviéndose en el espacio a una velocidad muy grande y en todas 
direcciones y que son sólo ligeramente absorbidas al moverse a través de la materia. 
Cuando son absorbidas, dan un impulso a la tierra. Sin embargo, ya que hay tantas 
moviéndose de una forma y otra, los impulsos se compensan. Pero cuando el sol está 
cerca, las particulas que vienen hacia la tierra a través del sol son parcialmente absor- 
bidas, de modo que hay menos particulas viniendo del sol que viniendo del otro lado. 
Por lo tanto, la tierra siente un impluso neto hacia el sol y no le lleva mucho a uno ver 
que es inversamente proporcional al cuadrado de las distancias -debido a la variación 
del ángulo sólido que el sol subtiende cuando variamos la distancia—. ¿Qué anda mal 
en este mecanismo? Comprende algunas nuevas consecuencias que no son verdaderas. 
Esta idea particular tiene la siguiente dificultad: la tierra al moverse alrededor del sol 
chocaria cor más particulas que vienen de su lado delantero que de su lado trasero 
(¡cuando corren en la lluvia, la lluvia en su cara es más fuerte que en la parte de atrás 
desu cabeza!) Por lo tanto se habria dado más impulso a la tierra por delante y la 
tierra sentiría una resistencia al movimiento y se estaria retardando en su órbita. Uno 
puede calcular cuánto tomaria para que la tierra se detenga como resultado de esta 
resistencia y este tiempo no sería lo suficientemente largo como para que la tierra 
permanezca en su órbita, de modo que este mecanismo no funciona. No se ha in- 
ventado ningún mecanismo que “explique” la gravedad sin que prediga algunos otros 
fenómenos que no existen. 


A continuación discutiremos la posible relación de la gravitación con otras fuer- 
zas. No existe explicación de la gravitación en términos de otras fuerzas en el presente. 
No es un aspecto de la electricidad ni nada como eso, de modo que no tenemos expli- 
cación. Sin embargo, la gravitación y otras fuerzas son muy similares, y es interesante 
notar analogías. Por ejemplo, la fuerza eléctrica entre dos objetos cargados se parece 
exactamente a la ley de la gravitación. La fuerza eléctrica es una constante con un 
signo menos, por el producto de las cargas, y varia inversamente con el cuadrado de 
la distancia. Está en dirección opuesta —iguales se repelen—. ¿Pero no es sumamente 
notable que las dos leyes contienen la misma función de la distancia? Tal vez la gra- 
vitación 


y la electricidad están mucho más intimamente relacionadas de lo que pen- 
samos. Se han hecho muchos intentos de unificarlas; la asi llamada teoría del campo 
unificado es sólo un intento muy elegante de combinar electricidad y gravitación; pero 
al comparar la gravitación y la electricidad, lo más interesante es la intensidad rela- 
tiva de las fuerzas. Cualquier teoría que contenga ambas debe deducir además la in- 
tensidad de la gravedad. 
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Si tomamos, en ciertas unidades naturales, la repulsión de dos electrones (carga 
universal de la naturaleza) debida a la electricidad, y la atracción de dos electrones 
debida a sus masas, podemos medir el cociente entre la repulsión eléctrica y la atrac- 
ción gravitacional. El cociente es independiente de la distancia y es una constante 
fundamental de la naturaleza. La figura 7-14 muestra ese cociente. ¡La atracción gra- 
vitacional comparada con la repulsión eléctrica entre dos electrones es 1 dividido por 
4,17 x 10*! La pregunta es, ¿de dónde salió ese número tan grande? No es acciden- 
tal, como el cociente entre el volumen de la tierra y el volumen de una pulga. Hemos 
considerado dos aspectos naturales de una misma cosa, un electrón. Este número fan- 
tastico es una constante natural, de modo que encierra algo de naturaleza profunda. 
¿De donde podria salir un número tan tremendo? Algunos dicen que algún dia encon- 
traremos la “ecuación universal”, y en ella una de las raices será este número. Es muy 
dificil encontrar una ecuación para la cual un número tan fantastico sea una raiz na- 
tural. Se han pensado otras posibilidades; una es relacionarla con la edad del universo. 
Evidentemente, debemos encontrar otro gran número en alguna parte. Pero. ¿quere- 
mos indicar la edad del universo en años? No. porque los años no son “naturales”; 
fueron ideados por los hombres. Como ejemplo de algo natural, consideremos el tiem- 
po que demora la luz en atravesar un protón, 107°? seg. Si comparamos este tiempo 
con la edad del universo, 2 x 10' años. la respuesta es 107*?, Tiene alrededor del 
mismo número de ceros, de modo que se ha propuesto que la constante gravitacional 
está relacionada con la edad del universo. Si tal fuera el caso, la constante gravita- 
cional deberia cambiar con el tiempo, porque a medida que el universo se hace más 
viejo la razón entre la edad del universo y el tiempo que demora la luz en cruzar un 
protón irá aumentando gradualmente. ¿Es posible que la constante gravitacional esté 
cambiando con el tiempo? Por supuesto que los cambios serian tan pequeños que es 
bien dificil estar seguro. 


Una prueba que podemos idear es determinar cuál habria sido el efecto del cambio 
durante los últimos 10? años, que es aproximadamente la edad de la primera vida so- 
bre la tierra y un décimo de la edad del universo. 


En este tiempo, la constante gravitatoria habria aumentado cerca de un 10 
por 100. Resulta que si consideramos la estructura del sol —el equilibrio entre el 
peso de su materia y la rapidez a la cual la energía radiante se genera dentro de él- 
podemos deducir que si la gravedad fuera 10 por 100 mayor, el sol deberia ser 
mucho más que 10 por 100 más brillante —¡en la sexta potencia de la constante de 
gravedad!- Si calculamos lo que le sucede a la órbita de la tierra cuando la grave- 
dad cambia, encontramos que entonces la tierra estaba más cerca. En total. la tierra 
estaria cerca de 100 grados centigrados más caliente y toda el agua no habria estado 
en el mar, sino como vapor en el aire, de modo que la vida no habria comenzado en 
el mar. Asi no creemos que la constante de gravedad esté cambiando con la edad del 
universo. Pero tales argumentos como el que acabamos de dar no son muy convin- 
centes y el asunto no esta completamente terminado. 


Es un hecho que la fuerza de gravitación es proporcional a la masa, la cantidad 
que es fundamentalmente una medida de la inercia —de cuánto cuesta sostener algo 
que está girando en un circulo—. Por lo tanto, dos objetos, uno pesado y otro liviano, 
girando alrededor de un objeto mayor en el mismo circulo a la misma velocidad, debi- 
do a la gravedad, permanecerán juntos porque ir en un circulo requiere una fuerza 
que es más intensa para una masa más grande. Esto es, la gravedad es mayor para 
una masa dada en precisamente la proporción justa, de modo que los dos objetos 
giren juntos. Si un objeto estuviera dentro de otro, permanecería adentro; es un equi- 
librio perpetuo. Por lo tanto, Gagarin o Titov encontrarian las cosas “sin peso” dentro 
de una nave espacial: si soltaran un pedazo de tiza, por ejemplo, éste giraria alrededor 
de la tierra exactamente en la misma forma que toda la nave espacial. y pareceria que 
permanece suspendido en el espacio delante de ellos. Es muy interesante que esta fuer- 
za es exactamente proporcional a la masa con gran precisión, porque si no fuera 
exactamente proporcional habria algún efecto por el cual la inercia y el peso diferi- 
rian. La ausencia de tal efecto se ha comprobado con gran exactitud con un experi- 
mento hecho primero por Eötvös en 1909 y mås recientemente por Dicke. Para todas 
las sustancias consideradas, las masas y pesos eran exactamente proporcionales en 
una parte en 1.000.000.000, o menos. Este es un experimento notable, 


7-8 Gravedad y relatividad 


Otro tópico que merece discusión es la modificación de Einstein a la ley de gravi- 
tación de Newton. ¡Á pesar de todo el entusiamo que produjo, la ley de gravitación de 
Newton no es correcta! Fue modificada por Einstein para tomar en cuenta la teoria 
de la relatividad. De acuerdo con Newton, el efecto gravitacional es instantáneo, esto 
es, si moviéramos una masa, sentiriamos al instante una nueva fuerza debida a la nue- 
va posición de la masa; por este medio podriamos enviar señales con velocidad in- 
finita. Einstein anticipó argumentos que sugieren que no podemos enviar señales más 
rápidas que la velocidad de la luz, de modo que la ley de la gravitación debe estar 
equivocada. Al corregirla para considerar los atrasos, tenemos una nueva ley llamada 
ley de gravitación de Einstein. Un aspecto de esta nueva ley, que es muy fácil de en- 
tender, es éste: en la teoria de la relatividad de Einstein, todo lo que tiene energía 


tiene masa —masa en el sentido que es atraida gravitacionalmente—. Aun la luz, que 
tiene una energia, 


tiene una “masa”. Cuando un haz de luz, que contiene energía, pasa cerca del sol, 
hay una atracción sobre él por el sol. Asi la luz no se mueve en linea recta, sino que 
es desviada. Por ejemplo, durante un eclipse de sol, las estrellas que están rodeando al 
sol aparecerian desplazadas de donde debieran estar si el sol no estuviera ahi, y esto 
ha sido observado. 


Finalmente, comparemos la gravitación con otras teorías. En los años recientes 
hemos descubierto que toda masa está hecha de pequeñas particulas y que hay mu- 
chas clases de interacciones, tales como fuerzas nucleares, etc. Se ha encontrado que 
ninguna de estas fuerzas nucleares o eléctricas explican la gravitación. Los aspectos 
cuánticos de la naturaleza no se han aplicado a la gravitación. Cuando la escala es 
tan pequeña que necesitamos de los efectos cuánticos, los efectos gravitacionales son 
tan débiles, que no se ha desarrollado aún la necesidad de una teoría cuántica de la 
gravitación. Por otra parte, para la consistencia de nuestras teorias físicas seria impor- 
tante ver si la ley de Newton modificada en la ley de Einstein puede ser modificada 
aún más para ser consistente con el principio de incertidumbre. Esta última modifi- 
cación no ha sido aún completada. 
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8-1 Descripción del movimiento 


A fin de encontrar las leyes que gobiernan los diversos cambios que experimentan 
los cuerpos a medida que el tiempo transcurre, debemos estar en condiciones de 
describir los cambios y tener alguna manera de registrarlos. El cambio más simple 
observable en un cuerpo es el cambio aparente en su posición con el tiempo, al cual 
llamamos movimiento. Consideremos algún objeto sólido con una marca permanente 
que podemos observar, que llamaremos punto. Discutiremos el movimiento del pe- 
queño marcador, el cual podría ser la tapa del radiador de un automóvil o el centro 
de una pelota que está cayendo, y trataremos de describir el hecho de que se mueve 
y cómo se mueve. 

Estos ejemplos pueden parecer triviales, pero en la descripción del cambio entran 
muchas sutilezas. Algunos cambios son más dificiles de describir que el movimiento 
de un punto en un objeto sólido, por ejemplo la velocidad de deriva de una nube 
que se mueve muy lentamente, pero formándose o evaporándose rápidamente, o el 
cambio de opinión de una mujer. No conocemos una manera simple para analizar 
un cambio de opinión, pero ya que la nube se puede representar o describir por 
muchas moléculas, en principio, tal vez podamos describir el movimiento de la nube, 
describiendo el movimiento de cada una de sus moléculas. De la misma manera, 
quizas, los cambios en la opinión pueden tener un paralelo con los cambios de los 
átomos dentro del cerebro, pero aún no tenemos tal conocimiento. 

De todas maneras, esto es el motivo por el cual comenzamos con el movimiento 
de puntos; tal vez debiéramos imaginarlos como átomos, pero es probablemente 
mejor ser más imprecisos al comienzo y simplemente pensar en alguna especie de 
pequeños objetos, es decir, pequeños comparados con la distancia recorrida. Por 
ejemplo, para describir el movimiento de un automóvil que va a cien kilómetros, 
no tenemos que distinguir entre la parte delantera y la parte trasera del automóvil. 
Sin duda, hay pequeñas diferencias, pero para propósitos aproximados diremos “el 
automovil” y del mismo modo no importa que nuestros puntos no sean puntos ab- 
solutos; para lo que nos interesa no es necesario ser extremadamente preciso. Tam- 
bién, mientras echamos una primera mirada a este tema, vamos a olvidar las tres di- 
mensiones del mundo. Solamente nos concentraremos sobre el movimiento en una 
dirección, 


Tabla 8-1 F 8.310 
p 
>] 
t (min) | s(m) S 6.620 
q 
0 0 8 5.000 
1 400 =. 
2 1.300 = 3.310 
3 3.000 3 
4 3.170 3 1650 
5 3.200 S 
6 4.300 y 2 4 6 8 10 
7 6.000 tiempo en minutos 
8 7.850 Fig. 8-1. Gráfico de distancia versus 
9 8.000 


tiempo para el auto. 


como en un automovil sobre una carretera. Volveremos a las tres dimensio- 
nes después de ver cómo se describe el movimiento en una dimensión. Ahora 
bien, ustedes pueden decir: “Todo esto es algo trivial” y en verdad lo es. ¿Cómo 
podemos describir tal movimiento unidimensional —digamos, de un automóvil? Nada 
podría ser más simple. Entre las muchas maneras posibles, una seria la siguiente. 
Para determinar la posición del automóvil en diferentes tiempos, medimos su distan- 
cia desde el punto de partida y anotamos todas las observaciones. En la tabla 8-1, s. 
representa la distancia del auto, en metros, desde el punto de partida, y f representa 
el tiempo en minutos. La primera linea de la tabla representa la distancia cero y el 
tiempo cero —el coche aún no ha partido—. Al minuto de su partida ha recorrido 
400 metros. Después de dos minutos, va más lejos —noten que ha alcanzado mayor 
distancia en el segundo minuto—. ha acelerado; pero algo sucedió entre 3 y 4 y más 
aún cerca de los 5 —¿tal vez se detuvo en un semaforo?— Luego su velocidad aumen- 
ta otra vez y recorre 4.300 metros al término de seis minutos, 6.000 metros al tér- 
mino de siete minutos, y 7.850 metros en ocho minutos; a los nueve minutos ha 
avanzado solamente 8.000 metros, debido a que en el último minuto fue detenido 
por un policia. 

Esta es una manera de describir el movimiento. Otra manera es por medio de 
un gráfico. Si anotamos el tiempo horizontalmente y la distancia verticalmente, 
obtenemos una curva parecida a la indicada en la figura 8-1. Cuando el tiempo 
aumenta, la distancia aumenta, al comienzo muy lentamente y después más rapido, 
y Otra vez muy lentamente por un pequeño lapso a los cuatro minutos; entonces 
aumenta otra vez durante unos pocos minutos y finalmente, a los nueve minutos, 
parece haber detenido su aumento. Estas observaciones pueden hacerse del gráfico, 
sin una tabla. Evidentemente, para una descripción completa uno tendría que saber 
también dónde está el auto en las marcas de medio minuto, pero suponemos que 
el gráfico significa algo, que el auto tiene alguna posición en todos los instantes 
intermedios. 

El movimiento de un auto es complicado. Como otro ejemplo, usaremos algo que 
se mueve de una manera más simple, que siga leyes más simples: una pelota que 
esté cayendo. La tabla 8-2 da el tiempo en segundos y la distancia en metros para 
un cuerpo que Cae. Á cero segundos la pelota parte desde cero metros, y al final 
de un segundo ha caido cinco metros. Al final de dos segundos ha caido 20 metros, 
al final de tres segundos 45 metros, y asi sucesivamente; si se grafica los números 
tabulados obtenemos 
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Tabla 8-2 2 133 
E 
t (seg) s (m) E 
z 100 
v 
0 0 E | 
1 5 z 66 
2 20 E 
3 45 5 33+ 
4 80 2 
5 125 4 -4 P ~i. 
A 180 i 2 3 4 5 


tiempo en segundos 


Fig. 8-2. Gráfico de la distancia en fun- 
ción del tiempo para un cuerpo que cae. 


la bella curva parabólica indicada en la figura 8-2. La formula para esta curva puede 
ser escrita en la forma 


s=51.2 (8.1) 


Esta fórmula nos permite calcular la distancia en cualquier instante. Pueden decir 
que también debe haber una fórmula para el primer gráfico. Realmente, uno puede 
escribir tal fórmula en forma abstracta. 


s = f(t), (8.2) 


lo cual significa que s es alguna cantidad que depende de f o, en términos matemá- 
ticos, s$ es una función de /. Ya que nosotros no conocemos cuál es la función. no 
hay manera de escribirla en forma algebraica definida. 


Acabamos de ver dós ejemplos de movimiento, adecuadamente descritos con 
ideas muy simples, sin sutilezas. Sin embargo. hay sutilezas —y varias-. En primer 
lugar, ¿qué entendemos por tiempo y espacio? Resulta que estos profundos proble- 
mas filosóficos tienen que ser analizados muy cuidadosamente en la fisica, y esto 
no es tan fácil de hacer. La teoria de la relatividad demuestra que nuestras ideas 
de espacio y tiempo no son tan simples como uno pueda pensar a primera vista. 
Sin embargo. para lo que nos interesa, para la exactitud que necesitamos al prin- 
cipio, no necesitamos ser muy cuidadosos en definir exactamente las cosas. Tal vez 
digan: “Esto es una cosa terrible: yo aprendi que en la ciencia tenemos que definir 
cada cosa en forma precisa”. ¡No podemos definir ninguna cosan forma precisa! 
Si lo intentamos. caemos dentro de esa parálisis del pensamiento que le ocurre a los 
filósofos. quienes se sientan frente a frente, uno diciendo al otro: “¡Usted no sabe 
de lo que está hablando!” El segundo dice: “¿Qué entiende usted por saber? ¿Qué 
entiende por hablar? ¿Qué entiende por usted?”, y asi sucesivamente. A fin de 
poder conversar en forma constructiva tenemos que convenir precisamente que es- 
tamos conversando aproximadamente de la misma cosa. Ustedes saben tanto acerca 
del tiempo como necesitamos por ahora, pero recuerden que hay algunas sutilezas 
que tienen que ser discutidas; las discutiremos más tarde. 


Otra sutileza ya mencionada es que seria posible imaginar que el punto móvil 
que estamos observando está siempre ubicado en alguna parte. 


(Por supuesto, que cuando lo estamos observando, está ahí, pero puede ser que 
cuando miremos hacia otro lado no esté ahí.) Resulta que en el movimiento de los 
átomos esa idea también es falsa —no podemos encontrar un marcador en un átomo y 
verlo moverse—. A esas sutilezas tendremos que llegar en la mecánica cuántica. Pero 
primero vamos a aprender cuáles son los problemas antes de introducir las complica- 
ciones, y entonces estaremos en una situación mejor para hacer correcciones a la luz 
del más reciente conocimiento del tema. Por lo tanto, tomaremos un punto de vista 
simple acerca del tiempo y del espacio. Sabemos lo que son estos conceptos de una 
manera aproximada, y los que han manejado un automóvil saben lo que significa ve- 
locidad. 


8-2 Velocidad 


Aunque sabemos aproximadamente lo que significa “velocidad”, hay aún algunas 
sutilezas bastante profundas; tengan en cuenta aue los estudiosos griegos nunca 
pudieron describir en forma adecuada los problemas relativos a la velocidad. La 
sutileza nace cuando tratamos de comprender exactamente qué se entiende por “ve- 
locidad”. Los griegos se confundieron mucho con esto, y una nueva rama de la 
matemática tuvo que ser descubierta además de la geometría y el álgebra de los 
griegos, arabes y babilonios. Como ilustración de la dificultad, tratemos de resolver 
este problema con algebra pura: Se está inflando un globo de modo que el volumen 
del globo aumenta a razón de 100 cm? por segundo; ¿a qué velocidad está aumen- 
tando el radio cuando el volumen es de 1.000 cm?? Los griegos se embrollaron 
bastante con tales problemas, siendo ayudados, por supuesto, por algunos griegos 
muy confusos. Para mostrar que existian dificultades al razonar acerca de la 
velocidad en esa época, Zenón produjo un gran número de paradojas, de las cuales 
mencionaremos una para ilustrar este punto en el cual hay obvias dificultades en 
las ideas acerca del movimiento. “Escuchen —dice— el siguiente razonamiento: 
Aquiles corre 10 veces más rápido que una tortuga; sin embargo, nunca puede 
alcanzar a la tortuga. Para ello, supongan que inician una carrera donde la tor- 
tuga está 100 metros delante de Aquiles; entonces cuando Aquiles ha corrido los 
100 metros al lugar donde estaba la tortuga, la tortuga ha avanzado 10 metros, 
habiendo corrido un décimó de rápido. Ahora, Aquiles tiene que correr otros 10 
metros para alcanzar a la tortuga, pero al llegar al final de esa carrera, encuentra 
que la tortuga está aún a un metro delante de él; corriendo otro metro, encuentra 
a la tortuga 10 centimetros delante. y asi sucesivamente, hasta el infinito. Por lo 
tanto, en cualquier instante la tortuga está siempre delante de Aquiles y Aquiles 
nunca puede alcanzar a la tortuga.” ¿Dónde está el error en esto? Está en que una 
cantidad finita de tiempo puede ser dividida en un número infinito de partes, tal como 
una longitud. de línea puede ser dividida en un número infinito de pedazos dividién- 
dola repetidamente en dos. Y así, aunque hay un número infinito de pasos (en el 
razonamiento) hasta el punto en el cual Aquiles alcanza a la tortuga. no significa 
que haya una cantidad infinita de tiempo. Podemos ver con este ejemplo que hay 
en verdad algunas sutilezas en el razonamiento acerca de la velocidad. 


A fin de comprender las sutilezas en una forma clara. les recordamos un chiste 
que seguramente deben haber oido. En el lugar donde un policia para a la dama en 
el auto. el policia se le acerca y dice: “¡Señora. usted iba a 100 kilómetros por hora!” 
Ella dice: “Eso es imposible. señor, he estado viajando sólo siete minutos. 
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Es ridiculo, ¿cómo puedo ir a 100 kilómetros por hora cuando no he viajado una 
hora?” ¿Cómo responderian si fueran el policía? Por supuesto, si fueran realmente 
el policia no habria sutilezas; es muy simple, dirian: “¡Cuénteselo al juez!” Pero su- 
pongamos que nosotros no tenemos esa salida y hacemos un ataque intelectual más 
honesto al problema y tratamos de explicar a esta dama lo que entendemos por la 
idea de que ella fuera a 100 kilómetros por hora. Precisamente, ¿qué entendemos? 
Decimos: “Lo que entendemos, señora, es esto: si usted siguiera yendo de la misma 
manera como iba ahora, en la hora siguiente habria recorrido 100 kilómetros.” Ella 
podria decir: “Bien, mi pie no estaba sobre el acelerador y el auto estaba detenién- 
dose: así que si yo continuara yendo de esa manera no recorreria 100 kilometros.” 
O consideren la pelota que cae y supongan que queremos conocer su velocidad en 
el tiempo tres segundos, si la pelota sigue moviéndose de la manera en que lo está 
haciendo. ¿Qué significa eso, seguir acelerando, ir más rápido? No; seguir movién- 
dose con la misma velocidad. ¡Pero eso es lo que estamos tratando de definir! Por- 
que si la pelota sigue moviéndose de la manera en que lo está haciendo, seguirá 
simplemente moviéndose de la manera como lo está haciendo. Por lo tanto, necesita- 
mos definir mejor la velocidad. ¿Qué debe seguir lo mismo? La dama puede también 
razonar de esta manera: “¡Si siguiera moviéndome de la manera como lo estoy ha- 
ciendo durante una hora mas, me iría contra esa pared al final de la calle!” No es 
tan facil expresar lò que queremos decir. 


Muchos fisicos piensan que la medición es la única definición de cualquier cosa. 
Evidentemente, entonces, debiéramos usar el instrumento que mide la velocidad —el 
velocimetro y decir: “Mire, señora, su velocimetro marca 100”. Y entonces ella dice, 
“Mi velocimetro está roto y no marcaba en absoluto”. ¿Significa esto que el auto 
está detenido? Creemos que hay algo que medir antes de construir el velocimetro. 
Sólo entonces podemos decir, por ejemplo: “El velocimetro no está funcionando 
bien”, o “el velocimetro está roto”. Esa sería una frase sin sentido si la velocidad no 
tuviera un significado independiente del velocimetro. Asi, pues, tenemos en nuestras 
mentes, evidentemente, una idea que es independiente del velocimetro, y el velocimetro 
está ideado sólo para medir esta idea. Por lo cual veamos si podemos obtener una 
mejor definición de la idea. Decimos, “Si, por supuesto, antes de andar una hora 
usted chocaria esa muralla, pero si anduviera un segundo, recorrería 28 metros; se- 
ñora, usted iba a 28 metros por segundo y si siguiera andando, el próximo segundo 
estaria a 28 metros y la muralla aquella está más lejos”. Ella dice, “¡Sí, pero no 
hay ninguna ley que prohiba ir a 28 metros por segundo! Hay sólo una ley 
que prohibe ir a 100 kilómetros por hora”, “pero”, replicamos “es la misma cosa ”. 
Si es la misma cosa, no sería necesario este circunloquio acerca de los 28 metros por 
segundo. En realidad, la pelota que está cayendo no puede seguir moviéndose de la 
misma manera ni siquiera un segundo, debido a que estaria cambiando la velocidad, 
y tendremos que definir la velocidad de alguna manera. 


Ahora parece que estamos entrando en buen camino; es algo mas o menos asi: 
si la señora prosiguiera otro 1/1.000 de hora recorreria 1/1.000 de 100 kilómetros. 
En otras palabras, no tiene que proseguir la hora completa: la cuestión es que por 
un momento está yendo a esa velocidad. Ahora bien, lo que eso significa es que. si 
anduviera sólo un poquito más de tiempo, la distancia adicional que recorrería seria 
la misma que la de un auto que va a una velocidad constante de 100 kilómetros por 
hora. Tal vez la idea de 28 metros por segundo sea correcta: nosotros vemos hasta 
dónde llegó en el último segundo. 
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se divide por 28 metros y si sale 1 la velocidad era de 100 kilómetros por hora. 
En otras palabras, podemos encontrar la velocidad de esta manera: preguntamos, 
¿qué distancia recorremos en un tiempo muy corto? Dividimos esa distancia 
por el tiempo, y eso da la velocidad. Pero el tiempo deberia hacerse tan corto 
como sea posible, cuanto más corto tanto mejor, porque algún cambio podría tener 
lugar durante este tiempo. Si tomamos el tiempo de un cuerpo que cae durante una 
hora, la idea es ridicula. Si lo tomamos durante un segundo, el resultado es bastante 
bueno para un auto, debido a que la velocidad no cambia mucho, pero no para un 
cuerpo que esta cayendo; asi, a fin de obtener la velocidad más y más exactamente, 
deberíamos tomar intervalos de tiempo más y más cortos. Lo que deberiamos hacer 
es tomar una millonésima de segundo, y dividir esta distancia por una millonésima de 
segundo. El resultado da la distancia por segundo, lo cual es lo que entendemos por 
velocidad, por lo que podemos definirla de esa manera. Es una respuesta feliz a la 
señora, o más bien, es la definición que vamos a usar. 


La definición anterior envuelve una nueva idea, una idea que los griegos no te- 
nian en una forma general. Esa idea fue tomar una distancia infinitesimal y el co- 
rrespondiente tiempo infinitesimal, formar el cociente, y observar qué sucede a ese 
cociente cuando el tiempo que usamos llegue a ser más y más corto. En otras pala- 
bras, tomar un limite de la distancia recorrida dividida por el tiempo necesario, 
cuando el tiempo tomado es cada vez más pequeño, hasta el infinito. Esta idea fue 
inventada por Newton y Leibnitz, independientemente, y es el comienzo de una nue- 
va rama de las matemáticas, llamada cálculo diferencial. El cálculo diferencial 
fue inventado con el fin de describir el movimiento, y su primera aplicación fue al 
problema de definir qué significa ir “a 100 kilómetros por hora”. 


Tratemos de definir la velocidad un poco mejor. Supongamos que en un corto 
tiempo <, el automóvil u otro cuerpo recorren una corta distancia x; entonces la 
velocidad, v, está definida por 


v = x/e, 


una aproximación que mejora a medida que € se torna más y más pequeño. Si 
deseamos una expresión matemática. podemos decir que la velocidad es igual al 
limite cuando e se hace más y más pequeño en la expresión x/É. o 


LX 
v = lim =. (8.3) 


No podemos hacer la misma cosa con la señora del automóvil, ya que la tabla es 
incompleta. Sólo sabemos dónde estaba a intervalos de un minuto: podemos obte- 
ner una idea aproximada de que iba a 1.700 metros/min durante el 7.® minuto. pero 
no sabemos exactamente si al cabo de siete minutos ella habia estado aumentando 
la velocidad y que ésta era de 1.650 metros/min al comienzo del 6. minuto y que 
ahora es 1.750 metros/min. o algo asi. debido a que no tenemos los detalles exactos 
del intermedio. Asi. pues. sólo si la tabla se completara con un número infinito de 
datos podriamos realmente calcular la velocidad a partir de una tabla asi. Por otro 
lado, cuando tenemos una formula matematica completa. como en el caso del cuer- 
po que cae (Ec. 8.1). entonces es posible calcular la velocidad. porque podremos 
calcular la posición en cualquier instante. 
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Tomemos como ejemplo el problema de determinar, al instante particular de 
cinco segundos, la velocidad de una pelota que cae. Una manera de hacer esto es ver 
en la tabla 8-2 lo que hizo en el 5.° segundo; fue 125--80 = 45 metros, asi que iba 
a 45 metros /seg; sin embargo, eso es falso, debido a que la velocidad está cambiando; 
es promedio de 45 metros/seg durante este intervalo, pero la pelota está aumentan- 
do su velocidad y va realmente a más de 45 metros/seg. Queremos encontrar exac- 
tamente a qué velocidad. La técnica utilizada en este proceso es la siguiente: sabe- 
mos dónde se encuentra la pelota a los cinco segundos. A los 5.1 segundos, la 
distancia que ha caido es 5 (5.1)? = 130,05 metros (ver Ec. 8.1). A los cinco segun- 
dos ya ha caído 125 metros; en el último décimo de segundo cayó 130,05 — 125 = 
= 5,05 metros. Como 5,05 metros en 0,1 seg. es lo mismo que 50,5 m/s, ésa es más 
o menos la velocidad, pero no es exactamente la correcta. ¿Es la velocidad a los 5,0, 
a los 5,1, o en mitad del camino a 5,05 seg, o a que instante es ésta la velocidad? No 
importa el problema fue encontrar la velocidad a los cinco segundos, y no tenemos 
exactamente eso; tenemos que hacer un trabajo mejor. Asi tomamos un milésimo de 
segundo más que 5 segundos, o sea 5,001 segundos, y calculamos la caida total según 


s = 5(5,001)? = 5(25,010001) = 125,050005 m. 


En el último 0,001 seg. la pelota cayó 0,050.005 m, y si dividimos ese número por 
0,001 seg., obtenemos la velocidad de 50,005 m/s. Esto es más próximo, muy 
próximo, pero es todavia inexacto. Deberia ser ahora evidente lo que debemos 
hacer para encontrar exactamente la velocidad. Para calcular esto matemática- 
mente planteamos el problema en forma un poco más abstracta: encontrar la veloci- 
dad en un tiempo especial /¿, que en el problema original era 5 seg. Ahora la distan- 
cia correspondiente a fœ que llamamos sp, es 5 £y?, o 125 metros en este caso. A 
fin de encontrar la velocidad, preguntamos: “En el instante f, + (un poquito), 
O b + €, ¿dónde está el cuerpo?” La nueva posición es 5 (fọ + £}? = 5 1? + 
+ 101€ + 5 e?. Asi está más lejos de lo que estaba antes, debido a que antes 
era sólo St Esta distancia la llamaremos są + (un poquito más), o sy + x (si x 
es el poco extra demás). Si ahora restamos la distancia correspondiente a t, de 
la distancia correspondiente a ty + £, obtenemos x, la distancia adicional recorrida; 
x= 10 f£ + 5 e?, Nuestra primera aproximación para la velocidad es 


x 
y = 10%, + Se (8.4) 


La velocidad verdadera es el valor de este cociente, x/£, cuando e se hace infinita- 


mente pequeño. En otras palabras, después de formar el cociente, tomamos el limite 
cuando £ se hace más y mas pequeño, esto es, tiende a O. La ecuación se reduce a 


v (en el instante t£) = 10£, 


En nuestro problema f,= 5 seg, asi que la solución es v = 10 x 5 = 50m/s. 
Unas pocas lineas arriba, donde tomamos a e igual a 0,1 y 0,01 seg. sucesivamente, 
el valor que obtuvimos para v fue un poco mayor que este, pero ahora vemos que 
la velocidad rea! es precisamente 50 m/seg. 
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8-3 La velocidad como derivada 


El procedimiento que acabamos de desarrollar se realiza tan a menudo en ma- 
temáticas, que por conveniencia se han asignado anotaciones especiales a nuestras 
cantidades e y x. En esta anotación, el £ usado anteriormente se convierte en 
Ary x en as. Este Af significa “un poco mas de /”, e implica que puede hacerse 
más pequeño. El prefijo A no es multiplicador, asi como sen 0 no significa s-e-n:b 
-simplemente define un incremento de tiempo--, y nos recuerda su carácter especial. 
As tiene un significado análogo para la distancia s. Ya que A no es un factor, no 
puede ser simplificado en el cociente As/Af para dar s/t, así como la razón sen 0/ 
sen 20 no puede ser reducida a 1/2 por simplificación. En esta notación, la velo- 
cidad es igual al limite de As/ Af cuando Af se hace más y más pequeño, O 


a (8.5) 


at=0 Ât 


Esto es realmente lo mismo que nuestra expresión anterior (8.3) con e y x, pero tiene 
la ventaja de mostrar que algo está cambiando, y nos indica qué es lo que cambia. 


A propósito. con buena aproximación tenemos otra ley, que dice que el cambio 
en la distancia de un punto en movimiento es la velocidad por el intervalo de tiempo. 
o ås = r 1£ Este enunciado es válido sólo si la velocidad no cambia durante este 
intervalo de tiempo, y esta condición es válida solo en el limite cuando Az tiende a O. 
A los fisicos les gusta escribirlo ds = v df, ya que por dí ellos entienden 1f cuando 
es muy pequeño; con esta interpretación la expresión es válida con gran aproxima- 
ción. 51 1f es demasiado grande, la velocidad podria cambiar durante el intervalo. y 
la aproximación llegaría a ser menos exacta. Para un tiempo dí aproximándose a 
cero, Se tiene precisamente que ds = v df. En esta anotación podemos escribir (8.5) 
en la forma 


_ lim As _ S, 


åt—0 Af di 


La cantidad ds/dt, que encontramos arriba, se llama “derivada de s con respecto 
a 1” (este lenguaje ayuda a. saber qué cosa cambia) y el complicado proceso de en- 
contrarla se llama derivar. o derivación. Los ds y dí que aparecen separadamente 
se llaman diferenciales. Para familiarizarnos con las palabras, decimos que en- 
contramos que la derivada de la función 5 £*, o la derivada (respecto a £) de 5 ¿?, 
es 101. Cuando nos acostumbramos a las palabras, las ideas se comprenden más fá- 
cilmente. Para practicar. encontremos la derivada de una función más complicada. 
Consideremos la formula s == 4 P + Bt + C, la cual puede describir el movi- 
miento de un punto. Las letras 4, B y C representan números constantes. como 
en la forma familiar general de una ecuación de segundo grado. Partiendo 
de la fórmula para el movimiento, queremos encontrar la velocidad en cualquier 
instante. Para encontrar la velocidad de la manera más elegante. cambiamos / 
por £ + Al y notamos que 


8-8 


Tabla 8-3. Tabla abreviada de derivadas 


s, u, v, w, son funciones arbitrarias de £; a, b,c y n son constantes arbitrarias 


Función Derivada 
_ n ds _ n-—1 
s=f qa” 
2 ds _ „du 
BE d “di 
ds du d dw 
s=u+o4w+ dí utta t 
ds 
s=c >. 
c ds a du b dv c dw 07 
E dt (eu idae ¡+ ) 


s ha cambiado a s + cierto As; entonces encontramos el 15 en términos de Af. Es 
decir, 


tl 


s + As = Alt + A)? + BUHAn+ C 


= Al? + Bt + C + 3At A + BA + 3A1t(40? + ACAD, 
pero ya que 
s= AË + B+C, 
encontramos que 


As = 34 At + Bat + 344A)? + A(A0?. 


Pero nosotros no queremos As -queremos As dividido por Ar—. Dividimos la ecua- 
ción anterior por At, obteniendo 


SE = JAP + B + BANAN + AAN. 


Cuando Af tiende a 0, el limite de As/ At es ds/dt y es igual a 


= JAP + B. 


Este es el proceso fundamental del cálculo diferencial: derivar funciones. El pro- 
ceso es aún más simple de lo que parece. Observemos que cuando estos desarrollos 
contienen cualquier término con un cuadrado o un cubo o cualquiera potencia más 
alta de Af, tales terminos pueden ser eliminados de inmediato, ya que tenderán a 0 
cuando se tome el limite. Después de un pequeña práctica el proceso se hace más 
facil, porque uno sabe lo que tiene que dejar de lado. Hay muchas reglas o fórmulas 
para derivar los diversos tipos de funciones. Pueden ser memorizadas. o pueden 
encontrarse en tablas. Una pequeña lista se encuentra en la tabla 8-3. 


8-4 La distancia como una integral 


Ahora tenemos que discutir el problema inverso. Supongamos que. en vez de 
una tabla de distancias, tenemos una tabla de velocidades en diferentes tiempos, 
partiendo desde cero. Para la pelota que cae, tales velocidades y tiempos se mues- 
tran en la tabla 8-4. Una tabla similar podria construirse para la velocidad del 
auto, anotando las lecturas del velocimetro cada minuto o cada medio minuto. Si 
sabemos a qué velocidad está yendo el coche en cualquier instante, ¿podemos 
determinar hasta dónde va? Este problema es justamente el inverso del resuelto 
anteriormente; se nos da la velocidad y se nos pide encontrar la distancia. ¿Cómo 
podemos encontrar la distancia si conocemos la velocidad? Si la velocidad del 
automóvil no es constante y la señora va a cien kilómetros por hora por un mo- 
mento, luego disminuye la velocidad, la aumenta, y asi sucesivamente, ¿cómo pode- 
mos determinar hasta dónde ha ido? Esto es fácil. Usamos la misma idea y expre- 
samos la distancia en términos de infinitesimales, Digamos: “En el primer segundo 
su velocidad fue tal y tal, y de la fórmula As = v Af podemos calcular hasta dónde 
fue el auto en el primer segundo a esa velocidad.” Ahora, en el segundo siguiente 
su velocidad es aproximadamente la misma, pero ligeramente diferente; podemos 
calcular hasta dónde fue ella en el segundo siguiente tomando la nueva velocidad 
multiplicada por el tiempo. Procedemos en forma similar para cada segundo, hasta 
el final del viaje. Ahora tenemos un número de pequeñas distancias y la distancia 
total será la suma de todos estos pequeños pedazos. 


Tabla 8-4 


Velocidad de una pelota que cae 


t (seg) | v (m/seg) 


Esto es, la distancia será la suma de las velocidades por los tiempos, © $ = Y r A, 
donde la letra griega * (sigma) es usada para indicar la suma. Para ser mås preci- 
so, es la suma de la velocidad en un cierto instante, digamos en el instante i, mul- 
tiplicada por Af. 


s = 2 o(1;) At. (8.6) 


La regla para los tiempos es que (f;, = 1,+ Af. Sin embargo, la distancia que ob- 
tenemos por este método no será-correcta, porque la velocidad cambia durante el 
intervalo de tiempo Af. Si tomamos los tiempos suficientemente cortos, la suma es 
precisa, pues los tomamos más y más pequeños hasta obtener la exactitud deseadá. 
El verdadero s es 

s= lim Y v(t;) Atl. (8.7) 

At-,0 2 

Los matemáticos han inventado un simbolo para este limite, análogo al simbolo para 
la diferencial. El A se convierte en d para recordarnos que el tiempo es tan pequeño 
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como pueda ser; la velocidad se llama entonces v en el instante £ y la adición se 
escribe como una suma con una gran “s”, f (del latin summa), que se ha distor- 
sionado y ahora, por desgracia. se llama integral. Escribimos entonces 


s= f v(i) dt. (8.8) 


El proceso de sumar todos estos términos se llama integración y es el proceso 
inverso de la derivación. La derivada de esta integral es v, por lo que un operador 
(d) elimina el otro (|). Uno puede obtener la fórmula para la integración tomando 
las formulas para las derivadas y aplicándolas en el sentido inverso, ya que están 
relacionadas inversamente entre si. Asi uno puede construir su propia tabla de inte- 
grales derivando toda clase de funciones. Para cada fórmula con una derivada, obte- 
nemos una fórmula de integral si la invertimos. 


Cada función puede ser derivada analiticamente, es decir, el proceso se puede 
realizar algebráicamente, y conduce a una función definida. Pero no es posible: 
de una manera simple escribir un valor analitico para cualquier integral que se 
quiera. Pueden calcularlo, por ejemplo, haciendo la suma anterior, y luego hacién- 
dola otra vez con un intervalo más fino Af y otra vez con un intervalo más fino, 
hasta que estén cerca de lo correcto. En general, dada alguna funcion particular, 
no es posible encontrar, analiticamente, cuánto vale la integral. Uno puede siempre 
tratar de encontrar una función que. cuando se deriva da alguna función deseada: 
pero podría no encontrarla y podria no existir, en el sentido de ser expresable en 
termino de funciones a las cuales ya se les ha dado nombre. 


8-5 Aceleración 


El próximo paso en el desarrollo de las ecuaciones de movimiento es introducir 
otra idea que va más allá del concepto velocidad. al de cambio de velocidad. y 
ahora nos preguntamos: “¿Cómo cambia la velocidad?” En los capitulos ante- 
riores hemos discutido casos en los cuales las fuerzas producen cambios de veloci- 
dad. Puede que hayan oido con gran interés acerca de algún automóvil que puede 
alcanzar desde el reposo 100 kilómetros por hora en 10 segundos rasos. A partir 
de este comportamiento podemos ver con qué rapidez cambia la velocidad. pero sólo 
en promedio. Lo que ahora discutiremos es el proximo nivel de complejidad. lo cual 
es con qué rapidez está cambiando la velocidad. En otras palabras. ¿cuántos metros 
por segundo cambia la velocidad cn un segundo. esto es. cuántos metros por segun- 
do. por segundo”? Anteriormente dedujimos la fórmula para la velocidad de un 
cuerpo que cae como v = 107, la cual está indicada cn la tabla 8-4. y ahora quere- 
mos encontrar cuanto cambia la velocidad por segundo: esta cantidad se llama 
aceleración. 


La aceleración se define como la rapidez de cambio de la velocidad en el tiempo. 
De la discusión anterior ya sabemos lo suficiente para escribir la aceleración como 
la derivada dv/dt, de la misma manera que la velocidad es la derivada de la distan- 


cia. Si ahora derivamos la fórmula + = TOf obtenemos para un cuerpo que Cae. 
dy 
= = 10. 8.9) 
ad Pa l (è 


|Para derivar el término 10f podemos utilizar el resultado obtenido en un problema 
anterior, donde encontraremos que la derivada de Br es simplemente B (una cons- 
tante). Asi, si hacemos B = 10, tenemos inmediatamente que la derivada de 107 
es 10.] Esto significa que la velocidad de un cuerpo que cae está cambiando siempre 
a razón de 10 metros por segundo, por segundo. También vemos en la tabla 8-4 
que la velocidad aumenta en 10 m/s en cada segundo. Este es un caso muy simple, 
porque las aceleraciones usualmente no son constantes. La razón de que la acelera- 
ción es constante aqui es que la fuerza sobre el cuerpo que cae es constante, y la 
Ley de Newton dice que la aceleración es proporcional a la fuerza. 

Como un ejemplo más, encontremos la aceleración en el problema que ya Henos 
resuelto para la velocidad. Partiendo con 


s= A+ Bt+C 


obtuvimos, para v = ds/dt, 
v = 341? + B. 


Como la aceleración es la derivada de la velocidad con respecto al tiempo, debemos 
derivar la última expresión. Recordemos la regla que la derivada de los dos términos 
del segundo miembro es igual a la suma de las derivadas de los términos indivi- 
dualmente. Para derivar el primero de estos términos, en vez de ir a través del pro- 
ceso fundamental, notemos otra vez que ya hemos derivado un término cuadrático 
cuando derivamos 51? y el efecto fue doblar el coeficiente numérico y cambiar el £ 
por f; supongamos que la misma cosa sucedera esta vez, y ustedes pueden comprobar 
el resultado. La derivada de 34 1? será 64 t. En seguida derivamos B, un término 
constante; pero, por una regla establecida previamente, la derivada de B es cero; por 
lo tanto este término no contribuye a la aceleración. El resultado final es, por lo 
tanto, a = dv/dt = 6At. 


A titulo de referencia, establezcamos dos fórmulas muy útiles, que se pueden 
obtener por integración. Si un cuerpo parte del reposo y se mueve con una acele- 
ración constante g, su velocidad v en cualquier instante ż está dada por 


La distancia que recorre en el mismo tiempo es 


s = }ġgt’. 


Hay varias notaciones matemáticas para escribir derivadas. Ya que la velocidad 
es ds/dt y la aceleración es la derivada de la velocidad con respecto al tiempo 
podemos tambiėn escribir 


dNda) de? 
que son maneras comunes de escribir una segunda derivada. 


Tenemos otra ley en que la velocidad es igual a la integral de la aceleración. 
Esto es justamente lo inverso de a = dv/dt; ya hemos visto que la distancia es la 


(8.10) 
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integral de la velocidad, por lo que se puede encontrar la distancia por una doble 
integración de la aceleración. 

En la discusión anterior el movimiento fue en una sola dimensión, y razones de 
espacio sólo permiten una breve discusión del movimiento en tres dimensiones. Con- 
sideremos una particula P, que se mueve en tres dimensiones de una manera cual- 
quiera. Al comienzo de este capitulo, abrimos nuestra discusión del caso unidimen- 
sional de un automóvil en movimiento, observando la distancia recorrida por el auto- 
móvil desde su punto de partida en varios instantes. Luego se discutió la velocidad 
en términos de los cambios de esta distáncia con el tiempo y la aceleración en tér- 
minos de los cambios de la velocidad. Podemos tratar el movimiento tridimensional 
en forma análoga. Será más simple ilustrar el movimiento en un diagrama bidimen- 
sional y luego extender las ideas a tres dimensiones. Establezcamos un par de ejes 
en ángulo recto y determinemos la posición de la particula en cualquier instante 
midiendo a qué distancia está de cada uno de los dos ejes. Asi cada posición está 
dada en términos de una distancia x y una distancia y, y el movimiento puede ser 
descrito construyendo una tabla en la cual estas distancias están dadas en fun- 
ción del tiempo. (La extensión de este proceso a tres dimensiones sólo requiere otro 
eje, perpendicular a los dos primeros, y medir una tercerea distancia, la distancia z. 
Las distancias se miden ahora desde planos coordenados en vez de lineas.) Habiendo 
construido una tabla con las distancias x e y, ¿cómo podemos determinar la velo- 
cidad? Primero encontramos las componentes de la velocidad en cada dirección. La 
parte horizontal de la velocidad, o componente x, es la derivada de la distancia x 
con respecto al tiempo, o 


vz = dx/dt. (8.11) 
En forma similar, la parte vertical de la velocidad, o componente y, es 

vy = dy/dt. ` (8.12) 
En la tercera dimensión, 

vz = dz/dt. (8.13) 


Ahora bien, dadas las componentes de la velocidad, ¿cómo podemos encontrar 
la velocidad a lo largo de la trayectoria real del movimiento? En el caso bidimen- 
sional, consideremos dos posiciones sucesivas de la particula, separadas por una 
corta distancia As y un pequeño intervalo de tiempo !, — t, = At. En el tiempo At 
la particula se mueve horizontalmente una distancia Ax ~ vx A? y verticalmente una 
distancia Ay ~ vy At. (El simbolo “~” se lee “es aproximadamente”.) La distancia 
real que se mueve es aproximadamente 


As ~ V(Ax)? + (Ay), (8.14) 


como se muestra en la figura 8-3. La velocidad aproximada durante este intervalo 
puede obtenerse dividiendo por At y haciendo que Af tienda a 0, como al comienzo 
del capitulo. Entonces obtenemos la velocidad como 


v = E = VJ (Dd = VER (8-15) 
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xAse AQ) +A? 


Arz VW, At 


NX 


Fig. 8-3. Descripción del movimiento Fig. 8-4. La parábola descrita por un 
de un cuerpo en dos dimensiones y cálcu- cuerpo que cae con una velocidad hori- 
lo de su velocidad. zontal inicial. 


Para tres dimensiones el resultado es 
v = Vu? 4 v +w. (8.16) 


De la misma manera como definimos las velocidades, podemos definir las ace- 
leraciones: tenemos una componente x de la aceleración ax, que es la derivada 
de vx, la componente x de la velocidad (esto es, ax = d*x/df?, la segunda derivada 
de x con respecto a £), y asi sucesivamente. 


Consideremos un bonito ejemplo de un movimiento compuesto en un plano. 
Tomaremos un movimiento en el cual una pelota se mueve horizontalmente con una 
velocidad constante u y al mismo tiempo cae verticalmente con una aceleración 
constante —g; ¿Cuál es el movimiento? Podemos decir que dx/dt = vx = u. Ya que 
la velocidad ves constante, 


x= ut, (8.17) 


y ya que la aceleración hacia abajo -g es constante, la distancia y que el objeto 
cae puede describirse en la forma 


y = —igr. i (8.18) 


¿Cuál es la curva de su trayectoria, es decir, cuál es la relación entre y y x. Podemos 
eliminar £ de la ecuación (8.18), ya que £ = x/u. Haciendo esta sustitución, encon- 
tramos que 


=- E ,2 l 
y + (8.19) 


Esta relación entre y y x puede ser considerada como la ecuación de la trayectoria de 
la pelota que se mueve. Dibujando esta ecuación, obtenemos una curva que se llama 
parabola; todo cuerpo que cae libremente disparado en cualquiera dirección des- 
cribirá una parábola, como se muestra en la figura 8-4. 
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Leyes de Newton de la dinámica 


9-1 Momentum y fuerza 9-4 ¿Cuál es la fuerza? 
9-2 La velocidad tiene dirección 9-5 Significado de las ecuaciones de 
la dinámica 
9-3 Componentes de la velocidad, de 9-6 Solución numérica de las ecua- 
la aceleración y de la fuerza ciones 


9-7 Movimientos planetarios 


9-1. Momentum y fuerza 


El descubrimiento de las leyes de la dinámica, o de las leyes del movimiento, 
fue un momento culminante en la historia de la ciencia. Antes de la época de New- 
ton, los movimientos de las cosas como los planetas eran un misterio, pero después 
de Newton hubo una comprensión completa. Aun las leves desviaciones de las leyes 
de Kepler debido a las perturbaciones de los planetas, fueron computables. El mo- 
vimiento de los péndulos, osciladores con resortes y pesos en ellos, etc. pudieron 
ser analizados completamente después que las leyes de Newton fueron enunciadas. 
Asi es con este capitulo: antes de este capitulo no pudimos calcular cómo se move- 
ría una masa fija a un resorte; mucho menos podriamos calcular las perturbaciones 
del planeta Urano debido a Júpiter y Saturno. ¡Después de este capitulo podremos 
calcular no sólo el movimiento de las masas que oscilan, sino también las perturba- 
ciones producidas por Júpiter y Saturno sobre el planeta Urano! 


Galileo hizo un gran avance en la comprensión del movimiento cuando descu- 
brió el principio de inercia: si un objeto se abandona a si mismo, si no es perturbado, 
continúa moviéndose con una velocidad constante en una linea recta si estaba ori- 
ginalmente moviéndose, o continúa en reposo si estaba en reposo. Por supuesto, éste 
nunca parece ser el caso en la naturaleza, porque si hacemos deslizar un bloque a 
lo largo de una mesa se detiene, pero eso es debido a que no ha sido abandonado 
a si mismo —está rozando contra la mesa—. Requirió cierta imaginación encontrar 
la regla correcta y esa imaginación la tuvo Galileo. 


Por supuesto, la próxima cosa que se necesita es una regla para encontrar cómo 
un objeto cambia su velocidad si algo lo está afectando. Esta es la contribución 
de Newton. Escribió tres leyes: La primera ley fue una mera reafirmación del prin- 
cipio de inercia galileano recién descrito. La segunda ley dio una manera especifica 
para determinar cómo la velocidad cambia bajo diferentes influencias llamadas 
fuerzas. La tercera ley describe las fuerzas con algún detalle y discutiremos eso 
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en otra oportunidad, Aqui discutiremos sólo la segunda ley, la cual sostiene que las 
fuerzas cambian el movimiento de un objeto de este modo: la variación temporal 
de una cantidad llamada momentum es proporcional a la fuerza. Enunciaremos es- 
to en forma matemática pronto, pero expliquemos primero la idea. 


El momentum no es lo mismo que la velocidad. Muchas palabras se usan en fi- 
sica, y todas tienen significado preciso en ella. aunque no puedan tener tal signifi- 
cado preciso en el lenguaje cotidiano. El momentum es un ejemplo y debemos de- 
finirlo en forma precisa. Si ejercemos un cierto empuje con nuestros brazos sobre 
un objeto liviano, éste se mueve facilmente; si empujamos igualmente fuerte otro 
objeto mucho más pesado en el sentido usual, se mueve mucho menos rápido. Real- 
mente, debemos cambiar las palabras “liviano” y “pesado” a menos masivo y más 
masivo, porque hay una diferencia que debe entenderse entre el peso de un abjeto 
y su inercia. (Lo dificil que es poner una cosa en movimiento y cuánto pesa es algo 
diferente.) El peso y la inercia son proporcionales y sobre la superficie de la tierra 
se consideran a menudo numéricamente iguales, lo cual causa una cierta confusión 
al estudiante. Sobre Marte los pesos serian diferentes, pero la magnitud de la fuer- 
za necesaria para vencer la inercia seria la misma. 


Usamos el término masa como medida cuantitativa de la inercia, y podemos 
medir masa, por ejemplo, haciendo girar un objeto en circulo a determinada veloci- 
dad y midiendo cuanta fuerza necesitamos para mantenerlo en circulo. De esta ma- 
nera, encontramos cierta cantidad de masa para cada objeto. Ahora el momentum 
de un objeto es un producto de dos partes: su masa y su velocidad. Asi, pues, la 
segunda ley de Newton puede escribirse matemáticamente de esta manera: 


E = - (mv). , (9.1) 


Ahora hay varios puntos a considerar. Al escribir cualquier ley como ésta, usamos 
muchas ideas intuitivas, implicaciones y suposiciones, las cuales primero se com- 
binan aproximadamente en nuestra “ley”. Posteriormente tenemos que volver atrás 
y estudiar con mayor detalle lo que cada uno de los términos significa exactamente, 
pero si tratamos de hacerlo demasiado pronto nos confundiremos. ‘Asi, pues, al co- 
mienzo daremos varias cosas por supuestas. Primero, que la masa de un objeto es 
constante; no lo es realmente, pero partiremos con la aproximación newtoniana de 
que la masa es constante, la misma todo el tiempo, y que, ademas, cuando ponemos 
dos objetos juntos, sus masas se suman. Estas ideas fueron por cierto insinuadas 
por Newton cuando escribió su ecuación, pues de otro modo ésta no tiene sentido. 
Por ejemplo, supongamos que la masa variara inversamente con la velocidad; en- 
tonces el momentum no cambiaria nunca en circunstancia alguna; asi la ley no sig- 
nifica nada a menos que sepan cómo cambia la masa respecto a la velocidad. Para 
comenzar decimos que no cambia. 


Luego hay algunas implicaciones concernientes a la fuerza. Como una aproxi- 
mación, imaginamos la fuerza como una especie de empuje o tirón que hacemos 
con nuestros músculos, pero podemos definirla más exactamente ahora que tenemos 
esta ley del movimiento. La cosa más importante de reconocer es que esta relación 
comprende no sólo el cambio en la magnitud del momentumo de la velocidad, sino 
que también en su dirección. 
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Si la masa es constante, la ecuación (9.1) puede también escribirse en la forma 


dv 
F=m g ma (9.2) 


La aceleración a es la variación de la velocidad, y la segunda ley de Newton no dice 
sólo que el efecto de una fuerza dada varia inversamente con la masa; dice también 
que la dirección del cambio de la velocidad y la dirección de la fuerza son iguales. 
Así debemos comprender que un cambio de velocidad, o una aceleración, tiene un 
significado más amplio que en el lenguaje común: la velocidad de un objeto en movi- 
miento puede cambiar porque se mueve más rápido, o más lento por su disminu- 
ción (en este caso, decimos que acelera con una aceleración negativa), o cambiando 
su dirección de movimiento. Una aceleración en ángulo recto con la velocidad fue 
discutida en el capitulo 7. Vimos alli que un objeto que se mueve en un circulo de 
radio R con una cierta velocidad v a lo largo del circulo se desvía de una trayec- 
toria rectilínea en una distancia igual a Y(v?/R) t, si £ es muy pequeño. Asi la 
fórmula para la aceleración en ángulo recto al movimiento es 


a = v?/R, (9.3) 


y una fuerza en ángulo recto, a la velocidad obligaria a un objeto a moverse en una 
trayectoria curva cuyo radio de curvatura se puede encontrar dividiendo la fuerza 
por la masa para obtener la aceleración, y usando luego (9.3). 


Y 
Fig. 9-1. Un pequeño desplazamiento de un objeto. 


9-2 La velocidad tiene dirección 


Con el propósito de hacer más preciso nuestro lenguaje, haremos una definición 
más en nuestro uso de la palabra velocidad. Ordinariamente pensamos que rapidez 
y velocidad son lo mismo, y en lenguaje ordinario ellas son lo mismo, Podemos for- 
mular esto más precisamente describiendo cómo cambian las coordenadas x, y y Z 
de un objeto con el tiempo. Supongamos, por ejemplo, que en un cierto instante un 
objeto se está moviendo como se muestra en la figura 9-1. En un pequeño intervalo de 
tiempo dado Af 


se moverá en una cierta distancia Ax en la dirección x, Ay en la dirección y, y 
Az en la dirección z. El efecto total de estos tres cambios en las coordenadas es un 
desplazamiento As a lo largo de la diagonal de un paralelepipedo cuyos lados son 
Ax, Ay y Az. En términos de la velocidad, el desplazamiento Ax es la componente 
x de la velocidad por Af y similarmente para Ay y Az: 


Ax = vr Af, Ay = våt, Az = v At. (9.4) 


9-3 Componentes de la velocidad, de la aceleración y de la fuerza 


En la ecuación (9.4) hemos descompuesto la velocidad en componentes diciendo 
lo rápido que el objeto se está moviendo en la dirección x, la dirección y, y la di- 
rección z. La velocidad está completamente especificada, en módulo y dirección, 
si damos los valores numéricos de sus tres componentes cartesianas: 


v¿ = dx/dt, ty = dy/dt, "v = dz/dt. (9.5) 
Por otro lado, el módulo de la velocidad del objeto es 


dydi = | = Ve Fi (9.6) 


A continuación, supongamos que, debido a la acción de una fuerza, la velocidad 
cambia a alguna otra dirección y a una magnitud diferente como se muestra en la 
figura 9-2. Podemos analizar esta situación aparentemente compleja en forma más 
bien simple si calculamos la variación de las componentes x, y y z de la velocidad. 
La variación de la componente de la velocidad en la dirección x en un tiempo Ar 
es Avx = ax At, donde a: es lo que llamamos la componente x de la aceleración. 
Similarmente, vemos qué Av = ay At y Av: = az At. En estos términos vemos que 
la segunda ley de Newton, al decir que la fuerza está en la misma dirección que 
la aceleración, es realmente tres leyes, en el sentido de que la componente de la fuer- 
za en la dirección x, y o z es igual a 


N 
o 


a 


Fig. 9-2. Un cambio en la velocidad 
en el cual su magnitud y dirección cambian. 


la masa por la variación de la correspondiente componente de la velocidad: 
F, = m(dv,/di) = m(d*x/d1?) = ma,, 


F, = m(dv,/dt) = m(d?y/d1?) = may, (9.7) 
F, = m(dv¿/dí) = m(d?z/dt?) = ma. 


l! 


li 


Asi como la velocidad y la aceleración han sido descompuestas en componentes 
proyectando un segmento de recta que representa la cantidad y dirección sobre tres 
ejes coordenados, asi. de la misma manera, una fuerza en una dirección dada se re- 
presenta por ciertas componentes en las direcciones x, y y z: 


F, = Fcos (x, F), 
F, = Fcos (y, F), (9.8) 
F cos (z, F), 


T 
l 


donde .F es el módulo (magnitud) de la fuerza y (x, F) representa el angulo entre 
el eje x y la dirección de F, etc. 

La segunda ley de Newton está dada en su forma completa en la ecuación (9.7), 
Si conocemos las fuerzas que actúan sobre un objeto y las resolvemos en compo- 
nentes x, y y z, entonces podemos encontrar el movimiento del objeto a partir de 
estas ecuaciones. Consideremos un ejemplo simple. Supongamos que no hay fuerza 
en las direcciones y y z, la única fuerza está en la dirección x, digamos vertical- 
mente. La ecuación (9.7) nos dice que habrá cambios en la velocidad en la dirección 
vertical, pero no habra cambio en las direcciones horizontales. Esto fue demostrado 
con un aparato especial en el capítulo 7 (ver figura 7-3). Un cuerpo que cae se mue- 
ve horizontalmente sin cambiar su movimiento horizontal, mientras que se mueve 
verticalmente de la misma manera como se moveria si el movimiento horizontal 
fuera cero. En otras palabras, los movimientos en las direcciones x, y y 2 son in- 
dependientes si las fuerzas no estan relacionadas. 


9-4 ¿Cuál es la fuerza? 


A fin de usar las leyes de Newton, tenemos que tener algunas fórmulas para la 
fuerza: estas leyes dicen pongan atención a las fuerzas. Si un objeto está acelerando, 
algún agente está trabajando: encuéntrelo. Nuestro programa para el futuro de la diná- 
mica deber ser encontrar las leves de la fuerza. Newton mismo llegó a dar algunos 
ejemplos. En el caso de la gravedad dio una forma especifica para la fuerza. En el caso 
de otras fuerzas dio parte de la información en su tercera ley, que se estudiará en 
el próximo capitulo y que tiene que ver con la igualdad de la acción y la reacción. 


Extendiendo nuestro ejemplo anterior, ¿cuáles son las fuerzas sobre los objetos 
cerca de la superficie de la tierra? Cerca de la superficie de la tierra, la fuerza en 
la dirccción vertical debido a la gravedad es proporcional a la masa del objeto y es 
aproximadamente independiente de la altura para alturas pequeñas comparadas con 
el radio de la tierra R:F >+ GmM/R* =- mg, donde £ = GM/R? se llama ace- 
leración de gravedad. Asi pues, la ley de la gravedad nos dice que el peso es pro- 
porcional a la masa: la fuerza está en la dirección vertical y es la masa multiplicada 
por g. Otra vez encontramos que el movimiento en la dirección horizontal 
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posición de equilibrio. 


mi A Fig. 9-3. Una masa fija a un resorte. 


es a velocidad constante. El movimiento interesante está en la dirección vertical, y la 
segunda ley de Newton nos dice 


mg = m(d?*x/d1?). (9.9) 


Simplificando las m, encontramos que la aceleración en la dirección x es constante 
e igual a g. Esta es, por supuesto, la bien conocida ley de la caida libre bajo la 
acción de la gravedad, la cual conduce a las ecuaciones 


Vs = Vvo + 8t, 
xo + Vol + gt’. (9.10) 


Como otro ejemplo, supongamos que hemos podido construir un artefacto (figu- 
ra 9-3) que aplica una fuerza proporcional a la distancia y dirigida en forma opuesta 
—un resorte—. Si olvidamos la gravedad, la cual por supuesto está balanceada por 
el estiramiento iniciál del resorte y hablamos sólo de las fuerzas en exceso, vemos 
que si tiramos la masa hacia abajo, el resorte tira hacia arriba, mientras que si la 
empujamos hacia arriba el resorte empuja hacia abajo. Esta máquina ha sido dise- 
ñada cuidadosamente de modo que la fuerza es tanto mayor mientras más tiramos 
de ella, en proporción exacta al desplazamiento desde la condición de equilibrio, y 
la fuerza hacia arriba es igualmente proporcional a cuanto tiramos hacia abajo. Si 
observamos la dinámica de esta máquina, vemos un movimiento bastante hermoso 
—arriba, abajo, arriba, abajo,...—. La pregunta es, ¿describirán correctamente las 
ecuaciones de Newton este movimiento? Veamos si podemos calcular exactamente 
cómo se mueve con esta oscilación periódica, aplicando la ley de Newton (9.7). En 
el caso presente, la ecuación es 


i 


X 


—kx = m(dv,/dt). (9.11) 


Aqui tenemos una situación donde la velocidad en la dirección x cambia propor- 
cionalmente a x. Nada se ganará teniendo numerosas constantes: asi que imagina- 
remos que la escala de tiempo ha cambiado o que hay un accidente en las unidades, 
de modo que tengamos k/m = 1. Asi trataremos de resolver la ecuación 


de,/ dí = =x. (9.12) 


Para proseguir debemos saber qué es vx; pero, por supuesto, sabemos que la velo- 
cidad es la variación de la posición con el tiempo. 


9-5 Significado de las ecuaciones de la dinámica 


Tratemos ahora de analizar lo que significa la ecuación (9.12). Supongamos 
que en un tiempo dado / el objeto tiene una cierta velocidad v, y posición x. ¿Cual 
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es la velocidad y cual es la posición en un tiempo 1 + « inmediatamente posterior? 
Si podemos responder a esta pregunta, nuestro problema esta resuelto, porque en- 
tonces podemos comenzar cón las condiciones dadas y calcular cómo cambian pa- 
ra el primer instante, el instante siguiente, el instante siguiente, y asi sucesivamente 
y de esta manera gradualmente desarrollamos el movimiento, Para fijar ideas, supon- 
gamos que en el tiempo £ = 0 tenemos que x = I yv, = O, ¿Por qué se mueve el 
objeto? Porque hay una fuerza sobre èl cuando está en cualquiera posición, excepto 
en x = 0. Six > 0, la fuerza está hacia arriba. Por lo tanto la velocidad que es 
cero comienza a cambiar, debido a la ley del movimiento. Una vez que comienza a 
establecerse cierta velocidad, el objeto empieza a moverse hacia arriba, y así suce- 
sivamente. Ahora bien, en cualquier instante /, si £ es muy pequeño, podemos expre- 
sar la posición en el instante ! + < en términos de la posición en el instante / y la 
velocidad en el instante / con una muy buena aproximación como 


x(t + € =x0 + e0,(0). (9.13) 


Cuanto más pequeño es el <, tanto más exacta es esta expresión, pero es de una 
exactitud útil aún si £ no es suficientemente pequeño. Ahora bien ¿qué pasa con la 
velocidad? A fin de obtener la velocidad posterior, la velocidad en el instante 
L + £, necesitamos conocer cómo cambia la velocidad, la aceleración. ¿Y cómo va- 
mos a encontrar la aceleración? Aqui es donde la ley de la dinámica interviene. La 
ley de la dinámica nos dice lo que es la aceleración. Nos dice que la aceleración es —x. 


v(t + €) v(t) + €an(0) (9.14) 


(1) — ex(t). (9.15) 


i 


li 


La ecuación (9.14) es meramente cinemática; nos dice que una velocidad cambia 
debido a la presencia de la aceleración. Pero la ecuación (9.15) es dinámica, porque 
nos relaciona la aceleración con la fuerza: nos dice que en este instante particular, 
para este problema particular, pueden reemplazar ia aceleración por —x(t). Por lo 
tanto, si conocemos la x y la v en el instante dado, conocemos la aceleración, la 
cual nos da la nueva velocidad, y con ésta la nueva posición —y asi es como traba- 
ja el metodo. La velocidad cambia un poquito debido a la fuerza, y la posición 
cambia un poquito debido a la velocidad. 


9-6 Solución numérica de las ecuaciones 


Resolvamos ahora realmente el problema. Supongamos que tomamos « = 0.100 
seg. Después que hacemos todo el trabajo y si encontramos que éste no es suficien- 
temente pequeño, tendriamos que volver atrás y hacerlo de nuevo con « = 0.010 
seg. Comenzando con nuestro valor inicial x (0) = 1.00, ¿cuanto es x (0.1)? Es la 
posición antigua x (0) mas la velocidad (que es cero) multiplicada por 0.10 seg. Asi. 
x(0,1) es aún 1.00 porque aún no ha comenzado a moverse. Pero la nueva veloci- 
dad a los 0.10 seg. será la velocidad antigua 1(0) = O más « por la aceleración. La 
aceleración es —x(0) = -1,00. Asi 


r(0,1) = 0.00 — 0,10 Xx 1.00 = —0,10. 
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Ahora a 0,20 seg. 
x(0.2) = x(0.1) + er(0.1) 
= 1.00 — 0.10 X 0.10 = 0.99 


1(0.2) = +(0.1) + ea(0.1) 
= —0.10 — 0.10 XxX 1.00 = —0.20. 


y así, una y Otra vez más, podemos calcular el resto del movimiento y esto es jus- 
tamente lo que haremos. Sin embargo, para fines practicos hay algunos pequeños 
trucos con los cuales podemos aumentar la exactitud. Si continuáramos este cálculo 
como hemos comenzado, encontrariamos que el movimiento es bastante inexacto, 
ya que e = 0,100 seg es bastante grande y tendriamos que ir a un intervalo muy 
pequeño, e = 0,01 digamos. Entonces para pasar por un intervalo de tiempo total 
razonable tomaria muchos ciclos de computación. Por eso organizaremos el trabajo 
de una manera que aumentara la precisión de nuestros cálculos, usando el mismo 
tosco intervalo de £ = 0,10 seg. Esto puede realizarse si hacemos un mejoramiento 
sutil en la técnica del analisis. 

Ncten que la nueva posición es la posición antigua más el intervalo de tiempo 
€ por la velocidad. Pero por la velocidad ¿cuándo? La velocidad al comienzo del 
intervalo de tiempo es una velocidad y la velocidad al final del intervalo de tiempo 
es otra velocidad. Nuestra mejora es usar la velocidad media entre. Si conocemos 
la velocidad ahora, pero la" velocidad está cambiando, no obtendremos la respuesta 
correcta al ir a la misma como ahora. Deberiamos usar alguna entre la rapidez 
“ahora” y la “después” al final del intervalo. Las mismas consideraciones se apli- 
can también a la velocidad: para calcular los cambios de velocidad, deberiamos 
usar la aceleración a mitad del intervalo entre los dos tiempos a los cuales la velo- 
cidad debe ser encontrada. Así las ecuaciones que realmente usaremos serán algo 
como esto: la posición posterior es igual a la posición anterior más £ por la velo- 
cidad en el instante a mitad del intervalo. En forma similar, la velocidad en este 
punto medio es la velocidad en el tiempo € anterior (que está en la mitad del in- 
tervalo anterior), más « por la aceleración en el instante £, Esto es, usamos las 
ecuaciones 


alt + e) = a(i) + erli + e/2), 
r(t + €/2) = e(t — €/2) + ea(t), (9.16) 
a(t) = —x(0. 


Aqui queda sólo un pequeño problema: ¿cuánto vale v(£/2)? Al comienzo tenemos 
r(0). no r(=e/2). Para iniciar nuestro cálculo, usaremos una ecuación especial, es 
decir, v(s/2) = v(0) + (</2) a(0). 


Ahora estamos listos para llevar a cabo nuestro cálculo. Por conveniencia pode- 
mos disponer el trabajo en forma de tabla. con columnas para el tiempo. la posi- 
ción, la velocidad y la aceleración. y las lineas intermedias para la velocidad. 
como se muestra en la tabla 9-1. Tal tabla es. por supuesto. una manera convenien- 
te de representar los valores numéricos obtenidos a partir del conjunto de ecuacio- 
nes (9.16), y de hecho no es necesario escribir las ecuaciones mismas. Llenamos 
simplemente los diversos espacios 


Tabla 9-1 
Solución de dv/dt = —x 


Intervalo: e = 0.10 sec 


t x Vz ax 

0.0 1.000 0.000 — 1.000 
—0.050 

0.1 0.995 —0,995 
—0,150 

0,2 0.980 —0.980 
—0,248 

0.3 ; 0.955 —0.955 
—0,343 

0.4 0,921 —0,921 
—0.435 

0.5 0.877 — 0.877 
—0.523 

0.6 0.825 —0.825 
—0.605 

0.7 0.764 —0.764 
—0.682 

0.8 0.696 —0.696 
—0.751 

0.9 0.621 -0.621 
—(0,814 

1.0 0.540 — 0.540 
—0.868 — |————— 

1.1 0.453 —0,453 
— 0.913 

1.2 0.362 —0,362 
—0,949 

1.3 0.267 —0.267 
—0.976 

1.4 0.169 —0.169 
—0,993 

1.5 0.070 —0.070 

AA A 1000 [E 
1.6 —0.030 +0.030 


de la tabla uno por uno. Esta tabla nos da ahora una idea muy buena del movimien- 
to: comienza desde el reposò, primero toma una pequeña velocidad hacia arriba 
(negativa) y pierde algo de su distancia. La aceleración es entonces un poquito 
menos pequeña, pero aún está ganando velocidad. Pero al seguir va ganando veloci- 
dad más y más lentamente, hasta que pasa x= O alrededor de ż = 1,50 seg. pode- 
mos predecir confiadamente que se seguirá moviendo, pero ahora estará en el otro 
lado: la posición x llegará a ser negativa, 
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10 Fr Planeta (x.y) 


0.5 

g 05 1.0 15 K tisoc) 
Fig. 9—4. Gráfico del movimiento .de Fig. 9-5. La fuerza de gravedad sobre 
una masa fija a un resorte. un planeta. 


y por lo tanto la aceleración sera positiva. Así, pues, la velocidad decrece. Es interesante 
comparar estos números con la función x = cos f, que se da en la figura 9-4. ¡La 
concordancia está dentro de las tres cifras significativas de exactitud de nuestro 
cálcuio! Veremos posteriormente que x = cos f es la solución matemática exacta 
de nuestra ecuación de movimiento, pero es una ilustración impresionante del poder 
del análisis numérico que un cálculo tan facil dé resultados tan precisos. 


9-7 Movimientos planetarios 


El análisis anterior es muy bonito para el movimiento de un resorte que oscila; 
pero, ¿podemos analizar el movimiento de un planeta alrededor del sol? Veamos si 
podemos llegar a la aproximación de una elipse para la orbita. Supondremos que el 
sol es infinitamente pesado, en el sentido de que no incluiremos su movimiento. Su- 
pongamos que un planeta parte de un cierto lugar y que se esta moviendo con una 
cierta velocidad; gira alrededor del sol siguiendo alguna curva, y trataremos de anali- 
zar mediante las leyes de Newton del movimiento y su ley de la gravitación qué 
curva es. ¿Cómo? En un instante dado está en algún lugar en el espacio. Si la dis- 
tancia radial desde el sol a este lugar se llama r, sabemos que hay una fuerza diri- 
gida hacia adentro que, de acuerdo a la ley de la gravedad, es igual a una constante 
por el producto de las masas del sol y del planeta dividide por el cuadrado de la dis- 
tancia. Para analizar más aún esto debemos encontrar qué aceleración producirá 
esta fuerza. Necesitaremos las componentes de la aceleración según dos direcciones, 
que llamamos x e y. Asi, si especificamos la posición del planeta en un instante 
dado, dando x e y (supondremos que z es siempre cero porque no hay fuerza en la 
dirección z y, si no hay velocidad inicial v, no habrá más que hacer z igual a cero), 
la fuerza está dirigida a lo largo de la linea que une al planeta con el sol, como se 
muestra en la figura 9-5. 


En esta figura vemos que la componente horizontal de la fuerza esta relacionada 
con la fuerza completa, de la misma manera que la distancia horizontal x lo está 
a la hipotenusa completa r, porque los dos triángulos son semejantes. También, si x 
es positivo, 
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F, es negativo. Esto es, F,/|F| = —x/r, ó F,=-—|F|x/r =—GMmx/r?. Ahora 
usamos la ley dinámica para encontrar que esta componente de la fuerza es igual 
a la masa del planeta por la variación temporal de su velocidad en la dirección x. 
Así encontraremos las siguientes leyes: 


m(dv,/dí) = —GMmx/r?, 


m(do,/dt) = —GMmy/r?, (9.17) 
r Vx? +y’. 


li 


il 


Este es, entonces, el conjúnto de ecuaciones que debemos resolver. Otra vez, para 
simplificar el trabajo numérico, supondremos que la unidad de tiempo, o la masa 
del sol, ha sido ajustada en forma tal (o que la suerte está con nosotros) que 
GM = 1. Para nuestro ejemplo especifico supondremos que la posición inicial del 
planeta está en x = 0,500 e y = 0,000, y que la velocidad está en un comienzo 
en la dirección y, y que tiene una magnitud de 1,6300. Ahora, ¿cómo hacemos el 
cálculo? Hacemos otra vez una tabla con columnas para el tiempo, la posición x, la 
velocidad según x v,, y la aceleración según x a,; luego, separadas por una doble li- 
nea, tres columnas para la posición, la velocidad y la aceleración en la dirección y. 
Para obtener las aceleraciones vamos a necesitar la ecuación (9.17); ésta nos dice 
que la aceleración en la dirección x es —x/r*, y la aceleración en la dirección y 
es —y/r*, y que r es la raiz cuadrada de x? + y? Asi, dado x e y, debemos hacer un 
pequeño cálculo por separado, tomando. la raíz cuadrada de la suma de los cuadra- 
-dos para encontrar r y luego, para estar preparados para calcular las dos acelera- 
ciones, es útil también evaluar 1/r?. Este trabajo puede ser hecho bastante fácilmen- 
te usando una tabla de cuadrados, cubos e inversos: entonces necesitamos solo 
multiplicar x por 1/7, lo cual hacemos con una regla de cálculo. 


Fig. 9-6. El movimiento calculado de un 
planeta alrededor del sol. 


Asi nuestro cálculo procede con los siguientes pasos. usando intervalos de tiem- 
po de « = 0,100: valores iniciales en f = 0: 


x(0) = 0.500 y(0) = 0.000 
0) = 0.000 v,(0) = +1.630 
A partir de £stos encontramos: 
(0) = 0.500  1/r%(0) = 8.000 
a, = —4.000 a, = 0.000 


Asi podemos calcular las velocidades v40,05) y r:40,05): 


*,(0.05) = 0.000 — 4.000 X 0.050 = —0.200; 
»,(0.05) = 1.630 + 0.000 X 0.100 = 1.630. 


Ahora comienza nuestro cálculo principal: 


x(0.1) = 0.500 — 0.20 X 0.1. = 0.480 
y(0.1) = 0.0 + 1.63 X 0.1 = 0.163 
r = V0.480? + 0.163? = 0.507 
1/r* = 7.67 

a(0.1) = 0.480 X 7.67 = —3.68 
a(0.1) = —0.163 X 7.67 = —1.256 
».(0.15) = —0.200 — 3.68 X 0.1 = —0.568 
(0.15) = 1.630 — 1.26 X 0.1 = 1.505 
x(0.2) = 0.480 — 0.568 X 0.1 = 0.423 
y(0.2) = 0.163 + 1.50 X 0.1. = 0.313 


etc. 


De esta manera obtenemos los valores dados en la tabla 9-2, ¡y en veinte pasos O 
algo asi hemos seguido la mitad del camino del planeta alrededor del sol! En la 
figura 9-6 están dibujadas las coordenadas x e y dadas en la tabla 9-2. Los puntos 
representan las posiciones en la sucesión de tiempos separados en un décimo de 
unidad; vemos que al comienzo el planeta se mueve rapidamente y al final se mue- 
ve lentamente, y asi la forma de la curva queda determinada. ¡Asi vemos que real- 
mente sabemos cómo calcular el movimiento de los planetas! 

Ahora veamos cómo podemos calcular el movimiento de Neptuno, Júpiter, Urano 
o cualquier otro planeta. Si tenemos un gran número de planetas y hacemos que 
el sol se mueva también, ¿podemos hacer la misma cosa? Por supuesto que pode- 
mos. Calculamos la fuerza sobre un planeta particular, digamos planeta número 
i, el cual tiene una posición x, y, z,(i = 1 puede representar al sol, ¿ = 2 a Mercurio, 
i = 3 a Venus, y asi sucesivamente). Debemos conocer las posiciones de todos los 
planetas. La fuerza que actúa sobre uno se debe a todos los otros cuerpos que es- 
tán localizados, digamos, en las posiciones Xj Yp 27 Por lo tanto, las ecuaciones 
son 


des, y a Gm,m(x; e x;) 


mi E 7 ? 

di Ja ri; 

diiy S GmimYs — Yi), (9.18) 
m; == = i : ý 
: di ja ri 

dei, X Gm:m;(Z; En 2,) 4 


j=1 Tij 


Tabla 9-2 


Solución de dv./di = —x/r*, dv/dt = —y/r*,r = Vx? F y? 


»= 0,796. 


Tiempo predicho (0,761)? = (0,663) - 2,082. 


Intervalo e = 0.100 
Orbita v, = 163 1,=0 x=05 y=0 at 1=0 
t x Ys Az y vy Ay r 1/18 
0.0 0,500 — 4.00 0.000 0.00 0.500 | 8.000 
—0.200 1.630 
0.1 0.480 —3.68 0.163 —1.25 0.507 | 7.675 
—0.568 1.505 
0.2 0.423 —2.91 0.313 -2.15 0,526 | 6.873 
—0,859 1.290 . 
0.3 0,337 —1,96 0.442 —2.57 0.556 | 5.824 
—1.055 1.033 
0.4 0.232 —111 0.545 —2,62 0.592 | 4.81 
—1.166 0.771 
0.5 0.115 ; 0,453 0.622 ~2.45 0.633 | 3.942 
1.211-|- — 0.526- 
0.6 | —0.006 +0.020 0.675 —2.20 0.675 | 3.252 
— 1.209 0.306 
0.7 | —0.127 +0.344 0.706 —1,91 0.717 | 2.712 
1.175 0.115 
0.8 | —0.245 +0.562 0.718 —1,64 0.758 | 2.296 
1,119 —0.049 
0.9 | —0.357 +0,705 0.713 —1,41 0.797 | 1.975 
— 1.048 -0.190 
1.0 | —0.462 +0.796 0.694 1,20 0.834 | 1.723 
ti e i —0.968- = —:— |- —0.310- 
1.1 | —0.559 +0.858 0.663 —1.02 0.867 | 1.535 
—0.882 —0,.412 
1.2 | —0.647 +0.90 0.622 —0.86 0.897 | 1.385 
—0.792 —0.499 
1.3 | —0.726 +0.92 0.572 —0.72 0.924 | 1.267 
—0.700 —0,570 
1.4 | -0.796 +0.93 0.515 —0.60 0.948 | 1.173 
—0.607 —0.630 
1.5 | 0.857 +0.94 0.452 —0,50 0,969 | 1.099 
| le ),519 = ma Sanana 0.680 -| -—- di 
1.6 | -—0,908 +0.95 0.384 —0,40 0.986 | 1.043 
—0,418 —0.720 
1.7 | —0.950 +0.95 0.312 —0,31 1.000 | 1,000 
0.323 0.751 
1.8 | -0,982 +0.95 0,237 —0.23 1.010 | 0.970 
—(0),228 0,713 
1.9 | —-1.005 +0.95 0.160 ~—0.15 1.018 | 0.948 
—0.113 —0.778 
2.0 | —1.018 +0.96 0.081 —0.08 1.02! | 0.939 
= | j 0.037- [| + ~- ~0.796 -|-———— l ——— |- 
2.1 | —1.022 +0.95 0.001 0.00 1.022 | 0.936 
+0.058 —0.796 
2.2 | —1.016 +0.96 -—0.079 +0.07 1.019 | 0.945 
—0.789 
2.3 
Eje x cruzado a los 2,101 seg., .'. periodo := 4,20 seg. 
v, = 0 a 2,086 seg. 
Valor de xen la intersección: 1,022,..semieje mayor = L022 + 0,500. 0,761. 


Además, definidos a ri como la distancia entre los dos planetas į y j; esto es igual a 


ry = MV =D + O — yE F E z). (9.19) 


También, £ significa una suma de todos los valores de j —todos los otros cuerpos— 
excepto, por supuesto, para j = i. Asi, todo lo que tenemos que hacer es confec- 
cionar más columnas, muchas más columnas. Necesitamos nueve columnas para el 
movimiento de Júpiter, nueve para el movimiento de Saturno, y asi sucesivamente. 
Entonces cuando tenemos todas las posiciones y velocidades iniciales podemos calcu- 
lar todas las aceleraciones de la ecuacion (9.18) calculando primero todas las 
distancias, usando la ecuación (9,19). ¿Cuánto tiempo tomará para hacerlo? 
Si lo hacen en casa, ¡necesitarán un tiempo muy largo! Pero en los tiempos moder- 
nos tenemos máquinas que hacen la aritmética muy rápidamente; una máquina 
computadora muy buena puede tomar un microsegundo, esto es, una millonésima 
de un segundo, para hacer una suma. Para hacer una multiplicación demora mas, 
digamos 10 microsegundos. Puede que en un ciclo de cálculo, dependiendo del pro- 
blema, tengamos 30 multiplicaciones o algo asi, por lo que un ciclo demorará 300 
microsegundos. Esto significa que podemos hacer 3.000 ciclos de computación por 
segundo. Para obtener una exactitud, de, digamos, una parte en mil millones, nece- 
sitariamos 4 x 10% ciclos para corresponder a una revolución de un planeta aire- 
dedor del sol. Esto corresponde a un tiempo de computación de 130 segundos o 
alrededor de dos minutos. ¡Ási, pues, lleva sólo dos minutos para seguir a Júpiter 
alrededor del sol, con todas las perturbaciones de todos los planetas corregida a 
una parte en mil millones, por este método! (Resulta que el error varia casi como 
el cuadrado del intervalo £. Si hacemos el intervalo mil veces más pequeño, es un 
millón de veces más exacto. Asi que hagamos el intervalo 10.000 veces más 
pequeño). 

Asi, pues, como dijimos, empezamos este capitulo sin saber aún cómo calcular 
el movimiento de una masa en un resorte. Ahora, armados con el tremendo poder 
de las leyes de Newton, podemos no sólo calcular tales movimientos simples, sino 
también, dada sólo una máquina para tratar la aritmética, aun los movimientos 
tremendamente complejos de los planetas, ¡hasta un grado de precisión tan alto co- 
mo queramos! 
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10-3 ¡El momentum se conserva! 


10-1 La tercera ley de Newton 


Sobre la base de la segunda ley del movimiento de Newton, la cual da la relación 
entre la aceleración de cualquier cuerpo y la fuerza actuando sobre él, cualquier pro- 
blema en mecánica puede ser resuelto en principio. Por ejemplo, para determinar el 
movimiento de unas pocas particulas, uno puede usar el método numérico desarrolla- 
do en el capitulo anterior. Pero hay buenas razones para hacer un estudio adicional 
de las leyes de Newton. Primero, hay casos bastante simples de movimiento que pue- 
den ser analizados no solamente por métodos numéricos, sino que también por aná- 
lisis matemático directo. Por ejemplo, aunque sabemos que la aceleración de un cuer- 
po que cae es de 10 m/seg?, y a partir de este hecho podriamos calcular el movimiento 
por métodos numéricos, es mucho más facil y satisfactorio analizar el movimiento y 
encontrar la solución general, s = Sọ + vp1 + 5 1: De la misma manera, aunque pode- 
mos calcular las posiciones de un oscilador armónico por métodos numéricos, es tam- 
bién posible demostrar analiticamente que la solución general es una simple función co- 
seno de 1, y asi es innecesario recurrir a toda esa dificultad aritmética cuando hay 
una manera simple y más exacta de obtener el resultado. De la misma manera, aunque 
el movimiento de un cuerpo alrededor del sol, determinado por la gravitación, puede 
ser calculado punto por punto por los métodos numéricos del capitulo 9, lo cual 
muestra la forma general de la órbita, es interesante también obtener la forma exacta, 
que el análisis revela como una perfecta elipse. 


Desgraciadamente existen en realidad muy pocos problemas que pueden ser re- 
sueltos exactamente por análisis. En el caso del oscilador armónico, por ejemplo, si 
la fuerza del resorte no es proporcional al desplazamiento, sino que es algo más 
complicada, uno debe volver a caer en el método numérico. O si hay dos cuerpos gi- 
rando alrededor del sol, de modo que el número total de cuerpos es tres, entonces 
el análisis no puede producir una fórmula simple para el movimiento, y en la práctica 
el problema debe ser resuelto numéricamente. Ese es el famoso problema de los tres 
cuerpos, que durante tanto tiempo desafió la capacidad humana de análisis: es muy 
interesante cuánto necesitó la gente para apreciar el hecho de que tal vez el poder del 
analisis matemático era limitado y que 
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podría ser necesario usar los métodos numéricos. Hoy dia, un enorme número de 
problemas que no pueden ser resueltos analiticamente se resuelven por métodos 
numéricos, y el viejo problema de los tres cuerpos, que se suponía difícil, se resuelve 
como una materia de rutina de una manera exactamente igual a la que fue descrita 
en el capitulo anterior, es decir, haciendo bastante aritmética. Sin embargo, hay 
también situaciones donde ambos métodos fallan: los problemas simples pueden 
hacerse por análisis. y los problemas moderadamente dificiles por métodos aritméti- 
cos numéricos, pero los problemas muy complicados no pueden resolverse por 
ninguno de los dos métodos. Un problema complicado es, por ejemplo, el choque 
de dos automóviles, o aun el movimiento de las moléculas de un gas. Hay innume- 
rables partículas en un milimetro cúbico de gas, y seria ridiculo tratar de hacer 
cálculos con tantas variables (alrededor de 10'” —un décimo de millón de billones). 
Cualquier cosa como el movimiento de las moléculas o átomos de un gas o un peda- 
zo de madera o hierro, o el movimiento de las estrellas en un cúmulo globular, en 
vez de sólo dos o tres planetas girando alrededor del sol —tales problemas no pue- 
den resolverse directamente: asi que tenemos que buscar otros medios. 

En las situaciones en las cuales no podemos seguir el detalle. necesitamos saber 
algunas propiedades generales. es decir, principios o teoremas generales los cuales son 
consecuencias de las leyes de Newton. Uno de éstos es el principio de conservación de 
la energía, que se discutió en el capitulo 4. Otro es el principio de la conservación 
del momentum el tema de este capitulo. Otra razón para estudiar más la mecánica 
es que hay ciertos modelos de movimiento que están repetidos en muchas circuns- 
tancias diferentes, asi que es bueno estudiar estos modelos para una circunstancia 
particular. Por ejemplo, estudiaremos los choques; diferentes tipos de choques tienen 
mucho en común. En el flujo de fluidos, no hace mucha diferencia lo que el flúido es; 
las leyes del flujo son similares. Otros problemas que estudiaremos son las vibraciones 
y oscilaciones y, en particular. los fenómenos singulares de las ondas mecánicas —soni- 
do, vibraciones de varillas, etc. 


En nuestra discusión de las leyes de Newton se explicó que estas leyes son una 
especie de programa que dice “Ponga atención a las fuerzas”, y que Newton nos dijo 
sólo dos cosas acerca de la naturaleza de las fuerzas. En el caso de la gravitación, 
nos dio la ley completa de fuerza. En el caso de las fuerzas muy complicadas entre 
átomos, él no conocia las leyes correctas para las fuerzas; sin embargo, descubrió 
una regla, una propiedad general de las fuerzas, que está expresada en su tercera ley, 
y que es el conocimiento total que Newton tenia acerca de la naturaleza de las fuer- 
zas -a ley de la gravitación y este principio, pero'no otros detalles. 


Este principio es que la acción es igual a la reacción. 


Lo que se quiere decir es algo de este tipo: supongamos que tenemos dos peque- 
ños Cuerpos, digamos particulas, y supongamos que la primera ejerce una fuerza 
sobre la segunda, empujandola con una cierta fuerza. Entonces simultáneamente, de 
acuerdo a la tercera ley de Newton, la segunda particula empujará a la primera con 
una fuerza igual, en dirección opuesta; más aún, estas fuerzas actúan efectivamente 
en la misma linea. Esta es la hipótesis o ley que Newton propuso, y parece ser 
completamente precisa, aunque no es exacta (discutiremos los errores más tarde). 
Por el momento 
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tomaremos por verdadero que la acción es igual a la reacción. Por supuesto, si hay 
una tercera partícula, no en la misma linea que las otras dos, la ley no significa que 
la fuerza total sobre la primera sea igual a la fuerza total sobre la segunda, ya que la 
tercera partícula, por ejemplo, ejerce su propio empuje sobre cada una de las otras 
dos. El resultado es que el efecto total sobre las primeras dos es en alguna otra di- 
rección, y las fuerzas sobre las primeras dos particulas no son, en general, ni iguales 
ni Opuestas. Sin embargo, las fuerzas sobre cada particula pueden descomponerse 
en partes, habiendo una contribución o parte debida a cada otra particula que está 
interactuando. Entonces cada par de particulas tiene componentes correspondientes 
de interacción mutua que son iguales en módulo y opuestas en dirección. 


10-2 Conservación del momentum 


¿Cuáles son ahora las consecuencias interesantes de la relación anterior? Supon- 
gamos, por simplicidad, que tenemos sólo dos particulas interactuando, posiblemente 
de masas diferentes, y numeradas con l y 2. Las fuerzas entre ellas son iguales y 
opuestas; ¿cuáles son las consecuencias? De acuerdo con la segunda ley de Newton, 
la fuerza es la rápidez de variación del momentum; asi concluimos que la rapidez de 
variación del momentum p, de la particula 1 es igual a menos la rápidez de variación 
del momentum p, de la particula 2, o 


dpı/dt = —dp2/dt. (10.1) 


Ahora, si la rapidez de variación es siempre igual y opuesta, se concluye que la varia- 
ción total del momentum de la particula 1 es igual y opuesta a la variación total del 
momentum de la particula 2; esto significa que si sumamos el momentum de la par- 
ticula 1 al momentum de la particula 2, la rapidez de variación de la suma de las dos, 
debido a las fuerzas mutuas (llamadas fuerzas internas) entre particulas, es cero; 
esto es 


d(pı + p2)/dt == 0. (10.2) 


Se ha supuesto que no hay otras fuerzas en el problema. Si la rapidez de variación de 
esta suma es siempre cero, esto es sólo otra manera de decir que la cantidad 
(P, + p) no cambia. (Esta cantidad también se escribe como m», + m,v,, y se llama 
momentum de las dos particulas.) Hemos obtenido ahora el resultado de que el mo- 
mentum total de las dos particulas no cambia a causa de ningún tipo de interacciones 
mutuas entre ellas. Esta afirmación expresa la ley de conservación del momentum 
en ese ejemplo particular. Concluimos que si hay cualquier tipo de fuerza, no importa 
lo complicada que sea, entre dos particulas, y si medimos o calculamos mv», + MY), 
esto es, la suma de los dos momenta antes y después de que las fuerzas actúen, los 
resultados serán iguales, es decir, el momentum total es una constante. 


Si extendemos el razonamiento a tres o más particulas interactuando en circuns- 
tancias más complicadas, es evidente que en lo que concierne a las fuerzas internas, 
el momentum total de todas las particulas permanece constante, ya que un aumento 
del momentum de una debido a otra está exactamente compensado por la disminución 
del segundo 
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debido a la primera. Esto es, todas las fuerzas internas se equilibrarán y por lo tanto 
el momentum total de las particulas no puede cambiar. Entonces, si no hay fuerzas 
desde el exterior (fuerzas externas), no hay fuerzas que puedan cambiar el momentum 
total; de aqui que el momentum sea una constante, 


Es importante describir lo que sucede cuando hay fuerzas que no provienen de las 
acciones reciprocas de las particulas en cuestión: supongamos que aislamos las par- 
ticulas que interactúan. Si sólo hay fuerzas mutuas, entonces, como antes, el momen- 
tum de las particulas no cambia, no importa lo complicadas que sean las fuerzas. Por 
otro lado, supongamos también que hay fuerzas provenientes de particulas fuera del 
grupo aislado. Cualquier fuerza ejercida por cuerpos externos sobre cuerpos internos 
la llamamos una fuerza externa. Demostraremos más tarde que la suma de todas las 
fuerzas externas es igual a la rapidez de variación del momentum total de todas las 
partículas internas, un teorema muy útil. 

La conservación del momentum total de un número de particulas que interactúan 
puede ser expresada como una constante 


Mi01 + MW + Mvg + e? = A constante (10.3) 


si no hay fuerzas netas externas. Aqui las masas y las correspondientes velocidades de 
las particulas se numeran l, 2, 3, 4,... El enunciado general de la segunda ley de 
Newton para cada particula, 


f e (mv), (10.4) 


es verdadero especificamente para las componentes de la fuerza y del momentum en 
cualquier dirección dada; asi la componente x de la fuerza sobre una particula 
es igual a la componente x de la rapidez de variación del momentum de esa par- 
ticula, O 


fe = L (mo), (10.5) 


y en forma similar para las direcciones y y z. Por lo tanto, la ecuación (10.3) es real- 
mente 3 ecuaciones, una para cada dirección. 

Ademas de la ley de conservación del momentum, hay otra interesante consecuen- 
cia de la segunda ley de Newton, que será demostrada más adelante, pero que sim- 
plemente establecemos ahora. Este principio es que las leyes de la fisica serán las 
mismas, ya sea que estemos quietos o moviendonos con una velocidad uniforme en 
línea recta. Por ejemplo, un niño que hace rebotar una pelota en un avión encuentra 
que la pelota rebota lo mismo que si la estuviera haciendo rebotar sobre la tierra. Aun 
cuando el avión se esta moviendo con una velocidad muy alta, a menos que cambie 
su velocidad, las leyes parecen las mismas para el niño que cuando el avión esta en 
reposo. Esto es el asi llamado principio de relatividad. Tal como lo usamos aqui lo 
llamaremos “relatividad galileana”, para distinguirla del análisis más cuidadoso hecho 
por Einstein, que estudiaremos más tarde. 


Hemos ya deducido la ley de conservación del momentum a partir de las leyes de 
Newton y podriamos continuar desde aqui para encontrar las leyes especiales que 
describen los impactos y colisiones. Pero por razones de variedad, y tambien como 
una ilustración de un tipo de razonamiento que puede ser usado en fisica en otras 
circunstancias, donde, por ejemplo, uno no puede conocer las leyes de Newton y pue- 
da seguir un método diferente, 
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discutiremos las leyes de los impactos y colisiones desde un punto de vista completa- 
mente diferente. Basaremos nuestra discusión en el principio de la relatividad galileana, 
enunciado antes, y terminaremos con la ley de conservación del momentum. 


Comenzaremos suponiendo que si corremos, la naturaleza se verá igual que si 
estamos quietos. Ántes de discutir las colisiones en las cuales dos cuerpos chocan 
y se pegan, o se juntan y rebotan apartándose, consideraremos primero dos cuerpos 
que se mantienen unidos por un resorte a algo por el estilo, y luego se los suelta 
repentinamente y el resorte.o tal vez una pequeña explosión los empuja. Más aún, 
consideraremos el movimiento en una sola dirección. Supongamos primero que los 
dos objetos son exactamente iguales, son objetos bien simétricos, y luego tenemos 
una pequeña explosión entre ellos. Después de la explosión, uno de los cuerpos se .. 
estará moviendo, digamos hacia la derecha, con una velocidad v. Entonces parece 
razonable que el otro cuerpo se esté moviendo hacia la izquierda con una velocidad 
y, porque si los objetos son semejantes, no hay razón para que la derecha o la iz- 
quierda sean preferidas y, por lo tanto, los cuerpos harian algo que es simétrico. 
Esto es un ejemplo de un tipo de ideas que es muy útil en muchos problemas, pero 
no se habria puesto al descubierto si hubiéramos comenzado con las fórmulas. 


El primer resultado de nuestro experimento es que objetos iguales tendrán velo- 
cidades iguales, pero ahora supongamos que tenemos dos objetos hechos de diferen- 
tes materiales, digamos cobre y aluminio, y hacemos las dos masas iguales. Ahora 
supondremos que si hacemos el experimento con dos masas que son iguales, aun 
cuando los objetos no son idénticos. las velocidades serán iguales. Alguien podria 
objetar: “Pero, claro, podría hacerlo a la inversa; no tenia por qué suponer eso. Us- 
ted podria definir que masas iguales significa dos masas que adquieren velocidades 
iguales en este experimento.” Sigamos esta sugerencia y hagamos una pequeña explo- 
sion cure el cobie y un pedazo muy grande de aluminio, tan pesado que el cobre vuela 
lejos y el aluminio apenas se mueve. Eso es demasiado aluminio, así que reduzcamos 
la cantidad hasta que haya sólo un pedazo muy diminuto; entonces cuando hacemos 
la explosión del aluminio vuela lejos y el cobre apenas se mueve. Esto no es suficiente 
aluminio. Evidentemente hay alguna cantidad correcta intermedia; así que seguimos 
ajustando las cantidades hasta que las velocidades lleguen a ser iguales. Muy bien; 
entonces, demos vuelta a las cosas y digamos que cuando las velocidades son iguales, 
las masas son iguales. Esto parece ser justamente una definición, y parece notable 
que podamos transformar las leyes fisicas en meras definiciones. Sin embargo, hay al- 
gunas leyes fisicas en juego, y si aceptamos esta definición de masas iguales, inme- 
diatamente encontramos una de las leyes, tal como sigue. 


Supongamos que sabemos, a partir del experimento anterior. que dos pedazos de 
materia A y B (de cobre y de aluminio), tienen masas iguales y comparamos un tercer 
cuerpo, digamos un pedazo de oro, con el cobre de la misma manera anterior, asegu- 
randonos que su masa sea igual a la masa del cobre. Si ahora hacemos el experimento 
entre el aluminio y el oro, no hay nada lógico que diga que estas masas deban ser 
iguales; sin embargo, el experimento demuestra que realmente lo son. Asi ahora. por el 
experimento, hemos encontrado una nueva ley. Un enunciado de esta ley puede ser: 
Si dos masas son iguales a una tercera masa (como se determina por las velocidades 
iguales en este experimento). entonces son iguales entre si. (Este enunciado no es en 
absoluto consecuencia 
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de un enunciado similar usado como postulado en relación con cantidades mate- 
máticas.) A partir de este ejemplo podemos ver lo rápido que comenzamos a inferir 
cosas si somos descuidados. No es precisamente una definición decir que las masas 
son iguales cuando las velocidades son iguales, porque decir que las masas son 
iguales implica las leyes matemáticas de la igualdad, lo que a su vez hace una pre- 
dicción acerca de un experimento. 

Como segundo ejemplo, supongamos que se encuentra que A y B son iguales al 
hacer el experimento con una cierta intensidad de explosión, que da una cierta veloci- 
dad; si después usamos una explosión más fuerte, ¿será verdad o no que las velocida- 
des obtenidas ahora sean iguales? Otra vez, en lógica nada hay que pueda decidir esta 
cuestión, pero el experimento demuestra que es verdadero. Asi, hay otra ley que se 
puede establecer: Si dos cuerpos tienen masas iguales cuando se las mide por veloci- 
dades iguales a una velocidad determinada, tendrán masas iguales cuando se las mide 
a otra velocidad. A partir de estos ejemplos, vemos que lo que parecio ser solo una 
definición realmente encierra algunas leyes de fisica. 


En el desarrollo que sigue supondremos que es verdad que masas iguales tienen 
velocidades iguales y opuestas cuando ocurre una explosión entre ellas. Haremos otra 
suposición en el caso inverso: si dos objetos idénticos, moviéndose en direcciones 
opuestas con velocidades iguales, chocan y se pegan por algún tipo de cola, entonces 
¿de qué manera se estarán moviendo después de la colisión? Esta es otra vez una 
situación de simetria, sin preferencia entre derecha e izquierda; asi que suponemos 
que quedan en reposo. También supondremos que dos objetos cualesquiera de masas 
iguales, aun si los objetos están hechos de materiales diferentes, que chocan y se pegan 
cuando se mueven con la misma velocidad en direcciones opuestas, quedaran en re- 
poso después de la colisión. 


Pequeños agujeros 
Chorros) 
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10-3 ¡El momentum se conserva! 


Podemos verificar experimentalmente las hipótesis anteriores: primero, que si dos 
objetos en reposo de masas iguales son separados por una explosión. se alejaran con 
la misma velocidad; y segundo, si dos objetos de masas iguales se acercan con la mis- 
ma velocidad chocan y se pegan, se detendrán. Esto podemos hacerlo con un mara- 
villoso invento llamado canal de aire*, que elimina el roce, la cosa que continuamente 
molestó a Galileo (Fig. 10.1). El no pudo hacer experimentos deslizando las cosas 
porque no deslizaban libremente; pero, por un toque mágico adicional. hoy podemos 
obtener la eliminación del roce. Nuestros objetos se deslizarán sin dificultad, conti- 
nuamente a una velocidad constante, como fue anunciado por Galileo. Esto se hace 
sosteniendo los objetos sobre aire. Debido a que el aire tiene un roce muy bajo; un 
objeto se desliza con velocidad prácticamente 


* H. V. Nener y R. B. Leighton, Amer, Jour. of Phys. 31. 255 (1963). 
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constante cuando no hay fuerza aplicada. Primero usamos dos bloques deslizantes 
que se han construido cuidadosamente para que tengan el mismo peso o masa (real- 
mente se midieron sus pesos, pero sabemos que este peso es proporcional a la masa), 
y colocamos una pequeña cápsuła explosiva en un cilindro cerrado entre los dos 
bloques (Fig. 10-2). Haremos partir los bloques desde el reposo en el centro de la 
pista y los obligaremos a apartarse haciendo explotar la cápsula con una chispa 
eléctrica. ¿Qué sucederá? Si las velocidades son iguales cuando se apartan, llegarán 
a los extremos del canal al mismo tiempo. Al llegar a los extremos rebotarán prác- 
ticamente con velocidades opuestas, y se juntarán y detendrán en el centro desde 
donde partieron. Es una buena comprobación; cuando se realiza realmente el resul- 
tado es justamente como lo hemos descrito (Fig. 10-3). 


Ahora, la próxima cosa que nos gustaria resolver es qué sucede en una situación 
menos simple. Supongamos que tenemos dos masas iguales, una moviéndose con ve- 
locidad v y la otra en reposo, y que chocan y se pegan; ¿qué sucederá? Hay una 
masa 2 m en total cuando hemos terminado, moviéndose con una velocidad descono- 
cida. ¿Qué velocidad? Esté es el problema. Para encontrar la respuesta, hacemos la 
suposición que si viajamos en un coche, fisicamente observaremos lo mismo que si 
estuviéramos en reposo. Partimos sabiendo que dos masas iguales, que se mueven en 
direcciones opuestas con velocidades iguales v, se pararán en seco cuando choquen. 
Supongamos ahora que mientras esto sucede, pasamos en un automóvil, a una velo- 
cidad -v. ¿Cómo se ve entonces? Puesto que estamos viajando junto a una de las dos 
masas que se acercan entre si, nos parece que ésta tiene velocidad cero. La otra 
masa, sin embargo, moviéndose en el otro sentido con velocidad v, parecerá estar vi- 
niendo hacia nosotros con velocidad 2y (Fig. 10.4) Finalmente, las masas combinadas 
después de la colisión nos parecerán estar pasando con una velocidad v. Por lo tanto, 
concluimos que un objeto con velocidad 2v, chocando con otro igual en reposo, termi- 
nará con una velocidad v, o lo que es exactamente lo mismo matemáticamente, un ob- 
jeto con velocidad y chocando con y pegándose a uno en reposo, producirá un objeto 
que se mueve con velocidad v/2. Notemos que si multiplicamos de antemano la masa 
y la 
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velocidad y las sumamos mv + 0, obtenemos el mismo resultado que cuando mul- 
tiplicamos después la masa y la velocidad del conjunto, 2m por v/2. Así esto nos 
dice lo que sucede cuando una masa de velocidad v choca con una que está en reposo. 


Exactamente de la misma manera podemos deducir lo que sucede cuando objetos 
iguales que tienen dos velocidades cualesquiera chocan entre si. 


Vista desde el Vista desde 
“laboratorio” el automóvil 
Vi Vœ  Antesde “Y> o 
choque Cm] Em] 
y> j A Fig. 10-5. Dos vistas de otro choque 
Em Im] Después del choque (MIm) inelástico entre masas iguales. 


Supongamos que tenemos dos cuerpos iguales con velocidades v, y v,, respecti- 
vamente, que chocan y se pegan. ¿Cuál es su velocidad v, después de la colisión? 
Otra vez pasamos en un automóvil, digamos a una velocidad v,, de manera tal que 
uno de los cuerpos parece estar en reposo. Entonces el otro parece tener una velo- 
cidad y, - V,, y tenemos el mismo caso que teniamos antes. Cuando todo esté termi- 
nado, se estaran moviendo con una velocidad 1/2 (v,-v,) con respecto al coche. 
¿Cuál es entonces la velocidad real respecto al suelo? Ella es v = 3 (v, — v,) + v, ó 
4 @, + v,) (Fig. 10-5). Otra vez notamos que 


mv, + mw = 2m(v1 + v2)/2. (10.6) 


Así, usando este principio, podemos analizar cualquier tipo de colisión en la cual 
dos cuerpos de masas iguales chocan entre si y se pegan. En realidad, aunque hemos 
trabajado sólo en una dirección, podemos descubrir mucho acerca de colisiones mu- 
cho más complicadas, imaginando que pasamos en un coche en alguna dirección obli- 
cua. El principio es el mismo, pero los detalles se hacen algo complicados. 


Para verificar experimentalmente si un objeto que se mueve con velocidad v, y que 
choca con uno igual en reposo, forma un objeto que se mueve con velocidad v/2, po- 
demos realizar el siguiente experimento con nuestro aparato del canal de aire. Colo- 
camos en el canal tres objetos. de igual masa, dos de los cuales están inicialmente uni- 
dos con nuestro dispositivo cilindrico explosivo, estando el tercero muy cerca pero 
ligeramente separado de aquéllos y provisto de un tope adhesivo de manera que se 
pegará a otro objeto que lo choque. Ahora, un momento después de la explosión, te- 
nemos dos objetos de masa m moviéndose con velocidades v iguales y opuestas. Un 
momento después de esto, uno de éstos choca con el tercer objeto y hace moverse 
un objeto de masa 2m, creemos asi, con velocidad v/2. ¿Cómo podemos verificar que 
es realmente v/2? Arreglando las posiciones iniciales de las masas sobre el canal de 
manera que las distancias a los extremos no sean iguales, pero que estén en la razón 
2:1. Asi nuestra primera masa, la cual continúa moviéndose con velocidad v, recorre- 
rá en un tiempo dado el doble de distancia que las dos que se han pegado (prescin- 
diendo de la pequeña distancia recorrida por el segundo objeto antes que choque con 
el tercero). La masa m y la masa 2m alcanzarán los extremos al mismo tiempo. y 
cuando lo ensayamos, encontramos que lo hacen (Fig. 10.6). 
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El próximo problema que queremos desarrollar es qué sucede si tenemos dos ma- 
sas diferentes. Tomemos una masa m y una masa 2m y apliquemos nuestra interac- 
ción explosiva. ¿Qué sucederá entonces? Si, como resultado de la explosión, m se 
mueve con velocidad v, ¿con qué velocidad se mueve 2m? El experimento que hemos 
recién realizado se puede repetir con separación nula entre la segunda y tercera masa, 
y cuando lo ensayamos obtenemos el mismo resultado, es decir, las masas que reac- 
cionan m y 2m alcanzan las velocidades —v y v/2. Asi la reacción directa entre m y 
2m da el mismo resultado que la reacción simétrica entre m y m, seguida de una co- 
lisión entre m y una tercera masa m a la cual se pega. Más aún, encontramos que las 
masas m y 2m, al volver desde los extremos del canal con sus velocidades (aproxima- 
damente) exactamente invertidas, se paran en seco si se pegan. 


Vista desde el sistema Vista desde el 
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Ahora la próxima cuestión que podemos preguntarnos es ésta: ¿Qué sucederá si 
una masa m con velocidad v, digamos, choca y se pega a Otra masa 2m en reposo? 
Esto es muy facil de responder usando el principio de relatividad galileana, porque 
simplemente observamos la colisión que hemos recién descrito desde un automóvil 
moviéndose con velocidad —v/2 (Fig. 10.7). Desde el automóvil, las velocidades son 


v’, =v -y (auto) = v + 1/2 = 3 v/2 


v’, = -v/2- v (auto) = -v/2 + v/2= 0 


Después de la colisión la masa 3m nos parece moverse con velocidad v/2. Asi obtene- 
mos la respuesta, es decir, la razón de las velocidades antes y después de la colisión 
es 3 a 1: si un objeto de masa m choca con un objeto en reposo de masa 2m, el con- 
junto se aleja, pegado, con 1/3 de velocidad. La regla general otra vez es que la suma 
de los productos de las masas y las velocidades permanece igual: mv +0 igual a 3m 
por v/3, por lo que estamos construyendo gradualmente el teorema de conservación 
del momentum parte por parte. 


10-9 


0 + yv vo 0 o 

mwm Aa GO a A 

a -v72 w2_—> o 

mimg Cmim] Cm] 

+ v2 w3 > Fig. 10-8. Acción y reacción entre 2m 
CIT") y 3m. 


Ahora tenemos uno contra dos. Usando los mismos razonamientos, podemos pre- 
decir los resultados de uno contra tres, dos contra tres, etc. El caso de dos contra 
tres, comenzando desde el reposo, se muestra en la figura 10-8. 


En cada caso encontramos que la masa del primer objeto por su velocidad, más la 
masa del segundo objeto por su velocidad, es igual a la masa total del objeto final por 
su velocidad. Estos son todos ejemplos, entonces, de la conservación del momentum. 
Partiendo de casos simétricos simples, hemos demostrado la ley para casos más 
complejos. Podríamos, en realidad, hacerlo para cualquier fracción racional de 
masa, y ya que cada fracción está sumamente próxima a una fracción racional, 
podemos manejar cualquier razón tan precisamente como queramos. 


10-4 Momentum y energía 


Todos los ejemplos anteriores son casos simples donde los cuerpos chocan y se 
quedan unidos o estaban inicialmente unidos y posteriormente eran separados por 
una explosión. Sin embargo, hay situaciones en las cuales los cuerpos no se unen 
como, por ejemplo, dos cuerpos de masas iguales que chocan con velocidades iguales 
y después rebotan. Por un breve instante estan en contacto y ambos están compri- 
midos. En el instante de máxima compresión ambos tienen velocidad cero y se alma- 
cena energia en los cuerpos elásticos, como en un resorte comprimido. Esta energía 
proviene de la energia cinética que tenian los cuerpos antes de la colisión, la cual 
llega a ser cero en el instante en que su velocidad es cero. Sin embargo, la pérdida 
de energía cinética es sólo momentánea. La condición en compresión es análoga a la 
capsula que libera energia en una explosión. Los cuerpos son inmediatamente descom- 
primidos en una especie de explosión y se separan de nuevo; pero ya conocemos el 
caso —los cuerpos se separan con velocidades iguales—. Sin embargo, esta velocidad de 
rebote es menor, en general, que la velocidad inicial, porque no toda energia está dis- 
ponible para la explosión, dependiendo del material. Si el material es como la masilla, 
la energía cinética no se recobra; pero si es algo más rigido, algo de energia cinética 
se recupera corrientemente. En la colisión el resto de la energia cinética se transforma 
en calor y energía de vibración —los cuerpos están calientes y vibrando—. La energia 
de vibración también se transforma pronto en calor. Es posible hacer los cuerpos que 
chocan de materiales altamente elásticos, tales como el acero con topes de resorte 
cuidadosamente diseñados, tal que la colisión genera muy poco calor y vibración. En 
estas circunstancias las velocidades de rebote son practicamente iguales a las veloci- 
dades iniciales; tal colisión se llama elástica. 


Que las velocidades antes y después de una colisión elástica sean iguales no es 
cuestión de conservación del momentum, sino de conservación de la energía cinética. 
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Que las velocidades de los cuerpos que rebotan después de una colisión simétrica sean 
iguales entre sí es, sin embargo, una cuestión de conservación del momentum. 


Analogamente podemos analizar colisiones entre cuerpos de diferentes masas, 
de diferentes velocidades iniciales, de varios grados de elasticidad, y determinar las 
velocidades finales y la pérdida de energía cinética, pero no iremos a los detalles de 
estos procesos. 


Las colisiones elásticas son especialmente interesantes para sistemas que no ten- 
gan “engranajes, ruedas o partes” internas. Entonces cuando hay una colisión no hay 
ningún lugar donde la energia pueda ser encerrada, porque los objetos que se separan 
están en la misma condición que cuando chocaron. Por lo tanto, entre objetos muy 
elementales, las colisiones son siempre elásticas o muy cercanamente elásticas. Por 
ejemplo se dice que las colisiones entre átomos o moléculas en un gas son perfecta- 
mente elásticas. Aunque esto es una excelente aproximación, hasta esas colisiones no 
son perfectamente elásticas; de otra manera uno no podria entender cómo la energia 
en forma de luz o de radiación térmica pueda salir de un gas. De vez en cuando, en 
una colision de gases se emite un rayo infrarrojo de baja energía. pero este hecho es 
muy raro y la energia emitida es muy pequeña. Asi, la mayoria de las veces, las coli- 
siones de moléculas en gases se consideran perfectamente elasticas. 


Como ejemplo interesante, consideremos una colisión elástica entre dos objetos 
de masas iguales. Si se acercan con la misma velocidad, se separarán con la misma 
velocidad por simetria. Pero ahora observemos esto en otra circunstancia, en la cual 
uno de ellos se está moviendo con velocidad y y el otro está en reposo. ¿Qué sucede? 
Hemos pasado por esto antes. Observamos la colisión simétrica desde un automóvil 
que se está moviendo junto con uno de los objetos, y encontramos que si un cuerpo 
choca elasticamente con otro cuerpo en reposo de exactamente la misma masa, el 
cuerpo en movimiento se detiene, y el que estaba en reposo se mueve ahora con la 
misma velocidad que tenía el otro; los cuerpos simplemente intercambian las veloci- 
dades. Esta conducta puede ser demostrada fácilmente con un aparato adecuado para 
el estudio de impactos. En forma más general, si ambos cuerpos se están moviendo 
con velocidades diferentes, simplemente intercambian velocidad en el impacto. 


Otro ejemplo de una interacción casi elástica es el magnetismo. Si disponemos 
de un par de imanes en forma de U en nuestros bloques deslizantes tal que se repe- 
lan. cuando uno se mueve suavemente hacia el otro, lo empuja y queda perfecta- 
mente quieto y ahora el otro se aleja moviéndose sin fricción. 


El principio de conservación del momentum es muy útil, porque nos permite 
resolver muchos problemas sin conocer los detalles. No conociamos los detalles 
de los movimientos del gas en la explosión de la capsula: sin embargo. pudimos 
predecir, por ejemplo, las velocidades con que los cuerpos se separaban. Otro ejem- 
plo interesante es el cohete a propulsión. Un cohete de gran masa. M, expulsa una 
pequeña porción de masa /1, con una enorme velocidad Y relativa al cohete. Des- 
pués de esto el cohete. si estaba originalmente en reposo. se moverá con una peque- 
ña velocidad, v. Usando el principio de conservación del momentum podemos calcu- 
lar que esta velocidad será 
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Mientras se esté expulsando material. el cohete continúa aumentando su velocidad. 
La propulsión de cohetes es esencialmente lo mismo que el retroceso de un canon: 
no hay necesidad de ningún aire contra el cual empujar. 


10-5 Momentum relativista 


En los tiempos modernos, la ley de conservación del momentum ha sufrido cier- 
tas modificaciones. Sin embargo, aún hoy la ley es cierta. encontrándose los cam- 
bios solamente en las definiciones. En la teoria de la relatividad resulta que tenemos 
conservación del momentum; las partículas tienen masas y el momentum aún está 
dado por my, la masa por la velocidad, pero la masa cambia con la velocidad; por 
lo tanto, el momentum también cambia. La masa varia con la velocidad de acuerdo 
a la ley 


mo 


m = —_——====? (10.7) 
VI — 02/02 

donde mm, es la masa del cuerpo en reposo y c es la velocidad de la luz. Es fácil ver 

en la fórmula que hay una diferencia despreciable entre m: y m, a menos que v sea 

muy grande, y que para las velocidades ordinarias la expresión del momentum se 

reduce a la antigua fórmula. 


Las componentes del momentum para una' particula se escriben en la forma 


Mor MW y Mwz 
Pr = PA = > Py = =’ Pz e o er rr (10.8) 
Vi = v/e vl — 12/02 VI — 92/02 
donde y? = vi + vi + vi. Si las componentes x se suman sobre todas las particulas 


que interactúan tanto antes como después de una colisión, las sumas son iguales. 
esto es, el momentum se conserva en la dirección x. Lo mismo vale para cualquier 
dirección. 

En el capitulo 4 vimos que la ley de la conservación de la energia no es válida 
a menos que reconozcamos que la energia aparece en formas diferentes, energia 
eléctrica. energia mecánica, energia radiante, energia calórica. y asi sucesivamente. 
En algunos de estos casos. por ejemplo la energia calórica, se puede decir que la 
energia está “escondida”. Este ejemplo puede sugerir la pregunta; “¿Hay también 
formas de momentum escondidas —tal vez momentum calórico?” La respuesta es 
que es muy dificil esconder momentum por las razones siguientes: 


Los movimientos al azar de los átomos de un cuerpo dan una medida de la ener- 
gia calórica si se suman los cuadrados de las velocidades. Esta suma será un resul- 
tado positivo, no teniendo un carácter direccional. El calor está alli, ya sea que el 
cuerpo se mueva o no como un todo, y la conservación de la energia en la forma de 
calor no es muy evidente. Por otro lado, si uno suma las velocidades, que tienen 
dirección. y encuentra un resultado que no es cero, esto significa que hay un des: 
plazamiento del cuerpo entero en alguna dirección particular, y un momentum tan 
grande se observa fácilmente. Asi no hay pérdida al azar de momentum interno, 

eN a que el cuerpo tiene momentum neto sólo cuando se mueve como un todo. 

t Por lo tanto el momentum, como cantidad mecánica, es dificil de esconder. Sin cm 
bargo, el momentum puede estar escondido —en cl campo electromagnético, por 
ejemplo . Este caso es otro efecto de la relatividad. 
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Una de las proposiciones de Newton fue que las interacciones a distancia son 
instantáneas. Resulta que éste no es el caso; en situaciones en que intervienen fuer- 
zas eléctricas, por ejmplo, si una carga eléctrica en un lugar se mueve repentina- 
mente, el efecto sobre otra carga, en otro lugar, no aparece instantáneamente —hay 
un pequeño retardo—. En esas circunstancias, aun si las fuerzas son iguales, 
las cosas no andan bien con el momentum; habrá un corto tiempo durante el 
cual existirá dificultad porque por un rato la primera carga sentirá una cierta 
fuerza de reacción, digamos, y tomará algún momentum, pero la segunda carga 
no hz sentido nada y no ha cambiado aún su cantidad de movimiento. Lleva 
tiempo para la influencia cruzar la distancia que interviene, lo que hace a 300.000 
kilómetros por segundo. En ese pequeñisimo tiempo el momentum de las partículas 
no se conserva. Por supuesto, después que la segunda carga ha sentido el efecto de 
la primera y todó..se ha aquietado, se verificará la ecuación del momentum, pero du- 
rante ese pequeño intervalo el momentum no se conserva. Representamos esto di- 
ciendo que durante este intervalo hay otro tipo de momentum además del de la par- 
tícula, mv, y ese es el momentum del campo electromagnético. Si sumamos el momentum 
del campo al momentum de las particulas, el momentum se conserva todo el tiempo 
y en cualquier instante. ¡El hecho de que el campo electromagnético pueda poseer 
momentum y energía hacé:ese campo muy real, y asi, para una mejor comprensión, 
la idea original de que hay sólo las fuerzas entre particulas se debe transformar en 
.la idea de que una particula crea un campo, y un campo actúa sobre otra particula 
“¿y el campo mismo tiene propiedades tan familiares como contenido de energia y mo- 
mentum, tal como las particulas.’ Para tomar otro ejemplo: un campo electromag- 
nético tiene ondas, que llamamos luz; resulta que la luz también transporta momen- . 
tum, de modo que cuando la luz incide sobre un objeto le entrega cierto momentum 
por segundo; esto es equivalente a una fuerza, porque si el objeto iluminado está 
recogiendo una cierta porción de momentum por segundo, su cantidad de movimien- 
to está cambiando y la situación es exactamente igual que si hubiera una fuerza 
sobre él. La luz puede ejercer presión al bombear un objeto; esta presión es muy 
pequeña, pero es medible con aparatos suficientemente delicados. 


Ahora bien, en mecánica cuántica resulta que el momentum es una cosa dife- 
rente —ya no es más my-, Es dificil definir exactamente lo que se quiere decir por 
velocidad de una particula, pero el momentum aún existe..En mecánica cuántica la 
diferencia es que cuando las particulas son representadas como partículas, el mo- 
mentum es aún mv, pero cuando las particulas son representadas como ondas. el 
momentum se mide por el número de ondas por centimetro: mientras más grande 
es este número de ondas más grande es el momentum. ¡A pesar de las diferencias, 
la ley de conservación del momentum también es valida en la mecánica cuántica. 
¡Aun cuando la ley f= ma es falsa. y todas las deducciones de Newton para la 
conservación del momentum estaban cerradas, en la mecánica cuántica, sin embargo, 
en última instancia, esa ley particular se mantiene! 
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11-4 Vectores 


11-1 Simetria en física 


En este capitulo introducimos un tema que se conoce técnicamente en fisica 
como simetría en las leyes fisicas. La palabra “simetria” se usa aquí con un signi- 
ficado especial, y por esta razón necesita ser definida. ¿Cuándo es simétrica una 
cosa? — cómo podemos definirlo?-- Cuando tenemos un cuadro que es simétrico, un 
lado es de algún modo igual al otro lado. El profesor Hermann Weyl ha dado esta 
definición de simetria: una cosa es simétrica si uno puede someterla a una cierta 
operación y aparece exactamente igual después de la operación. Por ejemplo, si 
observamos un jarrón que es simétrico izquierda-derecha, luego si lo giramos 
180% alrededor del eje vertical, se verá igual. Adoptaremos la definición de simetria 
de Weyl en una forma más general y en esa forma discutiremos la simetria de las 
leyes fisicas. 

Supongan que construimos una máquina compleja en algún lugar, con muchas 
interacciones complicadas y bolas rebotando por doquier con fuerzas entre si, etc. 
Supongan ahora que construimos exactamente la misma clase de equipo en algún 
otro lugar igualando parte por parte, con las mismas dimensiones y la misma orien- 
tación, todo igual sólo que desplazado lateralmente en cierta distancia. Entonces, si 
hacemos funcionar las dos máquinas en las mismas circunstancias iniciales en exacta 
correspondencia, nos preguntamos: ¿Se comportará una máquina exactamente igual 
a la otra? ¿Seguiràn todos los movimientos en exacto paralelismo? Por supuesto, la 
respuesta bien puede ser no, porque si escogemos un lugar equivocado para nuestra 
máquina, ¿ste podría estar rodeado por una pared, e interferencias desde la pared 
harían que la máquina no trabajase. 


Todas nuestras ideas en física requieren una cierta cantidad de sentido común en 
sus aplicaciones; no son ideas puramente matemáticas o abstractas. Tenemos que 
comprender qué queremos decir cuando decimos que los fenómenos son los mismos 
cuando movemos el aparato a una nueva posición. Queremos decir que movemos 
todo lo que creemos pertinente; si el fenómeno no es el mismo, sugerimos que algo 
pertinente no ha sido movido y procedemos a buscarlo. Si nunca lo encontramos, 
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entonces afirmamos que las leyes de la física no tienen esta simetria. Por otro la- 
do, podriamos encontrarlo —esperames encontrarlo— si las leyes de la física tienen 
esa simetria; observando alrededor, podemos descubrir, por ejemplo, que la pared 
está empujando el aparato. La cuestión básica es, si definimos las cosas lo suficien- 
temente bien, si todas las fuerzas esenciales están incluidas dentro del aparato, si 
todas las partes pertinentes se mueven desde un lugar a otro, ¿serán las leyes las 
mismas? ¿La maquinaria trabajará de la misma manera? 


Está claro que lo que queremos hacer es mover todo el equipo e influencias 
esenciales, pero ño todas las cosas del mundo —planetas, estrellas y todo— porque si 
hacemos eso, tenemos de nuevo el mismo fenómeno por la razón trivial de que 
hemos vuelto atrás exactamente donde comenzamos. No, no podemos mover cada 
cosa. Pero resulta en la práctica que con una cierta cantidad de inteligencia acerca 
de qué mover, la maquinaria trabajará. En otras palabras, si no estamos rodeados 
por una pared, si conocemos el origen de las fuerzas externas y disponemos que 
ésas se muevan también, entonces la maquinaria trabajará igual en un lugar como en 
otro. 


11-2 Traslaciones 


Limitaremos nuestro análisis sólo a la mecánica, para lo cual tenemos ahora 
suficiente conocimiento. En los capitulos anteriores hemos visto que las leyes de: 
la mecánica pueden ser resumidas en un conjunto de tres ecuaciones para cada 
particula: 


m(d?x/dt?} = F,  m(d?y/d?) = F,  m(d2/d?) = F,. (11.1) 


Ahora bien, esto significa que existe una manera de medir x, y, z sobre tres ejes 
perpendiculares y las fuerzas según esas direcciones, de modo que estas leyes 
sean válidas. Estas deben ser medidas desde algún origen, pero, ¿dónde ponemos el 
origen? Todo lo que Newton nos diría al principio es que kay algún lugar desde 
el cual podemos medir, quizás el centro del universo, tal que estas leyes sean correc- 
tas. Pero podemos demostrar inmediatamente que nunca podemos encontrar el cen- 
tro, porque si usamos algún otro origen no habria diferencia. En otras palabras, 
supongamos que hay dos personas: —Juan, quien tiene su origen en un lugar, y 
Pedro, quien tiene un sistema paralelo cuyo origen esta en alguna otra parte (Figu- 
ra 11-1). Ahora bien, cuando Juan mide la ubicación del punto en el espacio, lo 
encuentra en x, y, z (usualmente dejaremos a z fuera porque introduce demasiada 
confusión al dibujarla en una figura). Pedro, por otro lado, cuando mida el mismo 
punto, obtendrá un x diferente (que para distinguirlo lo llamaremos x’), y en prin- 
cipio un y diferente, aun cuando en nuestro ejemplo son 


Fig. 11-1. Dos sistemas de coordenadas 
paralelas. 


iguales en términos numéricos. Así tenemos 
Ey, EA (11.2) 


Ahora, a fin de completar nuestro análisis debemos saber lo que Pedro obtendría 
para las fuerzas. La fuerza se supone que actúa a lo largo de alguna línea y por 
la fuerza en la dirección x entenderemos la parte del total que está en la dirección 
x, la cual es el módulo de la fuerza por el coseno de su ángulo con el eje x. Ahora 
vemos que Pedro usaría exactamente la misma proyección que usaria Juan, asi que 
tenemos un conjunto de ecuaciones 


Fp = Fs Eps=Es Fp = F, (11.3) 


Estas serian las relaciones entre las cantidades vistas por Juan y Pedro. 

La pregunta es, si Juan conoce las leyes de Newton y si Pedro trata de escribir 
las leyes de Newton, ¿serán también correctas para el? ¿Tiene alguna importancia 
desde qué origen medimos los puntos? En otras palabras, suponiendo que las ecua- 
ciones (11.1) son verdaderas y que las ecuaciones (11.2) y (11.3) dan la relación 
entre las medidas, ¿es o no verdad que 


(2)  m(dx'/dé) = Fr, 
(b) mdy/d*) = Fy, (11.4) 
(©) m(d2'/d?) = Fp? 


Para verificar estas ecuaciones derivaremos la fórmula para x’ dos veces. Ante 
todo 


Ahora supondremos que el origen de Pedro está fijo (sin moverse) respecto al de 
Juan; por lo tanto a es una constante y da/dt = 0, asi encontramos que 


dx'/dt = dx/dť 
y por lo tanto 
dx /d? = d*x/dt?; 


sabemos, pues. que la ecuación (11.4a) se hace 


m(d?x/d1?) = Fy. 


(También suponemos que las masas medidas por Juan y Pedro son iguales.) Así la 
aceleración por la masa es la misma que la del otro. Hemos encontrado también 
la formula para Fy, puesto que sustituyendo de la ecuación (11.1) encontramos que 


Por lo tanto, las leyes tal como las ve Pedro aparecen iguales; él también puede 
escribir las leyes de Newton, con diferentes coordenadas, y siguen siendo correctas. 
Eso significa que 


no hay una manera única de definir el origen del mundo, porque las leyes tienen 
la misma forma, cualquiera sea la posición desde la cual son observadas. 


Esto es también verdad: si hay un equipo en un lugar con un cierto tipo de 
maquinaria en él, el mismo equipo en otro lugar se comportará de la misma manera. 
¿Por qué? Porque una máquina, cuando es analizada por Pedro, tiene exactamente 
las mismas ecuaciones que la otra, analizada por Juan. Ya que las ecuaciones son 
las mismas, los fenómenos son los mismos. Asi la prueba de que un aparato en una 
nueva posición se comporta igual a como lo hacia en la antigua posición es la 
misma que la prueba de que las ecuaciones, cuando han sido desplazadas en el es- 
pacio, se reproducen. Por lo tanto diremos que las leyes de la física son simétricas 
para desplazamientos de traslación, simétricas en el sentido de que las leyes no 
cambian cuando hacemos una traslación de nuestras coordenadas. Por supuesto, es 
intuitivamente bastante obvio que esto es verdad, pero es interesante y entretenido 
discutir su matemática. 


11-3 Rotaciones 


La anterior es la primera de una serie de proposiciones cada vez más compli- 
cadas relativas a la simetria de una ley fisica. La siguiente proposición es que no 
importaria en qué dirección escogemos los ejes. En otras palabras, si construimos 
una parte del equipo en algún lugar y lo observamos funcionar y cerca construimos 
el mismo tipo de aparato, pero puesto en ángulo respecto al primero, ¿funcionara de 
la misma manera? ¡Evidentemente que no si es un reloj de péndulo, por ejemplo! 
Si un reloj de pendulo esta vertical, trabaja bien, pero si está inclinado el péndulo 
cae contra el lado de la caja y nada sucede. El teorema es entonces falso en el caso 
del reloj de péndulo, a menos que incluyamos la tierra, que atrae al péndulo. Por 
lo tanto, podemos hacer una predicción acerca de los relojes de péndulo si creemos 
en la simetria de las leyes fisicas para la rotación: algo más interviene en el fun- 
cionamiento de un reloj de péndulo, además de la maquinaria del reloj, algo exterior 
a él que debemos buscar. También podemos predecir que los relojes de péndulo no 
trabajaran de la misma manera cuando están ubicados en lugares diferentes en 
relación a esta misteriosa fuente de asimetria, tal vez la tierra. En verdad, sabemos 
que un reloj de péndulo en un satélite artificial, por ejemplo, no haria ni tic porque 
no hay fuerza efectiva, y en Marte iria a una velocidad diferente. Los relojes de 
péndulo por cierto comprenden algo más que la pura maquinaria interna, com- 
prenden algo del exterior. Una vez que reconocemos este factor, vemos que debe- 
mos girar la tierra junto con el aparato. Por supuesto no debemos preocuparnos de 
eso, es fácil de hacer; uno simplemente espera uno o dos minutos y la tierra gira; 
entonces el reloj de péndulo hace de nuevo tictac en la nueva posición igual que 
lo hacia antes. Mientras estemos rotando en el espacio, nuestros ángulos estarán 
cambiando siempre, en forma absoluta; este cambio parece no molestarnos demasia- 
do, porque en la nueva posición nos parece estar en la misma condición que en la 
antigua. Esto tiene una cierta tendencia a confundir a no, porque es verdad que 
en la nueva posición girada las leyes son iguales que en la posición no girada, 
pero no es verdad que cuando giramos una cosa, siga las mismas leyes que cuando 
no la giramos. Si ejecutamos experimentos suficientemente delicados, 


Fig. 11-2. Dos sistemas de coorde- Fig. 11-3. Las componentes de una 
nadas que tienen diferentes orientaciones fuerza en los dos sistemas. 
angulares. 


podemos decir que la tierra está rotando, pero no que ella haya rotado. En otras 
palabras, no podemos localizar su posición «angular, poro podemos decir que está 
cambiando. 

Ahora podemos discutir los efectos de la orientación angular sobre las leyes 
fisicas. Averigúemos si el mismo juego con Juan y Pedro funciona de nuevo. Esta 
vez, para evitar complicaciones innecesarias, supondremos que Juan y Pedro usan 
el mismo origen (hemos ya demostrado que los ejes pueden ser movidos por tras- 
lación a otro lugar). Supongamos que los ejes de Pedro han rotado con relación a 
los de Juan en un ángulo 6. Los dos sistemas coordenados se muestran en la figu- 
ra 11-2, que está restringida a dos dimensiones. Consideremos cualquier punto P que 
tiene coordenadas (x, y) en el sistema de Juan y (x”, y”) en el sistema de Pedro. 
Comenzaremos, como en el caso anterior, por expresar las coordenadas x’ e y’ en 
términos de x, y y 8. Para hacerlo asi, bajaremos primero perpendiculares desde P 
a los cuatro ejes y dibujaremos Á B perpendicular a P Q. La inspección de la fi- 
gura muestra que x’ puede escribirse como la suma de dos longitudes según el eje 
x’, e y” como la diferencia de dos longitudes según AB. Todas estas longitudes están 
expresadas en términos de x, y y 0 en las ecuaciones (11.5), a las cuales hemos agre- 
gado una ecuación para la tercera dimensión 


xX xcos 0 + y sen0, 


y = ycos0 — xsen ð, (11.5) 


Z = 2. 


El próximo paso es analizar la relación de las fuerzas como las ven los dos obser- 
vadores, siguiendo el mismo método general como antes. Supongamos que una fuer- 
za F, la cual ya ha sido analizada como teniendo componentes F, y F, (como la 
ve Juan), está actuando sobre una particula de masa m, localizada en el punto P 
en la figura 11-2. Por simplicidad movamos ambos conjuntos de ejes de modo que el 
origen esté en P, como se muestra en la figura 11-3. Pedro ve las componentes de F 
según sus ejes como Fẹ y Fp- F, tiene componentes según ambos ejes x’ e y” y F, 
a tiene componentes según estos dos ejes. Para expresar F, en términos de 

F, y F,, sumamos estas componentes según el eje x’, y en forma parecida podemos 
expresar F en términos de F, y F, Los resultados son 


Fy = F,cos 0 + F, senQ, 
y = F,cos 6 — F,sen0, (11.6) 
F.. = F. 


y 
| 


Es interesante notar una especie de accidente, que es de extrema importancia: las 
fórmulas (11.5) y (11.6), para las coordenadas de P y las componentes de F, respec- 
tivamente. son de forma idéntica. 


Como antes. se supone que las leyes de Newton son validas en el sistema de 
Juan y están expresadas por las ecuaciones (11.1). La pregunta, otra vez. es si Pedro 
puede aplicar las leyes de Newton —¿serán correctos los resultados para su sistema 
de ejes rotados?—. En otras palabras, si suponemos que las ecuaciones (11.5) y (11.6) 
dan una relación de las medidas, ¿es verdad o no que 


md?*x'/d%) = Fy, 
m(d?*y/d1?) = F,, (1.7) 
míd?2'/d1?) = Fy? 


Para comprobar estas ecuaciones. calculamos independientemente los primeros y los 
segundos miembros y comparamos los resultados. Para calcular los primeros miem- 
bros, multiplicamos las ecuaciones (11.5) por m y derivamos dos veces con respecto 
al tiempo, suponiendo que el angulo () es constante. Esto da 


ll 


m(d?x' /dt?) 
m(d?y'/dt?°) 
m(d?2'/d1?) 


m(d?x/d1?) cos 8 + m(d?y/d1?) sen 9, 
m(d?y/d1?) cos 4 — m(d?x/d1?) sen 9, (11.8) 
m(d?2/d1?). 


1l 


Calculamos los segundos miembros de las ecuaciones (11.7) por sustitución de las 
ecuaciones (11.1) en las ecuaciones (11.6). Esto da 


F, = m(d?*x/d:?) cos 0 + m(d?y/d1?) sen 0, 
F, = m(d?*y/d1?)cos 0 — m(d*x/d:?) sen 6, (11.9) 
F, = m(d*2/d1?). 


¡Miren! Los segundos miembros de las ecuaciones (11.8) y (11.9) son idénticos: 
asi que concluimos que si las leyes de Newton son correctas en un conjunto de 
ejes. serán tambien validas para cualquier otro conjunto de ejes. Este resultado. que 
ha sido ahora establecido tanto para traslacion como para rotación de ejes. tiene. 
ciertas consecuencias: primero. nadie puede pretender que sus ejes particulares sean 
únicos; pero, por supuesto, pueden ser más convenientes para algunos problemas 
particulares. Por ejemplo, es útil tener la gravedad a lo largo de un eje. pero esto 
no es fisicamente necesario. Segundo. significa que cualquier equipo que sea comple- 
tamente autosuficiente. con todo el equipo generador de fuerza completamente den- 
tro del aparato. trabajaria igual cuando se girara en un angulo. 


11-4 Vectores 


No solamente las leyes de Newton, sino que también las otras leyes de la física, 
hasta donde sabemos hoy dia, tienen las dos propiedades que llamamos invariancia 
(o simetria) frente a traslación de ejes y rotación de ejes. Estas propiedades son 
tan importantes que 


una técnica matemática há sido desarrollada para aprovecharlas para escribir y usar 
leyes físicas. 

El analisis precedente implicó considerable trabajo matemático tedioso. Para 
reducir los detalles a un minimo en el análisis de tales problemas, se ha diseñado 
una maquinaria matemática muy poderosa. Éste sistema, llamado análisis vectorial, 
da el titulo a este capítulo; estrictamente hablando, sin embargo, éste es un capitulo 
sobre la simetria de las leyes físicas. Por los metódos del análisis anterior pudimos 
hacer todo lo necesario para obtener los resultados que buscábamos, pero en la 
práctica nos gustaria hacer las cosas más fácil y rápidamente; por lo tanto, emplea- 
mos la técnica vectorial. 


Comenzamos notando algunas caracteristicas de dos tipos de cantidades que son 
importantes en la física. (Realmente hay más de dos, pero empecemos con dos.) 
Uno de ellos. como el número de papas en un saco. lo llamamos una cantidad ordi- 
naria, o una cantidad no dirigida, o un escalar. La temperatura es un ejemplo de 
tal cantidad. Otras cantidades que son importantes én fisica tienen dirección. por 
ejemplo la velocidad: debemos estar al tanto de hacia donde un cuerpo se dirige. no 
solo de su rapidez. El momentum y la fuerza también tienen dirección, como lo tie- 
ne el desplazamiento: cuando alguien camina de un lugar a otro en el espacio, po- 
demos estar al tanto de cuánto se alejó, pero si queremos también saber hacia dónde 
fue, tenemos que especificar una dirección. 

Todas las cantidades que tienen una dirección, como un paso en el espacio, se 
llaman vectores. 

Un vector es tres números. A fin de representar un paso en el espacio, digamos 
desde el origen a algún punto particular P cuya ubicación es (x, y, z), necesitamos 
realmente tres números, pero vamos a inventar un único simbolo matemático. r, 
que es distinto a todos los otros simbolos matemáticos, que hemos usado hasta 
ahora *. No es un número único, representa a fres números: x, y y z. Significa tres 
números, pero realmente sòlo esos tres números, porque si usáramos un sistema de 
coordenadas diferentes, los tres números cambiarian a x”, y” y z’. Sin embargo, 
queremos mantener nuestra matemática simple y asi vamos a usar el mismo sim- 
bolo para representar los tres números (x, y, z) y los tres números (x”, 1%, 2” 
Esto es, usamos el mismo simbolo para representar al primer conjunto de tres nú- 
meros para un sistema de coordenadas, pero el segundo conjunto de tres números. 
si estamos usando el otro sistema de coordenadas. Esto tiene la ventaja que cuando 
cambiamos el sistema de coordenadas no tenemos que cambiar las letras de nues: 
tras ecuaciones. Si escribimos una ecuación en términos de .x, 1, z, y luego usamos 
otro sistema, tenemos que cambiar a x’, y, z’ pero escribiremos sólo r, con la con- 
vención de que representa (x, y, z) si usamos un conjunto de ejes. o (10, 1%, 20) si 
usamos otro conjunto de ejes, y así sucesivamente. Los tres números que describen 
la cantidad en un sistema de coordenadas dado se llaman las componentes del vec- 
tor en la dirección de los ejes coordenados de ese sistema. Esto es. usamos el mismo 
simbolo para las tres letras que corresponden al mismo objeto, como se ven desde 
diferentes ejes. El hecho mismo de que podamos decir “el mismo objeto” implica 
una intuición fisica acerca de la realidad de un paso en el espacio. que es indepen- 
diente de las componentes en término de las cuales lo medimos. Asi el simbolo r 
representara la misma cosa, giremos como giremos los ejes. 


* En letra de imprenta, los vectores se representan por tipos en negrita: en manuserito 
se usa una flecha: r. 
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Ahora supongamos que hay otra cantidad fisica dirigida, cualquier otra canti- 
dad, que tiene también tres números asociados a ella, como la fuerza, y estos tres 
números se cambian a otros tres números por alguna regla matemática, si cam- 
biamos los ejes. Debe ser la misma regla que cambia (x, y, 2) a (X, y”, z’). En 
otras palabras, cualquier cantidad física asociada con tres números que se transfor- 
man como lo hacen las componentes de un paso en el espacio es un vector. Una 
ecuación como 


F=r 


seria asi válida en cualquier sistema de coordenadas si lo fuera en uno. Esta 
ecuación, por supuesto, representa las tres ecuaciones 


F.=x, Fy=Y, F,=2, 
o, equivalentemente, 


Fo = x, Fy = Y, Fe = 7. 


El hecho de que una relación fisica pueda ser expresada como una ecuación vec- 
torial nos asegura que la relación no cambia por una simple rotación del sistema de 
coordenadas. Esa es la razon de que los véctores sean tan útiles en la física. 

Ahora examinaremos algunas propiedades de los vectores. Como ejemplo de 
vectores podemos mencionar la velocidad, el momentum, la fuerza y la aceleración. 
Para muchos propósitos es conveniente representar una cantidad vectorial por una 
flecha que indica la dirección en la cual está actuando. ¿Por qué podemos represen- 
tar la fuerza, digamos, por una flecha? Porque tiene las mismas propiedades de trans- 
formación matemática que “un paso en el espacio”. Asi lo representamos en un dia- 
grama como si fuera un paso, usando una escala tal que una unidad de fuerza, o un 
newton, corresponda a cierta longitud conveniente. Una vez que hayamos hecho esto, 
todas las fuerzas pueden estar representadas como longitudes, porque una ecuación 
como 


F = kr 


donde k es alguna constante, es una ecuación prefectamente legitima. Asi siempre 
podemos representar fuerzas por segmentos, lo cual es muy conveniente, porque una 
vez que hemos dibujado el segmento no necesitamos más los ejes. Por consiguiente, 
podemos calcular rápidamente las tres componentes a medida que cambian cuando 
giran los ejes porque esto es sólo un problema geométrico. 


11-5 Algebra vectorial 


Debemos ahora describir las leyes, o reglas, para combinar vectores de diferentes 
maneras. La primera de estas combinaciones es la adición de dos vectores: supon- 
gamos que a es un vector el cual en algún sistema de coordenadas particular tiene 
las tres componentes (a,, a,, a,), y que b es otro vector que tiene las tres compo- 
nentes (b, b, b). Inventemos ahora tres nuevos números (a, + b» a, + b,a, + 
+ b,). ¿Forman éstos un vector? “Bien”, podemos decir, “son tres números, y cada 
tres números forman un vector”. ¡No, no cada tres números forman un vector! Para 
que esto sea un vector, no sólo debe haber tres números, sino que éstos deben 
estar asociados a un 
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sistema de coordenadas de tal manera que si giramos el sistema de coordenadas, 
los tres números “se revuelven”, “mezclándose” entre si, según las leyes precisas 
que ya hemos descrito. Asi que la pregunta es, si ahora rotamos el sistema de coor- 
pa tal que (a, a, a) llegue a ser (a, A,» 4.) y (bo b,, b.) llegue a ser (b,., 

, b,), ¿qué llegará a ser (a, + by a, + b,,a, + b)? ¿ ¿Llegan a ser (a, + bo 
a. + b,, a. + b.) o no? La respuesta es sí, por supuesto, porque el prototipo de 
transformaciones de la ecuación (11.5) constituye lo que llamamos una transforma- 
ción lineal. Si aplicamos esas transformaciones a a, y b, para obtener a, + b., 
encontramos que la transformada a, + b, es por cierto la misma que ap + b.. 
Cuando a y b se “suman” en este sentido, formarán un vector que podemos llamar 
c. Escribiremos esto como 


c=a+b 
Ahora c tiene la interesante propiedad 
c=b+a 
como podemos ver inmediatamente a partir de sus componentes. Asi también, 
a+ (b+c)= (a+ b+c 


Podemos sumar los vectores en cualquier orden. 

¿Cuál es el significado geométrico de a + b? Supongamos que a y b fueran 
representados por segmentos sobre un pedazo de papel? ¿Que seria c? Esto se mues- 
tra en la figura 11-4. Observamos que podemos sumar las componentes de b a aque- 
llas de a más convenientemente si colocamos el rectangulo que representa las com- 
ponentes de b junto al que representa las componentes de a de la manera indicada. 
Ya que b se “ajusta” precisamente en su rectángulo, como lo hace a en su rectán- 
gulo, esto es lo mismo que colocar la “cola” de b sobre la “cabeza” de a siendo 
el vector e desde la “cola” de a a la “cabeza” de b. Por supuesto, si sumamos a 
a b de la otra manera, pondriamos la “cola ” de a sobre la “cabeza” de b, y por las 
propiedades geométricas de los paralelogramos obtendriamos el mismo resultado 
para c. Nótese que los vectores se pueden sumar en esta forma sin hacer referencia 
a ejes de coordenadas. 


Supongan que multiplicamos un vector por un número «r. ¿qué significa esto? 
Lo definimos para indicar un nuevo vector cuyas componentes son aad, 04, y oa.. 
Lo dejamos como problema para que el estudiante demuestre que es un vector. 


aj 


-- - 


d=a-b 


Fig. 11-4. La suma de vectores. Fig. 11-5. La resta de vectores. 
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Consideremos ahora la sustracción de vectores. Podemos definir a la sustrac- 
ción de la misma manera como la adición, pero en lugar de sumar restamos las 
componentes. O podriamos definir la sustracción definiendo un vector negativo, 
—b = -—1b, y entonces sumariamos las componentes. Se llega a la misma cosa. El 
resultado se muestra en la figura 11-5. Esta figura muestra d = a —b = a + (>); 
también notamos que la diferencia a — b se puede encontrar muy fácilmente a 
partir de a y b usando la relación equivalente a = b + d. Asi, la diferencia es 
aún más facil de encontrar que la suma: ¡solo dibujamos el vector desde b hasta a 
para obtener a — b! 

A continuación discutimos la velocidad. ¿Por qué la velocidad es un vector? Si 
la posición está dada por las tres coordenadas (x, y, z), ¿qué es la velocidad? La velo- 
cidad está dada por dx/dt, dy/dt, dz/dt. ¿Es esto un vector, o no? Podemos averi- 
guarlo derivando las expresiones en la ecuación (11.5) para encontrar si la dx”/ dt 
se transforma de la manera correcta. Vemos que las componentes dx/dt y dy/ dt se 
transforman de acuerdo a las mismas leyes que x e y, y por lo tanto la derivada 
temporal es un vector. Así, pues, la velocidad es un vector. Podemos escribir la ve- 
locidad de una manera interesante como 


v = dr/dt. 


Lo que la velocidad es y por qué es un vector también se puede entender en forma 
más gráfica: ¿Hasta dónde se moverá una particula en un tiempo corto A£? Res- 
puesta: Ar, asi, si una particula está “aqui” en un instante y “allá” en otro ins- 
tante, entonces la diferencia vectorial de las posiciones Ar = r, — r,, que está en la 
dirección del movimiento mostrado en la figura 11-6, dividido por el intervalo de 
tiempo Af = £, — £,, es el vector “velocidad media”. 


ATi T, 
T ' i 
T, Fig. 11-6. El desplazamiento de una 
particula en un pequeño intervalo de tiempo 
o At = tt. 


En otras palabras, por vector velocidad queremos indicar el límite para Af ten- 
diendo a 0, de la diferencia entre los radios vectores en el tiempo £ + Af y el tiempo 
t, dividido por 4t: 


v= lim (Ar/Af) = dr/dt. (11.10) 


Aft 0 


Asi la velocidad es un vector, porque es la diferencia de dos vectores. Es también 
la definición correcta de velocidad, porque sus componentes son dx/dt, dy/dt y 
dz/dt. En efecto, vemos conforme a estos razonamientos que si derivamos cualquier 
vector con respecto al tiempo, formamos un nuevo vector. Asi, tenemos varias ma- 
neras de formar nuevos vectores: (1) multiplicar por una constante, (2) derivar con 
respecto al tiempo, (3) sumar o restar dos vectores. 
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11-6 Las leyes de Newton en notación vectorial 


Para escribir las leyes de Newton en forma vectorial, tenemos que avanzar un 
paso más aún y definir el vector aceleración. Este es la derivada temporal del vector 
velocidad y es fácil de demostrar que sus componentes son las segundas derivadas de 
x, y y z con respecto a l; 


dy dN/ dr dr 
EROON an 
do, dix doy dy do. dez 
= — = —7) = — = —7 ie o ES l l . l 2 
Sol dt? w= hT de s dt dt? ( ) 


Con esta definición, entonces, las leyes de Newton pueden escribirse de esta manera: 


ma =F (11.13) 
m(d?r/dt?) = F. (11.14) 


Ahora el problema de demostrar la invariancia de las leyes de Newton frente a 
una rotación de coordenadas es éste: demostrar que a es un vector; esto ya lo 
hemos hecho. Demostrar que F es un vector; suponemos que lo es. Asi, si la fuerza 
es un vector, entonces, ya que sabemos que la aceleración es un vector, la ecuación 
(11.13) será la misma en cualesquier sistemas de coordenadas. Escribirla en una for- 
ma que no contenga explicitamente las x, y y z tiene la ventaja de que a partir de 
ahora no necesitamos escribir {res leyes cada vez que escribimos las ecuaciones de 
Newton u otras leyes de la fisica. Escribimos lo que parece ser una ley; pero real- 
mente, por supuesto, representa las tres leyes para cualquier conjunto particular 
de ejes, porque cualquier ecuación vectorial encierra la afirmación de que cada una 
de las componentes es igual. 


Fig. 11-7. Una trayectoria curva. 


El hecho de que la aceleración es la derivada temporal del vector velocidad nos 
ayuda a calcular la aceleración en algunas circunstancias bastante complicadas. 
Supongamos, por ejemplo, que una particula se está moviendo sobre alguna curva 
complicada (Fig. 11-7) y que. en un instante £ dado. tenga una cierta velocidad v}. 
pero que cuando vamos a otro instante f, un poco después. tiene una velocidad di- 
ferente v,. ¿Cual es la aceleración? Respuesta: la aceleración es la diferencia en 
la velocidad dividida por el pequeño intervalo. de tiempo. asi que necesitamos la 
diferencia de las dos velocidades. ¿Cómo obtenemos la diferencia entre las velocidades” 
Para restar dos vectores. trazamos el vector por los extremos de v, y v,i esto es, 
dibujamos A como la diferencia de los dos vectores. ¿Correcto? ¡No! 
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Fig. 11-8. Diagrama para calcular la 
Va aceleración. 


¡Eso solamente sucede cuando las colas de los vectores están en el mismo lugar! 
¡No tiene sentido si movemos el vector a algún otro lugar y en seguida dibujamos 
una línea para unir los extremos, asi que ¡cuidado! Tenemos que dibujar un nuevo 
diagrama para restar los vectores. En la figura 11-8, v, y v, están ambas dibujadas 
paralelas e iguales a sus contrapartes en la figura 11-7, y ahora podemos discutir 
la aceleración. Por supuesto la aceleración es simplemente Av/At. Es interesante 
notar que podemos componer la diferencia de velocidad de dos partes; podemos 
pensar que la aceleración tiene dos componentes, Av en la dirección tangente a la 
trayectoria y Av; perpendicular a la trayectoria, como se indica en la figura 11-8. 
La aceleración tangente a la trayectoria es, por supuesto, justamente el cambio de 
longitud del vector, es decir, el cambio del módulo v: 


a, = dv/dt. (11.15) 


La otra componente de la aceleración, perpendicular a la curva, es fácil de calcular, 
usando las figuras 11-7 y 11-8. En el corto tiempo At sea el cambio en ángulo 
entre v, y v, el pequeño ángulo 40. Si el módulo de la velocidad se llama v, enton- 
ces, por supuesto, 


Av, = vA6 
y la aceleración a será: 
a, = v (40/41). 


Ahora necesitamos tonocer A0/At, que se puede encontrar de esta manera: si en 
un momento dado la curva se aproxima a una circunferencia de cierto radio R, 
entonces en un tiempo Af la distancia s es, por supuesto, v A£, donde v es el módulo 
de la velocidad. 


A0 = v (A/R), or A0/At = v/R. 


Por lo tanto, encontramos 
a = v?/R, (11.16) 
como hemos visto antes. 


11-7 Producto escalar de vectores 


Examinemos ahora un poco más las propiedades de los vectores. Es fácil ver 
que la /ongitud de un paso en el espacio seria la misma en cualquier sistema de 
coordenadas. Esto es, si un paso particular r se representa por x, y, z, en un sistema 
de coordenadas, y por x’, y”, z’, en otro sistema de coordenadas, seguramente la 
distancia r = |r| en ambos serian la misma. Ahora 


r= Y +y +z 
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y también 

r= vx YT r? 
Por lo tanto, lo que queremos verificar es que estas dos cantidades son iguales. 
Es mucho más conveniente no preocuparse de la raiz cuadrada; asi hablemos del 
cuadrado de la distancia; esto es, averiguemos si 


A e ds E (11.17) 


Sería bueno que fuera asi —y si sustituimos la ecuación (11.5) encontramos que 
realmente lo es—. Asi, pues, vemos que hay otras clases de ecuaciones que son váli- 
das para dos sistemas de coordenadas cualesquiera. 

Alguna cosa nueva está involucrada. Podemos producir una nueva cantidad, una 
función de x, y y z, llamada función escalar, una cantidad que no tiene dirección, 
sino que es la misma en ambos sistemas. A partir de un vector podemos construir 
un escalar. Tenemos que encontrar una regla general para eso. Es claro lo que la 
regla es para el caso recién considerado: sumar los cuadrados de las componentes. 
Ahora definamos una nueva cosa, que llamaremos a - a. Esto no es un vector, sino 
un escalar; es un número que es el mismo en todos los sistemas de coordenadas 
y se define como la suma de los cuadrados de las tres componentes del vector; 


a-a = ++ al (11.18) 


Ahora ustedes dirán: “¿Pero con qué ejes?” No depende de los ejes; la respuesta es 
la misma en fodo conjunto de ejes. Asi tenemos un nuevo tipo de cantidad, un 
nuevo invariante o escalar, producido por un vector “al cuadrado”. Si ahora defini- 
mos la siguiente cantidad para dos vectores cualesquiera a y b: 


a:b = ab, + ayb, + azbz, (11.19) 


encontramos que esta cantidad, calculada en sistemas con prima y sin prima, 
también sigue siendo la misma. Para probarlo notemos que es válido para a - a, 
b-b y c-c, donde c = a + b. Por lo tanto, la suma de los cuadrados (a, + b)? + 
+ (a, + b}? + (a, + b} será invariante: 


(az + b:)? + (ay + by)? + (a, + b)? = (axr + ba)? 
+ (ay + by)? + (ar + br)? (11.20) 


Si ambos miembros de esta ecuación se desarrollan, habria productos mixtos del 
mismo tipo que aparece en la ecuación (11.19), asi como las sumas de los 
cuadrados de las componentes de a y b. La invariancia de términos de la forma 
de la ecuación (11.18) deja entonces también invariantes los términos con productos 
mixtos (11.19). 

La cantidad a - b se llama producto escalar de dos vectores a y b, y tiene pro- 
piedades muy útiles e interesantes. Por ejemplo, se prueba fácilmente que 


a:(b4c)=a:b+a:c. (11.21) 


Además, existe una manera geométrica simple para calcular a .b, sin tener que 
calcular 


11-13 


las componentes de a y b : a - b es el producto del largo de a por el largo de b por 
el coseno del ángulo entre ellos. ¿Por qué? Supongamos que escogemos un sistema 
especial de coordenadas en el cual el eje x queda a lo largo de a; en ese caso la 
única componente de a que existe es a,, que es, por supuesto, el largo total de a. 
Asi la ecuación (11.19) se reduce a a - b = a,b, para este caso, y éste es el largo 
de a por la componente de b en la dirección de a, esto es, b cos 8: 


a:b = abcos 6. 


Por lo tanto, en este sistema especial de coordenadas, hemos probado que a - b es el 
largo de a por el largo de b por el cos 0. Pero si esto es verdad en un sistema 
de coordenadas, lo es en todos, porque a - b es independiente del sistema de coorde- 
nadas; ése es nuestro razonamiento. 


¿Cuál es la ventaja del producto escalar? ¿Existen casos en la fisica donde 
lo necesitamos? Si, lo necesitamos todo el tiempo. Por ejemplo, en el capitulo 4 
la energia cinética se indicó por lmv?, pero si el objeto se está moviendo en el 
espacio seria el cuadrado de la velocidad en la dirección x, en la dirección y, y 
en la dirección z, y así la fórmula para la energia cinética de acuerdo con el cálculo 
vectorial es 


K.E. = jm(v:v) = ¿m(í + o + v). (11.22) 


La energia no tiene dirección. El momentum tiene dirección, es un vector y es la 
masa por el vector velocidad. 

Otro ejemplo de un producto escalar es el trabajo realizado por una fuerza 
cuando algo se empuja desde un lugar a otro. No hemos definido aún el trabajo, 
pero éste es equivalente al cambio de energia como al levantar pesos cuando una 
fuerza F actúa una distancia s: 


Trabajo F-s (11.23) 


Algunas veces es muy conveniente hablar de las componentes de un vector en 
una cierta dirección (digamos la dirección vertical, porque ésa es la dirección de 
la gravedad). Para tales propósitos es útil inventar lo que llamamos un versor en la 
dirección que queremos estudiar. Por un versor entendemos un vector cuyo 
producto escalar consigo mismo es igual a la unidad. Llamemos a este vector i; 
entonces i - i = 1. Entonces si queremos la componente de algún vector en la direc- 
ción de i, vemos que el producto escalar a - i será a cos (), es decir la componente 
de a en la dirección de i. Esta es una bonita manera de obtener la componente: 
en realidad, nos permite obtener todas las componentes y escribir una fórmula bas- 
tante entretenida. Supongan que en un sistema dado de coordenadas, x, y, y z, inven- 
tamos tres vectores: i, un versor en la dirección x; j, un versor en la dirección y; y k, 
un versor en la dirección z. Notemos primero que i-i= 1. ¿Qué es i-j? Cuando dos 
vectores son perpendiculares, su producto escalar es cero. Asi 


x t 
il 
a] 

a e 
eS 
Ú 
= 
= 
x 
li 


(11.24) 
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Ahora, con estas definiciones, un vector cualquiera puede escribirse de esta 
manera 
a = ayi + aj + ak. (11.25) 


De este modo podemos ir desde las componentes de un vector al vector mismo. 

Esta discusión de los vectores de ningún modo es completa. Sin embargo, en vez 
de tratar de entrar ahora más profundamente en el tema, aprenderemos primero a 
usar en situaciones fisicas algunas de las ideas discutidas hasta aqui. Entonces, 
cuando hayamos dominado debidamente este material básico, encontraremos más 
facil penetrar más profundamente en el tema sin llegar a confundirnos demasiado. 
Encontraremos más tarde que es útil definir otra clase de producto de dos vec- 
tores, llamado producto vectorial, y que se escribe a x b. Sin embargo, emprende- 
remos una discusión de tales cosas en un capítulo posterior. 
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12-1 ¿Qué es una fuerza? 


A pesar de que es interesante y vale la pena estudiar las leyes fisicas, sencilla- 
mente porque nos ayudan a comprender y utilizar la naturaleza, uno debiera dete- 
nerse de vez en cuando y pensar: “¿Qué significan realmente?” El significado de 
cualquier afirmación es un tema que ha interesado e inquietado a los filósofos desde 
tiempos inmemoriales, y el significado de las leyes fisicas es aún más interesante, 
porque generalmente se cree que estas leyes representan alguna forma de conoci- 
miento real. El significado del conocimiento es un problema profundo en la filosofia 
y es siempre importante preguntar: “¿Qué significa?” 


Preguntemos: “¿Cuál es el significado de las leyes fisicas de Newton. que escri- 
bimos como F = ma? ¿Cual es el significado de fuerza, masa y aceleración?” Bue- 
no, intuitivamente podemos percibir el significado de masa, y podemos definir ace- 
leración si conocemos el significado de posic.dn y tiempo. No discutiremos los sig- 
nificados de estos términos, sino que nos concentraremos en el nuevo concepto de 
fuerza. La respuesta es igualmente simple:'*Si un cuerpo está acelerando, entonces 
una fuerza actúa sobre él”. Eso es lo que dicen las leyes de Newton, de manera 
que la más precisa y bella definición de fuerza imaginable puede decir sencillamente 
que fuerza es la masa de un objeto multiplicada por la aceleración. Supongan que 
tenemos una ley que diga que la conservación del momentum es válida si la suma de 
todas las fuerzas externas es cero; entonces surge la pregunta: “¿Que significa que 
la suma de todas las fuerzas externas sea cero?” Una forma cómoda de definir esa 
afirmación sería: “Cuando el momentum total es una constante, la suma de las fuer- 
zas externas es cero.” Debe haber algo erróneo en eso, porque, simplemente, no 
dice nada nuevo. Si hemos descubierto una ley fundamental que afirma que la fuerza 
es igual al producto de la masa por la aceleración, y después se define que la fuerza 
es masa por aceleración, no hemos averiguado nada. Podriamos también definir la 
fuerza diciendo que un objeto en movimiento sobre el cual no actúan fuerzas continúa 
moviéndose con velocidad constante en linea recta. Entonces, si observamos que un 
objeto no se mueve en linea recta con velocidad constante, podriamos decir que 
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actúa una fuerza sobre él. Ahora. tales cosas verdaderamente no pueden ser el 
contenido de la fisica, porque son definiciones que van en circulo vicioso. Sin embar- 
go, la aseveración newtoniana precedente parece ser una definición muy precisa de 
fuerza, y una que atrae al matemático: sin embargo, es completamente inutil. porque 
de una definición no puede hacerse predicción alguna. Uno puede sentarse todo un dia 
en un sillón y definir tales palabras a voluntad, pero averiguar qué sucede cuando 
dos esferas se empujan mutuamente o cuando se cuelga un peso de un resorte es com- 
pletamente distinto, porque la forma en que se comportan los cuerpos es algo que 
queda completamente fuera de toda definición. 


Por ejemplo, si quisiéramos decir que un cuerpo que se abandona a si mismo 
mantiene su posición y no se mueve, entonces cuando vemos que algo se des- 
plaza podriamos decir que se debe a una “guerza” —una gúerza es la velocidad de 
cambio de posición—. Ahora tenemos una maravillosa ley nueva, todo permanece 
en reposo, a menos que actúe una “gúerza `. Se dan cuenta que esto seria análogo a 
la anterior definición de fuerza y no contendría información alguna. Ei contenido 
real de las leyes de Newton es éste: que se supone que la fuerza tiene algunas propie- 
dades independientes, además de la ley F= ma; pero las propiedades especificas 
independientes que tiene la fuerza no fueron descritas totalrmente por Newton o por 
persona alguna y, por consiguiente, la ley fisica F= ma es una ley incompleta. 
Implica que si estudiamos la masa por la aceleración, y denominamos fuerza al pro- 
ducto, esto es, si estudiamos las caracteristicas de la fuerza como un programa 
de interés, entonces encontraremos que las fuerzas tienen algo de simplicidad; ¡la ley 
es un buen programa para analizar la naturaleza, es una sugerencia de que las fuer- 
zas serán sencillas! 

Ahora bien, el primer ejemplo de tales fuerzas fue la ley completa de gravitación, 
que fue dada por Newton y al enunciar la ley contestó la pregunta “¿Que es la 
fuerza?”. Si no hubiera nada más que gravitación, entonces la combinación de esta 
ley y la ley de la fuerza (segunda ley del movimiento) seria una teoria completa, 
pero existe mucho más que gravitación y queremos emplear las leyes de Newton en 
muchas situaciones diferentes. Por consiguiente, para poder continuar, tenemos que 
decir algo acerca de las propiedades de la fuerza. 


Por ejemplo, al tener que ver con las fuerzas. siempre se supone tácitamente que la 
fuerza es igual a cero, a menos que se encuentre presente un cuerpo fisico, esto es, 
si encontramos una fuerza distinta de cero, también encontramos que existe algo a 
su alrededor que es una fuente de tal fuerza. Esta suposición es enteramente dife- 
rente del caso de la “guerza”, que introdujimos anteriormente. Una de las caracte- 
risticas más importantes de una fuerza es que tiene un origen material, y esto no es 
meramente una definición. 

Newton tambien dio una regla acerca de la fuerza: que las fuerzas que inter- 
actúan entre cuerpos son iguales y opuestas —acción igual a reacción—; esta regla 
resulta no ser exactamente valida. En realidad, la ley F = ma no es exactamente 
válida; si fuera una definición tendriamos que decir que siempre es exactamen 
te válida; pero no lo es. 

El estudiante puede objetar: “No me gusta esta imprecisión, me gustaria tener 
todo definido en forma exacta; en realidad, algunos libros dicen que toda ciencia 
es una materia exacta, en la que fodo está definido.” Si insisten en una definición 
precisa de fuerza, ¡nunca la tendrán! Primero, porque la segunda ley de Newton no 
es exacta, y segundo, porque para comprender las leyes fisicas deben comprender 
que todas son alguna forma de aproximación. 
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Toda idea sencilla es aproximada; como ilustración, consideren un objeto... 
¿Qué es un objeto? Los filósofos siempre dicen: “Bien, tome simplemente una silla, 
por ejemplo.” En el momento que dicen eso, ustedes se dan cuenta que no saben 
más de lo que están hablando. ¿Qué es una silla? Bueno, una silla es algo que está 
por ahi... ¿cierto?, ¿cuán cierto? Los átomos se están evaporando de ella cada cierto 
tiempo -no muchos atomos, pero algunos—, mugre cae sobre ella y se disuelve en la 
pintura; de manera que definir una silla con precisión, decir exactamente qué átomos 
son silla y qué atomos son aire, o qué átomos son mugre, o qué atomos son pintura 
que pertenecen a la silla, es imposible. De manera que la masa de una silla puede 
definirse sólo en forma aproximada. Del mismo modo, definir la masa de un objeto 
aislado es imposible, porque no hay objetos simples y aislados en el mundo —todo 
objeto es una mezcla de muchas cosas, de manera que podemos trabajar con ellos 
sólo como una serie de aproximaciones e idealizaciones. 


El artificio está en las idealizaciones. En una excelente aproximación de tal vez 
de una parte en 10!°, el número de átomos en la silla no cambia en un minuto y, si 
no somos demasiado precisos, podemos idealizar la silla como una cosa definida; en 
igual forma aprenderemos acerca de las caracteristicas de una fuerza de una ma- 
nera ideal, si no somos demasiado precisos. Se puede estar insatisfecho con la 
visión aproximada de la naturaleza que la fisica procura obtener (el intento es siem- 
pre aumentar la exactitud de la aproximación), y se puede preferir una definición 
matemática; pero las definiciones matemáticas no pueden funcionar nunca en el 
mundo real. Una definicion matemática puede ser buena para los matemáticos, 
en que toda la lógica puede seguirse completamente. pero el mundo fisico es com- 
plejo, como lo hemos indicado en varios ejemplos, como los de las olas del mar y 
una copa de vino. Cuando tratamos de aislar partes, hablar de una masa, el vino y 
la copa, ¿cómo podemos saber cuál es cual, si uno se disuelve en el otro? Las fuer- 
zas que actúan sobre una sola cosa ya encierran aproximaciones, y si tenemos un 
sistema de razonamiento acerca del mundo real, entonces ese sistema, al menos hoy 
en dia, debe contener aproximaciones de alguna especie. 


Este sistema es bastante diferente del caso de la matemática, en que todo puede 
ser definido y entonces no sabemos de qué estamos hablando. En realidad, la gloria 
de la matemática es que no tenemos que decir de qué estamos hablando. La gloria es 
que las leyes, los razonamientos y la lógica son independientes de su “contenido”. 
Si tenemos cualquier otro conjunto de objetos que obedecen el mismo sistema de 
axiomas que la geometria de Euclides, entonces, si hacemos nuevas definiciones 
y las utilizamos con una lógica correcta, todas las consecuencias serán correctas. 
sin importar cuál fue el tema. En la naturaleza, sin embargo. cuando trazamos una 
linea. o establecemos una linea empleando un rayo de luz y un teodolito, tal como 
lo hacemos en levantamientos topográficos. ¿estamos midiendo una linea en el 
sentido de Euclides? No, estamos haciendo una aproximación: los rayos del retículo 
tienen cierto grosor, pero una linea geométrica no tiene grosor. de manera que si se 
puede o no emplear la geometria euclidiana para un levantamiento es un asunto 
fisico, no una cuestión matemática. Sin embargo. desde un punto de vista experi- 
mental, no. un punto de vista matematico, necesitamos saber si las leyes de Euclides 
se aplican a la clase de geometria que utilizamos al medir terrenos: hacemos una 
hipótesis de que sea asi, y funciona bastante bien: pero no es precisa. porque 
nuestras lineas de levantamiento no son en realidad lineas 
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geométricas. Si esas lineas de Euclides, que en realidad son abstractas, se aplican o 
no a las lineas de la experiencia es asunto de la experiencia; no es una cuestión que 
pueda contestarse sólo mediante razonamiento. 


Del mismo modo, no pòdemos decir que F = ma sea una definición, deducir 
todo de una manera puramente matemática y hacer de la mecánica una teoria mate- 
mática, cuando la mecánica es una descripción de la naturaleza. Estableciendo 
postulados adecuados, siempre es posible construir un sistema matemático, tal como 
lo hizo Euclides, pero no podemos hacer una matemática del mundo, porque tarde o 
temprano tenemos que averiguar si los axiomas son válidos para los objetos de la 
naturaleza. Asi que inmediatamente llegamos a enredarnos con estos complicados y 
“sucios” objetos de la naturaleza, pero con aproximaciones siempre crecientes en 
exactitud. , 


12-2 Roce 


Las consideraciones anteriores demuestran que una verdadera comprensión de 
las leyes de Newton requiere una discusión de las fuerzas, y el propósito de este 
capitulo es introducir tal discusión, como una especie de complementación de las 
leyes de Newton. Ya hemos estudiado las definiciones de aceleración e ideas relacio- 
nadas, pero ahora tenemos que estudiar las propiedades de las fuerzas, y este capí- 
tulo, a diferencia de los capitulos precedentes, no será muy preciso, porque las 
fuerzas son bastante complicadas. 

Para empezar con una fuerza en particular, consideremos la resistencia al avance 
= experimenta un aeroplano que vuela por el aire. ¿Cuál es la ley para esa fuerza? 

uro que existe una ley para cada fuerza, ¡debemos tener una ley!) Dificilmente 

ibamos pensar que la ley para esa fuerza fuera sencilla. Procuren imaginar qué 
a do que causa la resistencia al avance de un aeroplano que vuela por el aire —el 
aire fluyendo velozmente sobre las alas, el remolino en el dorso, los cambios que se 
original alrededor del fuselaje y muchas otras complicaciones—, y se darán 
cuenta que no habrá una ley sencilla. Por otro lado, es un hecho notable que la 
fuerza de resistencia sobre un aeroplano sea aproximadamente igual a una constante 
por el cuadrado de la velocidad, o F ~ cv”. 

Ahora, ¿cuál es la naturaleza de esa ley? ¿Es análoga a F = ma? De nin- 
guna manera, porque en primer lugar ésta es una ley empírica que se obtiene “grosso 
modo“ por pruebas efectuadas en un túnel de viento. Ustedes dirán: “Bien, puede 
que F = ma sea empirica también.” Esa no es razón para que exista diferencia. La 
diferencia no está en que sea empírica, sino que, como-entendemos la naturaleza, 
esta ley es el resultado de un complejo enorme de eventos y no es, fundamentalmen- 
te, una cosa sencilla. Si seguimos estudiandola más y más, midiendo cada vez con 
mayor exactitud, la ley continuará tornándose más complicada y no menos. En otras 
palabras, al estudiar esta ley de resistencia al avance de un aeroplano más y más 
detenidamente, encontramos que es “más y +más falsa”, y mientras más profunda- 
mente la estudiamos y mientras más exactamente midamos, tanto más complicada 
llega a ser la verdad; de manera que en ese sentido consideramos que no resulta de 
un proceso sencillo y fundamental, lo que concuerda con nuestra suposición ori- 
ginal. Por ejemplo, si la velocidad es extremadamente baja, tan baja que un aero- 
plano común no vuela, tal como sucede cuando el aeroplano es arrastrado lenta- 
mente por el aire, entonces la ley cambia, y el roce depende más bien linealmente de 
la velocidad. Para considerar otro ejemplo, la fuerza de roce sobre una pelota o 
burbuja, o cualquier cosa que se mueva lentamente en 
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un liquido viscoso como la miel, es proporcional a la velocidad, pero para movimien- 
tos tan rapidos que el fluido se arremolina (no sucede con la miel, pero si con el 
agua y el aire), entonces la resistencia por roce es casi proporcional al cuadrado 
de la velocidad (F = cv?), y si la velocidad continúa aumentando, también esta ley 
empieza a fallar. Las personas que dicen: “Bien, el coeficiente varia muy poco”, 
estan esquivando la discusión. Segundo, existen otras grandes complicaciones: ¿pue- 
de descomponerse esta fuerza que actúa sobre el aeroplano o ser analizada como 
una fuerza que actúa sobre las alas, una fuerza al frente, y asi sucesivamente? De 
hecho, esto puede hacerse. si nos preocupamos de los torques que actúan por aqui 
y por alla, pero entonces tendremos que obtener leyes especiales para las fuerzas 
en las alas, etc. Es un hecho asombroso que la fuerza que actúa en un ala dependa 
de la otra ala: en otras palabras, si desarmamos el aeroplano y colocamos una sola 
ala en el aire, la fuerza no es la misma que cuando el resto del aeroplano está pre- 
sente. La razón, por supuesto, es que parte del viento que da al frente se mueve al- 
rededor de las alas y cambia las fuerzas sobre las alas. Parece un milagro que 
exista tal ley empirica sencilla y aproximada que pueda utilizarse en el diseño de 
aeroplanos, pero esta ley no se encuentra en la misma clase de las leyes básicas 
de la física, y un estudio más amplio de ella sólo la hará cada vez más complicada. 
Un estudio sobre cómo depende el coeficiente c de la forma de la parte frontal del 
aeroplano es, para ponerlo en términos suaves, para desanimar a cualquiera. Simple- 
mente no existe una ley sencilla para determinar el coeficiente en términos de la 
forma del aeroplano. Por el contrario, la ley de la gravitación es sencilla y un ma- 
yor estudio sólo revela una mayor simplicidad. 

Acabamos de discutir dos casos de roce, que resultan del movimiento rápido 
en el aire y el movimiento lento en la miel. Existe otra clase de roce, llamado roce 
seco. o roce por deslizamiento que ocurre cuando un cuerpo sólido desliza sobre 
otro. En este caso se necesita una fuerza para mantener el movimiento. Se la llama 
fuerza de roce y su origen también es un asunto muy complicado. Ambas superfi- 
cies de contacto son irregulares a nivel atómico. Hay muchos puntos de contacto en 
que los atomos parecen pegarse unos a otros y entonces, al arrastrar el cuerpo des- 
lizante, los átomos se separan y surge vibración; algo asi tiene que suceder. Antes el 
mecanismo de este roce se creia muy sencillo, que las superficies estaban solamente 
llenas de irregularidades y el roce se originaba al levantarse el cuerpo resbalante 
sobre las protuberancias; pero esto no puede ser, porque no hay pérdida de energia 
en ese proceso, ya que de hecho se consume potencia. El mecanismo de la perdida 
de potencia es que al pasar el deslizador por sobre los obstáculos, los obstáculos 
se deforman y entonces generan ondas y movimientos atómicos y, después de un 
rato, calor en los dos cuerpos. Ahora bien, es muy notable que de nuevo, empirica- 
mente, este roce pueda ser descrito en forma aproximada mediante una ley sencilla. 
Esta ley es que la fuerza necesaria para vencer el roce y arrastrar un objeto sobre 
otro depende de la fuerza normal (esto es, perpendicular a la superficie) entre las 
dos superficies en contacto. En realidad, con una buena aproximación, la fuerza de 
roce es proporcional a la fuerza normal, y tiene un coeficiente más o menos cons- 
tante; esto es, 


F = uN, (12.1) 


en que u se llama coeficiente de roce (Fig. 12-1). A pesar de que este coeficiente 
no es exactamente constante, la fórmula es una buena regla empirica para juzgar en 
forma aproximada 


12-5 


=> Dirección del movimiento 


R Fig. 12-1. La relación entre fuerza de 
roce y la fuerza normal para un contacto 
deslizante. 


la cantidad de fuerza que se necesitaría en ciertas circunstancias prácticas de la in- 
geniería. Si la fuerza normal o la rapidez del movimiento aumenta demasiado, la ley 
falla, a causa del excesivo calor generado. Es importante darse cuenta de que cada 
una de estas leyes empiricas tiene sus limitaciones, más allá de las cuales no dan 
resultado. 

Que la fórmula F= uN es aproximadamente correcta puede demostrarse por 
medio de un sencillo experimento. Armamos un plano inclinado en un ángulo 0 pe- 
queño y colocamos un bloque de peso W sobre el plano. Entonces inclinamos el 
plano para formar un ángulo mayor, hasta que el bloque apenas empieza a moverse 
a causa de su propio peso. La componente del peso hacia abajo a lo largo del plano 
es W sen 0, y ésta debe ser igual a la fuerza de roce F cuando el bloque se desliza 
uniformemente. La componente del peso normal al plano es W cos 0 y ésta es la 
fuerza normal N. Con estos valores, la fórmula llega a ser W sen 0 = uW cos 0, 

sen O 
de la que obtenemos u = 658 
objeto empezaría a deslizarse a una inclinación determinada. Si el mismo bloque 
se carga con un peso adicional, a pesar que W aumenta, todas las fuerzas aumentan 
en la misma proporción y W se cancela. Si yu permaneciera constante, el bloque con 
el peso adicional se deslizaria otra vez bajo el mismo ángulo de inclinación. Cuando 
el ángulo 0 se determina mediante el experimento con el peso original, se encuentra 
que con un mayor peso el bloque se deslizaráa más o menos bajo el mismo angulo. 
Esto valdrá aun cuando un cuerpo pese varias veces lo que pesa el otro, y así, con- 
cluimos que el coeficiente de roce es independiente del peso. 

Al efectuar este experimento se nota que cuando el plano está inclinado más o 
menos en el angulo 0 correcto, el bloque no se desliza uniformemente, sino que lo 
hace en forma vacilante. En algún lugar puede detenerse, en otros puede moverse 
con cierta aceleración. Este comportamiento indica que el coeficiente de roce es 
constante sólo en forma aproximada y varia de lugar en lugar a lo largo del plano. 
El mismo comportamiento errático se observa estando el bloque cargado o no. Tales 
variaciones son causadas por diferentes grados de suavidad o rugosidad del plano y 
tal vez mugre, óxidos, u otra materia extraña. Las tablas que dan los supuestos va- 
lores de x para “acero sobre acero”, “cobre sobre cobre” y otros por el estilo, son 
todas falsas, porque no toman en cuenta los factores mencionados más arriba, que 
en realidad son los que determinan 1. El roce nunca se debe a “cobre sobre cobre”, 
etcétera, sino que se debe a las impurezas que se adhieren al cobre. 


= tg. Si esta ley fuera exactamente válida, un 


En un experimento del tipo que se ha descrito, el roce es aproximadamente inde- 
pendiente de la velocidad. Muchas personas creen que el roce que hay que vencer 
para empezar a mover algo (roce estático) excede la fuerza necesaria para mante- 
nerlo deslizando (roce resbalante), pero en metales secos es muy dificil demostrar 
que existe alguna diferencia. La opinión tiene su origen probablemente en las 
experiencias en que se presentan pequeñas cantidades de aceite o lubricante, o en 
que bloques, por ejemplo, son sostenidos por resortes u otros soportes flexibles tal 
que parecen estar ligados. 
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Es bastante dificil efectuar experimentos cuantitativos exactos sobre el roce, y las 
leyes del roce todavia no han sido muy bien analizadas, a pesar del alto valor que 
tiene para la ingenieria un análisis exacto. A pesar de que la ley F = uN es bastante 
exacta una vez que las superficies han sido estandarizadas, la razón para esta forma 
de ley en realidad no se comprende. Demostrar que u es aproximadamente indepen- 
diente de la velocidad exige cierta experimentación delicada, porque el roce aparente 
disminuye mucho si la superficie inferior vibra muy rápido, Cuando el experimento 
se realiza a velocidades muy altas, hay que tener cuidado en que los objetos no 
vibren uno respecto del otro, ya que las disminuciones aparentes del roce a altas 
velocidades se deben a menudo a vibraciones. De todos modos, esta ley del roce es 
otra de esas leyes semiempiricas que no se comprenden perfectamente, y en vista de 
todo el trabajo que se ha hecho, es sorprendente que no se haya llegado a una 
mayor comprensión de este fenómeno. Actualmente, es imposible aún estimar el 
coeficiente de roce entre dos sustancias. 


Ha quedado indicado más arriba que ensayos para medir u haciendo resbalar 
sustancias puras, como cobre sobre cobre, llevan a resultados falsos, porque las 
superficies en contacto no son de cobre puro, sino mezclas de óxido y otras impure- 
zas. Si procuramos obtener cobre absolutamente puro, si limpiamos y pulimos las 
superficies, desgasamos los materiales al vacio y tomamos todas las precauciones 
posibles, todavia no se obtiene u. Porque, si inclinamos el aparato aún hasta una 
posición vertical, el cuerpo que desliza no va a caer —¡los dos pedazos de cobre se 
adhieren!-. ¡El coeficiente u, que generalmente es menor que la unidad para superfi- 
cies razonablemente duras, llega a ser varias veces la unidad! La razón de este 
comportamiento inesperado es que cuando los átomos en contacto son todos de la 
misma naturaleza, no hay manera de que los átomos “sepan” que estan en diferen- 
tes pedazos de cobre. Cuando hay otros atomos, en los óxidos y en las grasas y 
láminas superficiales delgadas más complicadas de contaminantes entre ellas, los 
atomos “saben” cuando no están en la misma parte. Cuando consideramos que son 
las fuerzas entre los atomos las que mantienen unido el cobre como un sólido, debe 
quedar claro que es imposible obtener el correcto coeficiente de roce para metales 
puros. 

El mismo fenómeno puede observarse en un sencillo experimento casero, ejecu- 
tado con una plancha de vidrio y un vaso de vidrio. Si se coloca el vaso sobre la 
plancha y se tira con un hilo desliza bastante bien y uno puede sentir el coeficiente 
de roce; es un poquito irregular, pero es un coeficiente. Si ahora mojamos la plancha 
y la parte inferior del vaso y tiramos de él otra vez, encontramos que se adhieren y 
si observamos detenidamente, encontraremos que se rayan, porque el agua puede 
separar la. grasa y Otras materias extrañas de la plancha, y entonces tenemos en 
realidad contacto entre vidrio y vidrio; este contacto es tan bueno que se mantiene 
ajustado y se resiste tanto a la separación que el vidrio se rompe; es decir, produce 
rayas. 


12-3 Fuerzas moleculares 


A continuación discutiremos las caracteristicas de las fuerzas moleculares. Estas 
son fuerzas entre los átomos y constituyen el origen último del roce. Las fuerzas 
moleculares nunca han sido explicadas satisfactoriamente sobre la base de la física 
clásica; se necesita de la mecánica cuántica para entenderlas plenamente. Sin em- 
bargo, empiricamente, la fuerza entre 
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átomos es como se ilustra esquemáticamente en la figura 12-2, en que se grafica la 
fuerza entre atomos en función de la distancia r entre ellos. Existen diferentes ca- 
sos: en la molécula de agua, por ejemplo, las cargas negativas se encuentran en ma- 
yor cantidad en el oxigeno y las posiciones medias de las cargas negativas y de las 
cargas positivas no se encuentran en el mismo punto; en consecuencia, otra molécu- 
la cercana experimenta una fuerza relativamente grande que se denomina fuerza 
dipolo-dipolo. Sin embargo, para muchos sistemas las cargas están mucho mejor 
compensadas, en particular en el oxigeno gaseoso, que es perfectamente simétrico. 
En este caso, a pesar de que las cargas negativas y positivas están dispersas sobre 
la molécula, la distribución es tal que el centro de las cargas negativas y el centro 
de las cargas positivas coinciden. Una molécula en la cual no coinciden los centros 
se denomina molécula polar, y la carga multiplicada por la separación de los cen- 
tros se llama momento dipolar. Una molécula no polar es aquella en que los centros 
de las cargas coinciden. Para todas las moléculas no polares, en que todas las fuer- 
zas eléctricas se neutralizan, de todos modos resulta que la fuerza a una distancia 
muy grande es una atracción y varia inversamente con la séptima potencia de la 
distancia, o F = k/r?, en que k es una constante que depende de las moléculas. 
Por qué es asi lo sabremos sólo cuando aprendamos mecánica cuántica. Cuando 
hay dipolos las fuerzas son más grandes. Cuando los atomos o las moléculas se 
acercan demasiado se repelen con una fuerza repulsiva muy grande; ¡esto es lo que 
impide que al caer atravesemos el piso! 


FA | Repulsión 


Fig. 12-2. La fuerza entre dos átomos 
en función de su distancia de separación. 


Atracción 


Estas fuerzas moleculares pueden mostrarse de una manera bastante directa: una 
de éstas es el experimento de roce con un vaso de vidrio deslizante; otro consiste 
en tomar dos superficies cuidadosamente pulidas y limpias que son exactamente 
planas, de manera que las superficies puedan juntarse muy estrechamente. Un ejem- 
plo de estas superficies son los bloques Johansson que se emplean en talleres de má- 
quinas como patrones para medir longitudes con precisión. Si uno de estos bloques 
se hace deslizar sobre otro muy cuidadosamente y el de arriba se levanta, el otro se 
adherirá y también se levantará debido a las fuerzas moleculares, constituyendo un 
ejemplo de atracción directa entre los átomos de un bloque por los átomos del otro. 


Sin embargo, estas fuerzas moleculares de atracción no son todavía fundamenta- 
les, en el sentido en que la gravitación es fundamental; se deben a la vastamente 
compleja interacción de todos los electrones y núcleos de una molécula con todos 
los electrones y núcleos de la otra. Cualquier fórmula de apariencia sencilla que 
obtengamos representa una suma de complicaciones, de manera que todavia no he- 
mos obtenido el fenómeno fundamental. 
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Como las fuerzas moleculares atraen a grandes distancias y repelen a distancias 
cortas, como se muestra en la figura 12-2, podemos formar sólidos en que todos los 
atomos se mantienen unidos por sus atracciones, y se mantienen separados por la 
repulsión que se origina cuando están demasiado juntos. Á una cierta distancia d 
(donde el gráfico de la figura 12-2 cruza el eje) las fuerzas son cero, lo que 
significa que están equilibradas, de manera que las móleculas se mantienen sepa- 
radas a esa distancia entre sí. Si las moléculas se comprimen hasta acercarse a una 
distancia inferior a d, todas muestran una repulsión representada por la parte del 
gráfico que se encuentra sobre el eje r. Comprimir las moléculas sólo ligeramente 
exige una gran fuerza, porque la repulsión molecular se torna rápidamente muy 
grande a distancias inferiores a d. Si las moléculas se separan ligeramente, se sus- 
cita una leve atracción que aumenta al aumentar la separación. Si son separadas con 
fuerza suficiente, se separarán permanentemente —la ligadura se rompe. 


Si las moléculas son comprimidas sólo una distancia muy pequeña, o separadas 
solo una distancia muy pequeña mas alla de d, la correspondiente distancia a lo 
largo de la curva de la figura 12-2 es también muy pequeña y puede aproximarse 
a una linea recta. Por consiguiente, en muchas circunstancias, si el desplazamiento 
no es demasiado grande, la fuerza es proporcional al desplazamiento. Este principio 
se conoce como ley de Hooke, o ley de la elasticidad, que dice que la fuerza que 
actúa sobre un cuerpo y que trata de restaurar el cuerpo a su condición original 
cuando ha sido deformado es proporcional a la deformación. Esta ley. por su- 
puesto, es válida sólo cuando la deformacion es relativamente pequeña; cuando 
aumenta demasiado, el cuerpo de despedaza o quiebra dependiendo de la clase 
de deformación. Los valores de la fuerza, para los cuales la ley de Hooke es 
válida, depende del material: por ejemplo, para masa o masilla la fuerza es muy pe- 
queña, pero para el acero es relativamente grande. La ley de Hooke puede ser de- 
mostrada bastante bien por medio de un resorte largo hecho de acero y suspendido 
verticalmente. Un peso apropiado colgado en el extremo inferior del resorte produce 
una pequeña torsión a lo largo del alambre, que resulta en una pequeña deflexión 
vertical en cada vuelta y totaliza un gran desplazamiento si tiene muchas vueltas. 
Si se mide el alargamiento total producido, digamos que por un peso de ¡00 gramos. 
se encuentra que agregando pesas de 100 gramos. cada una producira un alarga- 
miento adicional que es muy cercanamente igual al estiramiento que se midió para 
los primeros 100 gramos. Este cociente constante entre la fuerza y el alargamiento 
empieza a cambiar cuando se sobrecarga el resorte. esto es, la ley.de Hooke ya no 
se cumple. 


12-4 Fuerzas fundamentales. Campos 


Ahora discutiremos las únicas fuerzas restantes que son fundamentales. Las lla- 
mamos fundamentales en el sentido de que sus leyes son fundamentalmente sencillas. 
Primero discutiremos la fuerza eléctrica. Los objetos son portadores de cargas eléc- 
tricas que simplemente consisten en electrones o protones. Si dos cuerpos cuales- 
quiera estan cargados eléctricamente, existe una fuerza eléctrica entre ellos y si las 
magnitudes de las cargas son q, y q». respectivamente, la fuerza varia en razón in- 
versa al cuadrado de la distancia entre las cargas o F= (const.) q, q,/r?. Para 
cargas distintas esta ley es similar a la ley de gravitación, pero para cargas de signos 
iguales la fuerza es repulsiva y el signo (dirección) se invierte. Las cargas q, y q» 
pueden ser intrinsecamente positivas 
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o negativas y en cualquier aplicación específica de la fórmula, la dirección de la 
fuerza resultará correcta si a las q se les da el signo más o menos apropiado; 
la fuerza está dirigida a lo largo de la linea entre las dos cargas. La constante en la fór- 
mula depende, por supuesto, de las unidades que se utilicen para la fuerza, la 
carga y la distancia. Corrientemente la carga se mide en coulombs, la distancia en 
metros y la fuerza en newtons. Entonces, para obtener la fuerza en newtons, la cons- 
tante (que por razones históricas se escribe 1/4re¿) toma el valor numérico 


€o = 8.854 X 1071? coul?/newton - m? 


l/4rey = 8.99 X 10% n- m?/coul?. 


De manera que la ley de la fuerza para cargas estáticas es 
F = q1q21/4r6pr?. (12.2) 


En la naturaleza, la carga más importante de todas es la de un electrón, que es 
1.60 = 107!* coulomb. Al trabajar con fuerzas eléctricas entre particulas fundamen- 
tales en vez de cargas grandes, muchos prefieren la combinación (q„)?/47r£ o, en que 
q. se define como la carga de un electrón. Esta combinación ocurre frecuentemente 
y para simplificar los cálculos se ha definido por el simbolo e”: su valor numérico en 
el sistema MKS de unidades resulta ser (1,52 x 107!*%)?. La ventaja de usar la cons- 
tante en esta forma es que la fuerza entre dos electrones, en newtons, puede escri- 
birse sencillamente como e? /r?, con r en metros, sin ninguna de las constantes indivi- 
duales. Las fuerzas eléctricas son mucho más complicadas que lo que indica esta 
sencilla fórmula. ya que la fórmula da la fuerza entre dos objetos solo cuando los 
objetos están en reposo. Pronto consideraremos el caso más general. 


En el análisis de fuerzas de naturaleza más fundamental (no de fuerzas tales 
como el roce, sino de fuerzas eléctricas o gravitacionales), se ha desarrollado un 
concepto muy interesante e importante. Ya que a primera vista las fuerzas son mu- 
cho más complicadas que lo que indica la ley de la inversa del cuadrado y estas 
leyes son válidas sólo cuando los cuerpos que interactúan están en reposo, se nece- 
sita un nictodo mejorado para tratar las fuerzas muy complejas que resultan cuan- 
do los cuerpos empiezan a moverse en forma complicada. La experiencia ha demos- 
trado que un enfoque, conocido como concepto de. “campo”, es muy útil en el aná- 
lisis de fuerzas de este tipo. Con el fin de ilustrar la idea para fuerzas elóctricas. 
digamos, supongan que tenemos dos cargas eléctricas q, y q, colocadas en los pun- 
tos P y R respectivamente. Entonces la fuerza entre las cargas está dada por 


F = 91921/1. (12.3) 


Para analizar esta fuerza mediante el concepto de campo, decimos que la carga q, 
en P produce una “condición” en R, tal que cuando la carga q, se coloca en R 
“siente” la fuerza. Esta es una forma, extraña quizá, de describirla; decimos que la 
fuerza F sobre q, en R puede ser escrita en dos partes. Es q, multiplicada por una 
cantidad E que estaria ahi, estuviese o no q,, (siempre que mantengamos todas las 
demás cargas. 
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en sus respectivos lugares). Decimos que E es la “condición” producida por q, y 
F es la respuesta de q, a E. E se denomina campo eléctrico y es un vector. La fór- 
mula para el campo eléctrico E que se produce en el punto R debido a la carga q, 
en P es la carga q, multiplicada por la constante 1/4€, dividido por r? (r es la 
distancia de P a R) y actúa en la dirección del radio vector (el radio vector r divi- 
dido por su propia longitud). La expresión para E es asi: 


E = q,1/4r€pr”. (12.4) 


Entonces escribimos 
F = q,E, (12.5) 


que expresa la fuerza, el campo y la carga en el campo. ¿Cuál es el propósito de 
todo esto? El propósito es dividir el análisis en dos partes. Una parte dice que algo 
produce un campo. La otra parte dice que algo es influenciado por el campo. Al 
observar estas dos partes independientemente, esta separación en el análisis simpli- 
fica el cálculo de un problema en muchas situaciones. Si están presentes muchas 
cargas, primero calculamos el campo eléctrico total producido en R por todas las 
cargas, y luego, conociendo la carga que se coloca en R, encontramos la fuerza que 
actúa sobre ella. 


En el caso de la gravitación podemos hacer exactamente lo mismo. En este caso, 
en que la fuerza F = —Gm,m),t/r?, podemos hacer un análisis análogo, como sigue: 
la fuerza que actúa sobre un cuerpo en un campo gravitacional es igual a la masa 
del cuerpo por el campo C. La fuerza sobre sobre m, es la masa m, multiplicada 
por el campo C producido por m,; esto es F = m, C. Entonces el campo C produci- 
do por un cuerpo de masa m, es C = Gm, r/r* y está dirigido radialmente como 
en el caso eléctrico. 

A pesar de lo que pueda parecer en un principio, este separar una parte de la 
otra no es una trivialidad. Sería trivial, sólo otra manera de escribir lo mismo, si las 
leyes de fuerza fueran sencillas, pero las leyes de fuerza son tan complicadas, que 
resulta que los campos tienen una realidad que es casi independiente de los objetos 
que los crean. Uno puede hacer algo asi como agitar una carga y producir un efecto, 
un campo, a cierta distancia; si entonces uno deja de agitar la carga, el campo sigue 
el curso de todo lo pasado, porque la interacción de las dos particulas no es instan- 
tánea. Es deseable tener alguna forma de recordar lo que pasó previamente. Si la 
fuerza sobre alguna carga depende de donde estaba otra carga ayer, y lo que es 
asi, entonces necesitamos un mecanismo para seguir la pista de locque sucedió ayer, 
y ésa es la indole del campo. De manera que, cuando las fuerzas se vuelven más 
complicadas, el campo se hace más. y más real y esta técnica llega a ser menos y 
menos una separación artificial. 


Al analizar las fuerzas por medio de campos, necesitamos dos clases de leyes 
relacionadas con los campos. La primera es la respuesta a un campo, que da las 
ecuaciones de movimiento. Por ejemplo, la ley de respuesta de una masa a un cam- 
po gravitacional es que la fuerza es igual a la masa por el campo gravitacional; o, 
si también existe una carga en el cuerpo, la respuesta de la carga al campo eléctrico 
es igual a la carga por el campo eléctrico. La segunda parte del análisis de la 
naturaleza en estas situaciones es formular las leyes que determinan la intensidad 
del campo y cómo se produce. 
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A veces a estas leyes se las denomina ecuaciones de campo. Aprenderemos más 
sobre ellas a su debido tiempo, pero escribiremos algunas cosas ahora. 


Primero, el hecho más notable de todos, el cual es exactamente verdadero y que 
se puede comprender fácilmente, es que el campo eléctrico total producido por 
varias fuentes es la suma vectorial de los campos eléctricos producidos por la pri- 
mera fuente, la segunda y asi sucesivamente. En otras palabras, si tenemos numero- 
sas cargas produciendo un campo y si una sola puede producir el campo E}, otra 
puede producir el campo E, y asi sucesivamente, entonces sumamos los vectores 
para obtener el campo total. Este principio puede expresarse asi 


E = E + Es + Es ++: (12.6) 


o, en vista de las definiciones dadas más arriba, 


E = y LE. (12.7) 
T 4reo? 


¿Puede aplicarse el mismo método a la gravitación? La fuerza entre dos masas 
m, y m, fue expresada por Newton como F = Gm, m, r/r. Pero según el concepto 
de campo, podemos decir que m, crea un campo C en todo el espacio que la rodea, 
de manera que la fuerza sobre m, está dada por 


F = mC. (12.8) 


Por analogia completa con el caso eléctrico 
C = —Gmxr:;/r (12.9) 
y el campo gravitacional producido por varias masas es 
C= Citt: , (12.10) 


En el capitulo 7, al resolver un caso sobre movimiento planetario en esencia emplea- 
mos este principio. Sencillamente sumamos todos los vectores fuerza para obtener la 
fuerza resultante sobre un planeta. Si dividimos por la masa del planeta en cuestión, 
obtenemos la ecuación (12.10). 

Las ecuaciones (12.6) y (12.10) expresan lo que se conoce como principio de 
superposición de campos. Este principio dice que el campo total debido a todas las 
fuentes es la suma de los campos debidos a cada fuente. Por lo que sabemos hoy 
dia, para la electricidad ésta es una ley que podemos garantizar de una manera ab- 
soluta, que es válida aunque la ley de fuerza es complicada a causa de los movimien- 
tos de las cargas. Hay violaciones aparentes, pero un análisis más cuidadoso ha 
demostrado siempre que se deben a no haber tomado en cuenta cierta carga en mo- 
vimiento. Sin embargo, a pesar de que el principio de superposición se aplica con 
exactitud a fuerzas eléctricas, no es exacto para la gravedad si el campo es dema- 
siado intenso y la ecuación de Newton (12.10) es sólo aproximada según la 
teoria gravitacional de Einstein. 


Estrechamente relacionada con la fuerza eléctrica existe otra clase. denominada 
fuerza magnetica. y ésta también se analiza en términos de un campo. Algunas de 
las relaciones cualitativas entre fuerzas eléctricas y magnéticas pueden ser ilustradas 
mediante un experimento con un tubo 
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de rayos electrónicos (figura 12-3). En un extremo de ese tubo hay una fuente que 
emite un chorro de electrones. Dentro del tubo hay dispositivos para acelerar los 
electrones a una velocidad alta y enviar algunos de ellos en un haz estrecho a una 
pantalla fluorescente en el otro extremo del tubo. Un punto luminoso brilla en el 
centro de la pantalla donde golpean los electrones y esto hace posible trazar la tra- 
yectoria de los electrones. En el trayecto hacia la pantalla, el haz de electrones pasa 
por un espacio estrecho entre un par de placas metálicas paralelas colocadas, diga- 
mos, horizontalmente. Se puede aplicar un voltaje entre las placas metálicas, de ma- 
nera que cualquier placa puede hacerse negativa a voluntad. Cuando hay un voltaje 
asi, existe un campo eléctrico entre las placas. 


j / Y CTN] 
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Fig. 12-3. Un tubo de haz de electrones. 


La primera parte del experimento consiste en aplicar un voltaje negativo a la 
placa inferior, lo cual significa que se han colocado electrones adicionales en la 
placa inferior. Como cargas iguales se repelen, el punto luminoso en la pantalla se 
desplaza instantáneamente hacia arriba. (También podriamos decir esto de otra * 
manera: los electrones “sintieron” el campo y respondieron desviándose hacia 
arriba.) A continuación invertimos el voltaje haciendo negativa la placa superior. 
El punto luminoso en la pantalla salta ahora debajo del centro, demostrando que los 
electrones del haz fueron repelidos por la placa de encima de ellos. (O podriamos 
decir otra vez que los electrones “respondieron” al campo, que ahora tiene direc- 
ción inversa.) 

La segunda parte del experimento consiste en desconectar el voltaje de las placas 
y probar el efecto de un campo magnético sobre el haz de electrones. Esto se hace 
por medio de un imán en forma de herradura, cuyos polos están lo suficientemente 
separados como para abarcar más o menos el tubo. Supongan que sujetamos el 
imán por debajo del tubo con la misma orientación de la letra U, con sus polos 
hacia arriba y con una parte del tubo por el medio. Notamos que el punto luminoso 
se desvía, digamos, hacia arriba, al acercar el imán al tubo desde abajo. De manera 
que parece que el imán repele el haz de electrones. Sin embargo, esto no es tan sen- 
cillo, porque si invertimos el imán sin invertir los polos lado por lado y lo acercamos 
al tubo desde arriba, el punto luminoso se mueve todavia hacia arriba, de manera 
que el haz de electrones no es repelido; por el contrario, parece que fuera atraido 
esta vez. Ahora, empecemos otra vez, volviendo el imán a su orientación U original 
y manteniéndolo por debajo del tubo como antes. Si, el punto todavia se desvia 
hacia arriba; pero ahora giremos el imán en 180° alrededor de un eje vertical, de 
manera que todavia esté en la posición U, pero los polos están invertidos lado por 
lado. Observen, ahora el punto salta hacia abajo y se mantiene abajo, aunque invir- 
tamos el imán y lo acerquemos desde arriba como antes. 
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Para comprender este extraño comportamiento, debemos tener una nueva combi- 
nación de fuerzas. Lo explicamos asi: Entre los polos del imán existe un campo mag- 
nético. Este campo tiene una dirección que siempre sale de un polo en particular 
(que podriamos marcar) y entra al otro. Al invertir el imán no cambió la dirección 
del campo, pero al invertir los polos lado por lado, se invirtió la dirección. Por 
ejemplo, si la velocidad de los electrones fuera horizontal en la dirección x y el 
campo magnético fuera tambien horizontal, pero en la dirección y, la fuerza mag- 
nética sobre los electrones en movimiento seria en la dirección z, esto es, hacia arri- 
ba o hacia abajo dependiendo de si el campo estaba en la dirección y positiva o 
negativa. 

A pesar de que ahora no daremos la ley correcta de la fuerza entre las cargas 
que se mueven en forma arbitraria unas respecto a otras, porque es demasiado com- 
plicada, daremos un aspecto de ella: la ley completa de las fuerzas si se conocieran 
los campos. La fuerza que actúa sobre un objeto cargado depende de su movimiebp- 
to; si existiese una fuerza, cuando el objeto está en reposo en un lugar determinado, 
ésta se torna proporciona! a la carga; el coeficiente es lo que llamamos campo 
eléctrico. Cuando el objeto se mueve la fuerza puede ser diferente y la corrección, 
la nueva “parte” de la fuerza, resulta ser exactamente dependiente linealmente de la 
velocidad, pero perpendicular a v y a Otra cantidad vectorial que llamamos induc- 
ción magnética, B. Si las componentes del campo eléctrico E y la inducción magné- 
tica B son, respectivamente (E, E,, E) y (Bo B,, B.), y si la velocidad v tiene las 
componentes (Yy, V» vz), entonces la fuerza magnética y eléctrica total que actúa 
sobre una carga q en movimiento, tiene las componentes. 


F: -z q(Ez + vyB, ES vB), 
F, = q(E, + vB, — vzB,), (12.11) 
F, = E + v-By — vB). 


Si, por ejemplo, la única componente del campo magnético fuera B, y la única com- 
ponente de la velocidad fuera v,, el único término que queda en la fuerza magnética 
sería una fuerza en la dirección z, perpendicular a B y a v. 


12-5 Seudofuerzas 


La siguiente clase de fuerza que discutiremos podria llamarse seudofuerza. En 
el capitulo 11 discutimos la relación entre dos personas. Juan y Pedro. que utilizan 
distintos sistemas de coordenadas. Supongamos que las posiciones de una particula 
mediadas por Juan sean x y por Pedro x’; entonces las leyes son como sigue: 

x=x<+s, y = y, z=7', 
en que s es el desplazamiento del sistema de Pedro relativo al de Juan. Si suponemos 


que las leyes de movimiento son correctas para Juan, ¿qué aspecto tienen para Pe- 
dro? Primero encontramos que 


dx/dt = dx'/dt + ds/dt. 
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Anteriormente consideramos el caso en que s era constante y encontramos que s 
no influia en las leyes de movimiento, ya que ds/dt = 0; en ultima instancia, enton- 
ces, las leyes de la fisica eran las mismas en ambos sistemas. Pero otro caso que 
podemos considerar es que s= u t, en que u'es una velocidad uniforme en línea 
recta. Entonces s no es constante y ds/dt no es cero, sino que es u, una constante. 
Sin embargo, la aceleración d*x/dt? es aún igual a dx /df?, porque du/dt = 0. Esto 
demuestra la ley que empleamos en el capitulo 10, esto es, que si nos movemos en 
línea recta con velocidad uniforme, las leyes de la fisica nos parecerán las mismas 
que cuando estamos en reposo. Esta es la transformación de Galileo. Pero queremos 
discutir el interesante caso en que s es todavia más complicado, digamos s = at?/2. 
Entonces ds/dt = at y d*s/ df? = a, una aceleración uniforme; o en un caso todavia 
más complicado, la aceleración podría ser función del tiempo. Esto significa que, 
a pesar de que las leyes de fuerza desde el punto de vista de Juan serian 


las leyes de la fuerza como vistas por Pedro parecerian 


2. 
n a = Fy — ma. 
Esto es, como el sistema de coordenadas de Pedro está acelerando con respecto al 
de Juan, el termino extra ma entra en escena, y Pedro tendrá que corregir sus fuer- 
zas en esa cantidad para conseguir que funcionen las leyes de Newton. En otras 
palabras, he aqui una nueva fuerza aparente y misteriosa de origen desconocido, 
que aparece, por supuesto, porque Pedro tiene un sistema de coordenadas equivoca- 
do. Este es un ejemplo de seudofuerza; otros ejemplos ocurren en sistemas de coor- 
denadas que rotan. 


Otro ejemplo de seudofuerza es la que a menudo se denomina “fuerza centri- 
fuga”. Un observador en un sistema de coordenadas que rota, por ejemplo una caja 
que rota, encontrará fuerzas misteriosas no explicadas por ningún origen de fuerza 
conocido, que lanza los objetos hacia afuera contra las paredes. Estas fuerzas se 
deben sencillamente al hecho de que el observador no tiene el sistema de coordena- 
das de Newton, el cual es el sistema de coordenadas más sencillo. 


Una seudofuerza puede ilustrarse por medio de un interesante experimento en 
que empujamos un jarro con agua sobre una mesa con aceleración. La gravedad, 
por supuesto, actúa hacia abajo sobre el agua, pero debido a la aceleración horizon- 
tal existe también una seudofuerza que actúa horizontalmente y en sentido contrario 
a la aceleración. La resultante de la gravedad y la seudofuerza forma un ángulo con 
la vertical y durante la aceleración la superficie del agua será perpendicular a la 
fuerza resultante, esto es, oblicua con respecto a la mesa, con el agua a un nivel más 
alto en el lado posterior del jarro. Cuando deja de actuar la fuerza que empuja al 
jarro y éste disminuye la velocidad debido al roce. la seudofuerza se invierte. y el 
nivel del agua es más alto en la parte delantera del jarro (Fig. 12-4). 


Un aspecto muy importante de las seudofucrzas es que son siempre proporciona- 
les a las masas: lo mismo es cierto para la gravedad. Existe la posibilidad, por 
consiguiente, 
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que la gravedad misma sea una seudofuerza. ¿No es posible tal vez. que la gravita- 
ción se deba simplemente al hecho de que no tenemos el sistema de coordenadas 
apropiado? Después de todo, siempre podemos obtener una fuerza proporcional a 
la masa si imaginamos que un cuerpo esta acelerando. Por ejemplo, un hombre en- 
cerrado en una caja en reposo sobre la tierra se encuentra sujeto al piso del cajón 
con una cierta fuerza que es proporcional a su masa. Pero si no estuviera la tierra 
y el cajón estuviese en reposo, el hombre dentro del cajón flotaria en el espacio. 
Por otro lado, si no existiera la tierra y algo estuviera tirando del cajón propor- 
cionándole la aceleración g, el hombre en el cajón, analizando la fisica, encontraria 
una seudofuerza que lo tiraria al piso, tal como lo hace la gravedad. 


o) 
9 
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3 g Fig. 12-4. Ejemplo de seudofuerza. 


Einstein propuso la famosa hipótesis de que las aceleraciones imitan a la gravi- 
tación, que las fuerzas de aceleración (las seudofuerzas) no pueden distinguirse de 
las de gravedad; no es posible afirmar qué parte de una fuerza es gravedad y qué 
parte es seudofuerza. 


Puede que esté bien considerar la gravedad como una seudofuerza, decir que 
todos estamos sujetos a la tierra, porque estamos acelerando hacia arriba, pero ¿qué 
diremos de la gente que vive en Madagascar, en el otro lado de la tierra, ¿aceleran 
también ellos? Einstein encontró que la gravedad podria considerarse como una 
seudofuerza sólo en un punto a la vez, y sus consideraciones lo condujeron a suge- 
rir que la geometría del mundo es más complicada que la geometria euclidiana co- 
mún. La presente discusión es sólo cualitativa y no pretende dar una idea general. 
Para dar una idea aproximada de cómo la gravitación podria ser el resultado de 
seudofuerzas, presentamos un ejemplo que es solamente geométrico y no representa 
la situación real. Supongan que vivimos en dos dimensiones y que no sabemos nada 
de una tercera. Pensamos que nos encontramos en un plano, pero supongan que 
estamos realmente en la superficie de una esfera. Y supongan que disparamos un 
objeto sobre este terreno, sin que actúe alguna fuerza sobre él. ¿A donde irá? Pare- 
ceria ir en una linea recta, pero tienen que permanecer en la superficie de la esfera, 
en que la distancia más corta entre dos puntos es a lo largo de un circulo máximo; 
de manera que se mueve en un círculo máximo. Si disparamos en igual forma otro 
objeto, pero en otra dirección, avanza en otro circulo máximo. Porque pensamos 
que estamos en un plano, esperamos que los dos cuerpos continúen apartándose 
linealmente con el tiempo, pero una observación cuidadosa demostrará que si avan- 
zan suficientemente empiezan a juntarse otra vez, como si estuvieran atrayéndose. 
Pero no se están atrayendo —sólo existe algo “misterioso” en esta geometria. Este 
ejemplo en particular no describe correctamente la forma en que la geometria de 
Euclides es “misteriosa”, pero ilustra que si deformamos suficientemente la geome- 
tria es posible que toda gravitación esté relacionada en alguna forma con seudofuer- 
zas; ésa es la idea general de la teoria einsteniana de la gravitación. 
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12-6 Fuerzas nucleares 


Finalizamos este capitulo con una breve discusión sobre las únicas fuerzas res- 
tantes, que se denominan fuerzas nucleares. Estas fuerzas se encuentran dentro de 
los núcleos de los átomos y, a pesar de que han sido muy discutidas, nadie ha cal- 
dulado jamás la fuerza que actúa entre dos núcleos y, en realidad, hoy día no se 
conoce ninguna ley para las fuerzas nucleares. Estas fuerzas tienen un alcance muy 
pequeño, que es más o menos como el tamaño del núcleo, tal vez 10"'* cm. Con 
particulas tan pequeñas y a distancias tan cortas, sólo son válidas las leyes de la 
mecánica cuántica, no así las leyes newtonianas. En el análisis nuclear ya no pen- 
samos en función de fuerzas y, en realidad, podemos reemplazar el concepto de 
fuerza por el concepto de energía de interacción entre dos particulas, un tema que se 
discutirá más tarde. Cualquier fórmula que se pueda escribir sobre fuerzas nucleares 
es en cierto modo una burda aproximación que omite muchas complicaciones; una 
puede ser como la que sigue: las fuerzas dentro del núcleo no varian en razón in- 
versa al cuadrado de la distancia, sino que se extinguen exponencialmente en cierta 
distancia r, como se expresa en F= (1/r?) exp (—r/r,), en que la distancia rọ es del 
orden de 107** centimetros. En otras palabras, las fuerzas desaparecen tan pronto 
como las particulas se encuentren a una distancia mayor que ésa a pesar de que son 
fuerzas muy grandes dentro del alcance 10`"? centimetros. Tal como se entienden 
hoy dia, las leyes de las fuerzas nucleares son muy complejas; no las entendemos 
de una manera sencilla y el problema de analizar el mecanismo fundamental de las 
fuerzas nucleares no está resuelto. Intentos de una solución han llevado al 
descubrimiento de numerosas particulas extrañas, los mesones 7, por ejemplo, pero 
el origen de estas fuerzas permanece oscuro. 
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Trabajo y energía potencial (A) 


13-1 Energía de un cuerpo que cae 13-3 La suma de energía 
13-2 Trabajo realizado por la gra- 13-4 Campo gravitacional de objetos 
vedad grandes 


13-1 Energía de un cuerpo que cae 


En el capitulo 4 discutimos la conservación de la energia. En esa discusión no 
empleamos las leyes de Newton, pero es, por supuesto, de gran interés entender có- 
mo sucede que esa energia se conserve de hecho de acuerdo con estas leyes. Para 
mayor claridad empezaremos con el ejemplo más simple posible, y después desarro- 
llaremos ejemplos más y más difíciles. 


El ejemplo más simple de conservación de energia lo constituye un objeto que 
cae verticalmente, que se mueve sólo en dirección vertical. Un objeto que cambia 
su altura bajo la influencia de la gravedad solamente, tiene una energía cinética 
T (o E.C.) debida a su movimiento durante la caida, y una energía potencial mgh, 
abreviada U o E.P., cuya suma es constante. 


¿me + mgh = constante, 
EC. E.P. 


T + U = constante. (13.1) 


Ahora nos gustaria demostrar la validez de esta afirmación. ¿Qué queremos decir 
con demostrar su validez? A partir de la segunda ley de Newton podemos decir 
facilmente cómo se mueve el objeto, y es facil averiguar que la velocidad cambia 
con el tiempo, es decir, que aumenta en proporción al tiempo y que la altura varia con 
el cuadrado dei tiempo. De manera que si medimos la altura a partir de un punto 
cero donde el objeto está en reposo, no es ningún milagro que la altura sea igual al 
cuadrado de la velocidad multiplicada por un número de constantes. Sin embargo, 
observemos esto un poco más detenidamente. 

Averiguemos directamente a partir de la segunda ley de Newton cómo debe 
variar la energía cinética, tomando la derivada de la energia cinética con respecto. 


al tiempo y después empleando las leyes de Newton. Derivando 4 mv? respecto al 
tiempo, obtenemos 


ola - m2») 2 a ad 
aromas am2o zj = mo (13.2) 
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ya que m se supone constante. Pero según la segunda ley de Newton, m (dv/ dt) = F, 
de modo que 


dT/dt = Fr. (13.3) 


En general, resultará ser F - v, pero en nuestro caso unidimensional dejémoslo como 
fuerza por velocidad. 

Ahora bien, en nuestro ejemplo simple la fuerza es constante, igual a — mg, una 
fuerza vertical (el signo menos indica que actúa hacia abajo), y la velocidad, por su- 
puesto, es la derivada de la posición vertical, o altura A, respecto al tiempo. Asi la 
derivada de la energia cinética es -mg (dh/ di), cantidad que, milagro de milagros, ¡es 
la derivada de otra cosa! ¡Es la derivada respecto al tiempo de mgh! Por consiguiente, 
a medida que pasa el tiempo, las variaciones de energia cinética y de la cantidad mgh 
son iguales y opuestas, de manera que la suma de las dos cantidades permanece cons- 
tante, Q.E.D. 


dhydt 
Fig. 13-1. Un objeto moviéndose sobre 
una curva sin roce bajo la acción de la gra- 
x vedad. 


Hemos demostrado, partiendo de la segunda ley de Newton del movimiento, que 
la energia se conserva en los casos de fuerzas constantes, cuando sumamos la energia 
potencial mgh a la energia cinética 4mv?. Ahora estudiemos esto un poco más y vea- 
mos si se puede generalizar y así avanzar en nuestro conocimiento. ¿Funciona sólo 
en la caida libre o es más general? Esperamos de nuestra discusión sobre la conser- 
vación de la energia, que ésta de resultados para un objeto que se mueve de un punto 
a otro en una especie de curva sin roce, bajo la influencia de la gravedad (Fig. 13-1). 
Si el objeto alcanza cierta altura A desde una altura original H, la misma fórmula seria 
correcta también, aunque la velocidad sea ahora en alguna dirección distinta de la ver- 
tical. Nos gustaria comprender por qué la ley es todavia correcta. Sigamos el mismo 
análisis, averiguando la derivada de la energia cinética con respecto al tiempo. Será 
otra vez mv (dv/dt), pero m (dv/dt) es la derivada del módulo del momentum, esto es, 
la fuerza en la dirección del movimiento, la fuerza tangencial F,. Asi 


dT dv 
Pr me > Fo. 


Ahora bien. la velocidad es la derivada temporal de la distancia a lo largo de la cur- 
va, ds/dt, y la fuerza tangencial F, no es me, sino que es menor en el cociente entre 
la distancia ds a lo largo del camino y la distancia vertical /. En otras palabras. 


F, = —mgsend = —mg T? 


de manera que 


d and dh 
hao -me (HE) Boe 


ya que los ds se cancelan. Asi, pues, tenemos — mg (dh/ dt), que es igual a la deriva- 
da de mgh como antes. 

Para poder entender exactamente cómo funciona la conservación de la energia 
en la mecánica en general, discutiremos en seguida cierto número de conceptos que 
nos ayudarán a analizarlo. 


Primero, discutiremos la variación de la energia cinética en general en tres dimen- 
siones. La energía cinética en tres dimensiones es 


T = me? + r? + ul). 


Si derivamos esta ecuación con respecto al tiempo, obtenemos tres terminos espan- 


tosos: 
aT =m Ç dis +e d'y v za). (13.4) 


Pero m(dv,/ dt) es la fuerza F, que actúa sobre el objeto en la dirección de x. De 


manera que el primer miembro de la ecuación (13.4) es Fv, + Fw, + Fv, Recor- 


dando nuestro cálculo vectorial reconocemos esto como F + v; por consiguiente, 


dT/dt = F- y. (13,5) 


Este resultado puede deducirse más rápidamente como sigue: si a y b son dos vec- 
tores que dependen del tiempo, la derivada de a - b es, en general, 


día -b)/d1 = a: db/dt + (da/dt): b. (13.6) 


Entonces usamos esto en la forma a = b = v: 


d(3m?) ETA A dy. e ds 13.7 
dt dt all dt (i 


Debido a que los conceptos de energia cinética y energia en general son tan 
importantes, se han dado diversos nombres a los importantes términos en ecuacio- 
nes tales como éstas. jmv? se denomina, como sabemos, energía cinética. F - v se 
llama potencia: la fuerza que actúa sobre un objeto por la velocidad del objeto (pro- 
ducto escalar de vectores) es la potencia entregada al objeto por esa fuerza. Asi, 
pues, tenemos un maravilloso teorema: La variación de la energía cinética de un 
objeto es igual a la potencia gastada por la fuerza que actúa sobre él. 


Sin embargo, para estudiar la conservación de la energía queremos analizar esto 
más detenidamente. Calculemos la variación de la energia cinética en un tiempo 
dt muy corto. Si multiplicamos ambos miembros de la ecuación (13.7) por dt, encon- 
tramos que la variación diferencial de la energía cinética es la fuerza “escalar” la 
distancia diferencial en que se ha movido 


dT = F- ds. (13.8) 
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Si ahora integramos, obtenemos, 
2 
AT = f F- ds. (13.9) 
1 


¿Qué significa esto? Significa que si un objeto se mueve de una manera cualquiera 
bajo la influencia de una fuerza, moviéndose en una cierta clase de trayectoria cur- 
va, entonces la variación de E.C. cuando va de un punto a otro a lo largo de la 
curva es igual a la integral de la componente de la fuerza según la curva, por el 
desplazamiento diferencial ds, efectuándose lá integración de un punto al otro. Esta 
integral también tiene nombre; se llama trabajo efectuado por la fuerza sobre el 
objeto. Vemos inmediatamente que potencia es trabajo realizado por segundo. Ve- 
mos también que es sólo una componente de la fuerza en la dirección del movimiento 
la que contribuye al trabajo efectuado. En nuestro sencillo ejemplo, las fuerzas eran 
sólo verticales y tenian una sola componente, digamos F, igual a —mg. No importa 
cómo se mueve el objeto en esas circunstancias, cayendo en parábola por ejemplo, 
F . ds, que se puede escribir como: F,dx + F dy + F,dz, se reduce a F,dz = -meg dz, 
porque las otras componentes de la fuerza son cero. Por consiguiente, en nuestro caso 
sencillo: 
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[ E-ds = f -mg dz = -mg — zi), (13.10) 
1 21 


de manera que otra vez descubrimos que sólo la altura vertical desde la que cae el 
objeto es la que contribuye a la energia potencial. 


Una palabra sobre unidades. Puesto que las fuerzas se miden en newtons y mul- 
tiplicamos por una distancia para obtener trabajo, el trabajo se mide en newton - 
- metros (n - m), pero a la gente no le gusta decir newton-metros, sino que prefiere 
decir joules (3). Un newton-metro se denomina joule: el trabajo se mide en joules. 
Potencia, entonces, es joules por segundo y a esto se le llama watt (W). Si multi- 
plicamos watts por el tiempo, el resultado es el trabajo efectuado. El trabajo que 
efectúa la compañia eléctrica en nuestras casas, técnicamente hablando, es igual 
a los watts por el tiempo. De ahi obtenemos cosas tales como kilowatt-hora, 1.000 
watts por 3.600 segundos o sea 3,6 x 10% joules. 

Tomemos ahora otro ejemplo de la ley de conservación de la energia. Conside- 
remos un objeto que tiene inicialmente energia cinética y que se mueve muy rápido 
y que resbala sobre el piso con roce. Se detiene. Al comienzo la energia cinética 
no es cero, pero al final es cero; hay trabajo efectuado por las fuerzas, porque 
cuando hay roce siempre hay una componente de la fuerza en dirección opuesta a la 
del movimiento, de manera que la energia se pierde paulatinamente. Pero ahora con- 
sideremos una masa ubicada en el extremo de un pivote que oscila sin roce en un 
plano vertical en un campo gravitacional. Lo que sucede aquí es diferente, porque 
cuando la masa se mueve hacia arriba, la fuerza actúa hacia abajo y cuando la masa 
baja, la fuerza también es hacia abajo. Asi F - ds tiene un signo al moverse hacia 
arriba y otro al bajar. En cada punto correspondiente en el camino hacia arriba y 
hacia abajo, los valores de F - ds son exactamente iguales en módulo, pero de sig- 
nos opuestos, de manera que el resultado neto de la integral será cero para este caso. 
La energía cinética con que la masa vuelve al punto más bajo es la misma que tenía 
al partir; esto es el principio de la conservación de la energia. (Noten que cuando 
existen fuerzas de roce, parece a primera vista que la conservación de la energia 
no es valida. 


134 


Tenemos que encontrar otra forma de energia. Resulta, en realidad, que se genera 
calor en un objeto cuando roza con otro, pero por el momento, según lo que se su- 
pone, eso no lo sabemos.) 


13-2 Trabajo realizado por la gravedad 


El siguiente problema a discutir es mucho más dificil que el anterior; tiene que 
ver con el caso en que las fuerzas no son constantes o simplemente verticales, como 
lo fueron en los casos que acabamos de resolver. Queremos considerar un planeta, 
por ejemplo, que se mueve alrededor del sol o un satélite en el espacio alrededor 
de la tierra. 


Fig. 13-2. Una pequeña masa m cae 
P bajo la acción de la gravedad hacia la masa 
grande M. 


Frimero consideremos el movimiento de un objeto que parte desde el punto 1 y 
cae, digamos, directamente hacia el sol o hacia la tierra (Fig. 13.2). ¿Habrá una 
ley de conservación de la energia en estas circunstancias? La única diferencia es 
que en este caso la fuerza está cambiando a medida que avanzamos, no es precisa- 
mente una constante. Como sabemos, la fuerza es GM/r? multiplicado por la masa 
m, en que m es la masa que se mueve. Ahora, ciertamente, cuando un cuerpo cae a 
la tierra, la energia cinética aumenta al aumentar la distancia caida, tal como sucede 
cuando no nos preocupamos de la variación de la fuerza con la altura. El asunto 
es, si es posible encontrar otra fórmula para la energía potencial diferente de mgh, 
una función diferente de la distancia a la tierra, para que la conservación de la 
energía continúe siendo válida. 


Este caso unidimensional es fácil de resolver porque sabemos que la variación 
de la energía cinética es igual a la integral, de un extremo del movimiento al otro, 
de ~GMm/ r? por el desplazamiento dr: 


2 
T2 zm Tı = al GMm t, (13.11) 


No se necesitan cosenos en este caso porque la fuerza y el desplazamiento tienen 
la misma dirección. Es fácil integrar dr/r?; el resultado es —1/r, de manera que la 
ecuación (13.11) se transforma en 


T, —T, = +GMm € a 2). (13.12) 


Asi obtenemos una fórmula diferente para la energia potencial. La ecuación (13.12) 
nos dice que la cantidad (¿mv? —-GMm/ r) calculada en el punto 1, en el punto 2 o en 
cualquier otro lugar, tiene un valor constante. 


Ya tenemos la fórmula de la energia potencial para el movimiento vertical en un 
campo gravitacional. Ahora se nos presenta un problema interesante. ¿Podemos 
conseguir movimiento perpetuo en un campo gravitacional? El campo gravitacional 
varia: en lugares diferentes 
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tiene direcciones diferentes y tiene intensidades diferentes. ¿Podriamos hacer 
algo asi como esto, usando una trayectoria fija y sin roce: empezar en algún 
punto y levantar un objeto hasta algún otro punto, luego moverlo en un arco 
hasta un tercer punto. luego bajarlo cierta distancia. despues moverlo oblicua- 
mente y sacarlo por otro camino, para que al llevarlo al punto de partida cierta can- 
tidad de trabajo haya sido efectuada por la fuerza gravitacional y la energia cinética 
del objeto haya aumentado? ¿Podemos idear la curva de manera que el objeto vuel- 
va moviéndose un poquito mas rápido que antes, de manera que dé vueltas y vueltas 
y nos dé movimiento perpetuo? Como el movimiento perpetuo es imposible, debe- 
mos hallar que también esto es imposible. Debemos descubrir la siguiente proposi- 
cion: como no hay roce, el objeto deberia volver con una velocidad ni mayor ni 
menor, deberia poder seguir dando vueltas y vueltas en cualquier trayectoria cerra- 
da. Expresandolo de otra manera, el trabajo total efectuado al completar un ciclo 
debe ser cero para fuerzas de gravedad, porque si no es cero, podemos sacar ener- 
gia dando vueltas. (Si el trabajo resulta ser menor que cero, de manera que obtene- 
mos menos velocidad al dar vuelta en una dirección, entonces simplemente damos 
vuelta en la otra dirección, porque las fuerzas, por supuesto, dependen solo de la 
posición, no de la dirección; si en un sentido es positivo, en el otro sentido será ne- 
gativo, de manera que, a menos que sea cero, obtendremos movimiento perpetuo 
dande vueltas en cualquier sentido.) 


Fig. 13-3. Una trayectoria cerrada en un 
campo gravitacional. 


¿Es el trabajo realmente cero? Procuremos demostrar que lo es. Primero vamos 
a explicar más o menos por qué es cero, y después lo examinaremos un poco mejor 
matemáticamente. Supongamos que empleamos una trayectoria sencilla como la que 
se ve en la figura 13-3, en que una masa pequeña se lleva del punto I al 2 y des- 
pués da vuelta en un circulo hasta 3, sigue hacia 4, después a 5, 6, 7 y 8 y final- 
mente, vuelva a 1. Todas las lineas o son puramente radiales o circulares con M 
como centro. ¿Cuánto trabajo se realiza al llevar m por este camino? Entre los pun- 
tos 1 y 2 es GMm por la diferencia de 1/r entre estos dos puntos: 


2 2 
m= f ra= f -GMm% = -GMm(} — L). 
1 1 r r2 rı 


De 2 a 3 la fuerza es exactamente perpendicular a la curva. luego W,, = 0. El 


trabajo entre 3 y 4 es 
i iol 
TAR F:ds = -emm(} - 2). 
3 Fa r3 


En igual forma encontramos que W,, = 0, W,, = -GMm(1/r, — 1/r,). W,, = 0. 
Wi = -GMm(1/r; — 1/r;3) y Wa, = 0. 
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Por consiguiente 


w = Gm (7 RRE. E. ka a -L+L-2). 


ri ra Fa r4 r5 reg r7 rg 


Pero notamos que r, = Fy F4 = Fs, Fe = Fa rg = r,. Por consiguiente W = 0. 


Fig. 13-4. Una trayectoria cerrada “lisa” 
mostrando un segmento ampliado de ella 
aproximado con una serie de escalones for- 
mados por segmentos radiales y arcos de 


c b circunferencia, y una vista aumentada de un 
escalón. 


Naturalmente podriamos preguntarnos si ésta es una curva demasiado trivial. 
¿Qué pasa si consideramos una curva real? Hagamos la prueba con una curva real. 
Antes que nada podriamos afirmar que una curva real siempre se puede represen- 
tar lo suficientemente bien por una serie de dientes de sierra como los que se ven 
en la figura 13-4 y que por consiguiente, etc., Q.E.D., pero sin un pequeño analisis 
no es obvio al principio, que el trabajo efectuado al recorrer aún un pequeño trián- 
gulo sea cero. Ampliemos uno de los triangulos, como se muestra en figura 13-4. 
¿Será el trabajo que se efectúa al moverse desde a hasta b y desde b hasta c en un 
triángulo el mismo que el trabajo efectuado al ir directamente desde a hasta c? Su- 
pongan que la fuerza actúa en cierta dirección; consideremos un triángulo cuyo lado 
bc tiene esta dirección, sólo como un ejemplo. También supongamos que el triangulo 
sea tan pequeño que la fuerza sea esencialmente constante en todo el triángulo. 
¿Cuánto trabajo se efectúa al moverse desde a hasta c? Es: 


Wac = [f F-ds = Fscos 0, 


ya que la fuerza es constante. Calculemos ahora el trabajo que se efectúa al reco- 
rrer los otros dos lados del triángulo. En el lado vertical ab la fuerza es perpendicu- 
lar a ds, de manera que aqui el trabajo es cero. En el lado horizontal bc, 


Wo. =f Fods = Fx. 


Se comprende entonces, que el trabajo efectuado al moverse a lo largo de los lados 
de un triángulo pequeño es igual al efectuado al moverse en un plano inclinado, por- 
que s cos O es igual a x. Hemos demostrado previamente que el resultado es cero 
para cualquier trayectoria compuesta de una serie de muescas como las de la figura 
13-3 y tambien que se efectúa el mismo trabajo si atravesamos de esquina a esquina 
en vez de seguir las muescas (siempre que las muescas sean lo suficientemente finas, 
y siempre podemos hacerlas muy finas); por consiguiente, el trabajo efectuado al 
recorrer cualquier trayectoria cerrada en un campo gravitacional es cero. 

Este es un resultado muy notable. Nos dice algo que no sabiamos antes respecto 
al movimiento planetario. Nos dice que cuando un planeta se mueve alrededor del 
sol (sin que haya otros cuerpos cerca, ni otras fuerzas), se mueve en tal forma. que 
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el cuadrado de la velocidad en cualquier punto, menos ciertas constantes divididas 
por el radio en ese punto, es siempre igual en cada punto de su órbita. Por ejem- 
plo, cuanto más cerca del sol se encuentre el planeta, más rápido se moverá; pero, 
¿Cuánto más? Tanto como lo que sigue: si en vez de dejar que el planeta gire alre- 
dedor del sol, le cambiáramos la dirección (pero no el módulo) de su velocidad y lo 
hiciéramos mover radialmente y luego lo dejáramos caer desde un radio especial al 
radio que interese, la nueva velocidad seria la misma que la que tenia en su órbita 
real, porque éste es sólo otro ejemplo de trayectoria complicada. Siempre que regre- 
semos a la misma distancia, la energía cinética sera la misma. Asi, tanto si el movi- 
miento es el real, no perturbado, como si se le cambia la dirección por medio de 
canales, o vinculos sin roce, la energia cinética con que el planeta llega a cierto 
punto será siempre la misma. 


Por lo tanto, cuando hacemos un análisis numérico del movimiento del planeta 
en su Orbita, como lo hicimos anteriormente, podemos verificar en cada paso si es- 
tamos o no cometiendo errores apreciables al calcular esta cantidad constante, la 
energía, y ésta no deberia cambiar. Para la órbita de la tabla 9-2 la energía si va- 
ria*, varia en alrededor de 1,5 por ciento desde el principio hasta el fin. ¿Por qué? 
Bien porque en el método numérico empleamos intervalos no infinitesimales, o bien 
porque cometimos un pequeño error en los calculos aritméticos en alguna parte. 


Estudiemos la energía en otro caso: el problema de una masa fija a un resorte. 
Cuando desplazamos la masa de su posición de equilibrio, la fuerza restauradora 
es proporcional al desplazamiento. En esas circunstancias, ¿podemos deducir una 
ley para la conservación de la energia? Si. porque el trabajo realizado por una 
fuerza como esa 


T 
W = [Fax = f -kxdxs = =3kx?. (13.13) 
0 0 
Por consiguiente, para una masa fija a un resorte tenemos que la energia cinética 
de la masa que oscila más jkx* es una constante. Veamos cómo funciona esto. Tira- 
mos de la masa hacia abajo; está detenida aún. por lo que su velocidad es cero. Pero 
x no es cero, x está en su valor máximo, entonces existe alguna energia, la energia 
potencial por supuesto. Ahora soltamos la masa y algo empieza a suceder (no va- 
mos a discutir detalles), pero en cualquier instante la energia cinética más la poten- 
cial debe ser una constante. Por ejemplo, una vez que la masa en su recorrido pasa 
el punto original de equilibrio, la posición x es igual a cero, pero esto ocurre cuando 
tiene su mayor v?, y a medida que logra mayor x? obtiene menos v?, y así sucesiva- 
mente. De manera que el balance de x? y v? se mantiene cuando la masa se mueve 
hacia arriba y hacia abajo. Asi tenemos ahora otra regla, que la energía potencial 
para un resorte es ¿ka”, si la fuerza es —kx. 


13-3 Suma de energias 


Entramos ahora en consideraciones más generales sobre lo que sucede cuando 
hay un gran número de objetos. Supongan que tenemos el complicado problema 
constituido por muchos objetos, que designaremos por i = 1, 2, 3, ..., todos ejercien- 
do atracciones gravitacionales entre 


a 2 


La energía es } (v? + v,2) — 1/r en las unidades de la Tabla 9-2 
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si. ¿Qué sucede entonces? Vamos a demostrar que si sumamos las energías cinéticas 
de todas las particulas y agregamos a ésta la suma, extendida a todos los pares de 
particulas. de su energía potencial gravitatoria mutua ~ GMm /rij, el total es una cons- 
tante: X 
mm; 
Pamat D - 2 = const. (13.14) 


Fij 
z (pares ij) 1) 


¿Cómo lo demostramos? Derivamos cada miembro con respecto al tiempo y obte- 
nemos cero. Al derivar įm}, encontramos derivadas de la velocidad que son las 
fuerzas tal como en la ecuación (13.5). Reemplazamos estas fuerzas por la ley de 
fuerza que conocemos a partir de la ley de gravedad de Newton y observamos en- 
tonces que lo que queda es lo mismo que la derivada respecto al tiempo de 


5 Gm¿m; 
pares Pi 
í 


La derivada respecto al tiempo de la energía cinètica es 


d 1 2 dv; 
di 2 23M 0 2 MN: di 


D Fev (13.15) 


= GmM;mM;t;j 
= > > o Ii EE 
3 
i j 


ri 


[l 


if 


La derivada respecto al tiempo de la energia potencial es 


d o Gmm; Gmm; \f[ drij 
a a (+ pa Js j 


pares pares 


/ 
Pero 


E V F E T F, 


de manera que 


drj 1 EAS de e) 
de — Bri [2cx, le di 


O E RA 
+20: (2 Ls) 


L V: — Y; 
= Fi 
Fij 
Y: Y 
=p + Ji , 
Fij Ji 
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ya que r; = —f¡, mientras que ry = rj Asi 


d Gm:m; Gm;m;T;; Gm;¡mM;Y y; 
12 E aaa SA, y p E. y - (13.16) 


pares pares Fij rji 


Ahora debemos tomar nota cuidadosamente de lo que significan Ý A y 3 . En 
pares 


la ecuación (13.15) X (NN significa que i toma todos los valores i = L 2,3, 
DAJ . 
ale y para cada valor de i, el indice j toma todos los valores excepto i. Asi, si 


= 3, j toma los valores 1, 2, 4, 


En la ecuación (13.16), por otro lado. 5 Y significa que valores dados de i y de j 
pares 


ocurren sólo una vez. Asi, el par de particulas | y 3 contribuye sólo con un término 
a la suma. Para seguir el hilo de esto, podemos ponernos de acuerdo que i asuma 
todos los valores 1, 2, 3, ..., y que para cada i dejemos que j se extienda sólo sobre 
valores mayores que i. Entonces, si ¿ = 3, j podria tomar sólo los valores 4, 5, 6 ... 
Pero notamos que para cada valor de i, j hay dos contribuciones a la suma, una en 
que interviene v; y la otra en que interviene v, y que estos términos tienen la misma 
apariencia que los de la ecuación (13,14), en que rodos los valores de i y de j (ex- 
cepto ¿ = j) están incluidos en la suma. Por consiguiente, al aparear los términos 
uno por uno, observamos que las ecuaciones (13.16) y (13.15) son exactamente 
iguales, pero de signo contrario, de manera que la derivada respecto al tiempo de 
la energía cinética más la energía potencial es en realidad cero. Asi observamos que, 
para muchos objetos, la energía cinética es la suma de las contribuciones de cada 
objeto individual y que la energia potencial es también sencilla, siendo también sólo 
una suma de contribuciones, las energias entre todos los pares. Podemos compren- 
der por qué debe ser asi la energia de cada par: supongan que queremos encontrar 
la cantidad total de trabajo que se debe efectuar para traer los objetos a ciertas 
distancias entre si. Podemos hacer esto en varias etapas, trayéndolos desde el infi- 
nito, donde no existen fuerzas, uno por uno. Primero traemos al número uno, que 
no requiere trabajo, ya que no hay otros cuerpos presentes que ejerzan fuerzas so- 
bre él. A continuación traemos al número dos, que requiere algo de trabajo, a saber 
Wi, -Gm,m,/r,,. Ahora. y éste es un punto importante, supongan que traemos 
el objeto siguiente a la posición 3. En cualquier momento la fuerza que actúa sobre 
el número 3 puede escribirse como la suma de dos fuerzas —la fuerza ejercida por el 
número | y la ejercida por el número 2. Por consiguiente, el trabajo efectuado es 
la suma de los trabajos efectuados por cada uno, porque si F, se puede descompo- 
ner en la suma de dos fuerzas, 


F; = Fjz + Fog, 
entonces el trabajo es 


[Eoas z JEn ds + [Fesas = Wig + Was. 


Esto es. el trabajo efectuado es la suma del trabajo efectuado en contra de la pri- 
mera fuerza y la segunda fuerza, como si cada una actuara independientemente. Pro- 
cediendo de esta manera. vemos que el trabajo total que se necesita para armar la 
configuración dada de los objetos es precisamente el valor dado en la ecuación 
(13.14) como energia potencial. Es porque la gravedad obedece al principio de super- 
posición de las fuerzas que podemos escribir la energia potencial como una suma 
sobre cada par de particulas. 
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>|dp -—P —+0 


Fig. 13-5. La fuerza gravitacional F sobre 
una masa puntual producida por una lámina 
plana infinita de materia. 


13-4 Campo gravitacional de objetos grandes 


Ahora vamos a calcular los campos que se encuentran en algunas circunstan- 
cias fisicas en que interviene una distribución de masa. Hasta aqui no hemos con- 
siderado la distribución de masas, sólo partículas, de manera que es interesante 
calcular las fuerzas cuando son producidas por más de una sola particula. Primero 
encontraremos la fuerza gravitacional sobre una masa producida por una hoja plana 
de material, de extensión infinita. La fuerza sobre una unidad de masa en un punto 
dado P, producida por esta hoja de material (Fig. 13-5), estará, por supuesto, diri- 
gida hacia la hoja. Sea a la distancia del punto a la hoja y sea u la masa por unidad 
de superficie de esta gran hoja. Supondremos que u es constante; es una hoja de 
material uniforme. Ahora, ¿qué pequeño campo dC produce la masa dm que se en- 
cuentra entre p y p + dp, desde el punto O de la hoja más cercano al punto P? 
Respuesta: dC = Cdm). Pero este campo está dirigido según r, y sabemos que 
solamente quedará la componente x al sumar todos los pequeños vectores dC para 
producir €. La componente x de dC es 


Ahora bien, todas las masas dm que se encuentran a la misma distancia r de P da- 
rán la misma dC, de manera que podemos escribir inmediatamente que dm es la 
masa total del anillo entre p y p + dp, es decir, dm = u21p dp (Qapdp es el área 
de un anillo de radio p y ancho dp, si dp << p). Por lo tanto 


dC, = Gu2rp 22? 


mo 
Entonces ya que r? = p? + a?, p dp = r dr. Por consiguiente 


W 


C, = 276 A l LY 256 13.17 
id MA o a (13.17) 


Luego, ¡la fuerza es independiente de la distancia a! ¿Por qué? ¿Hemos cometido 
algún error? Se podria pensar que mientras más nos alejamos, tanto más débil sería 
la fuerza. ¡Pero no! Si estamos cerca, la mayor parte de la materia está atrayendo 
en un ángulo desfavorable; si estamos muy lejos, una mayor cantidad de materia 
está situada más favorablemente para ejercer una atracción hacia el plano. A cual- 
quier distancia. la materia que es más efectiva se encuentra en cierto cono. Cuando 
estamos más lejos. la fuerza es menor según la inversa del cuadrado, pero en el mis- 
mo cono, en el mismo ángulo, hay mucha más materia ¡mayor precisamente en el 
cuadrado de la distancia! Este análisis puede hacerse riguroso sólo notando que 
SS contribución diferencial en cualquier cono dado es en realidad independiente de 
a distancia 
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a causa de las variaciones inversas de la intensidad de la fuerza de una masa dada 
y la cantidad de masa incluida en el cono al cambiar la distancia. La fuerza no es 
realmente constante, por supuesto, porque al pasar al otro lado de la lamina cambia 
de signo. 


En efecto, también hemos resuelto un problema eléctrico: si tenemos una placa 
cargada eléctricamente, con una carga g por unidad de superficie, el campo eléc- 
trico en un punto fuera de la placa es igual a 0/2, y tiene dirección hacia afuera, 
si la placa está cargada positivamente, y hacia adentro, si la placa está cargada ne- 
gativamente. Para demostrar esto, ohservemos sencillamente que G, la gravedad, 
juega el mismo papel que 1/4,re, en la electricidad. 

Supongan ahora que tenemos dos placas, con una carga positiva +ø en una 
placa y una carga negativa —o en la otra a una distancia D de la primera. ¿Cuál 
es el campo? Fuera de las dos placas es cero. ¿Por qué? Porque una atrae y la otra 
repele, siendo la fuerza independiente de la distancia, ¡de manera que las dos se 
anulan! También, la fuerza entre la dos placas es claramente el doble de la que pro- 
duce una placa, a saber E = a/e,, y está dirigida de la placa positiva a la negativa. 


Ahora llegamos a un problema interesante e importante, cuya solución hemos 
estado suponiendo todo el tiempo, a saber, que la fuerza producida por la tierra en 
un punto sobre su superficie o fuera de ella es la misma que se tendría si toda la 
masa de la tierra estuviera situada en su centro. La validez de esta suposición no 
es evidente, porque cuando estamos cerca, parte de la masa se encuentra muy cerca 
de nosotros y parte se encuentra más lejos, y asi sucesivamente. ¡Cuando sumamos 
todos los efectos, parece un milagro que la fuerza resultante sea exactamente igual 
a la que obtendriamos si colocáramos toda la masa en el centro! 


Fig. 13-6. Una cáscara esférica delgada 
de masa o de carga. 


Demostremos ahora que el milagro es correcto. Para hacer esto, sin embargo, 
vamos a considerar una cáscara hueca, delgada y uniforme en vez de la tierra. Sea 
m la masa total de la cáscara, y calculemos la energía potencial de una particula 
de masa m' situada a una distancia R de la esfera (Fig. 13-6) y demostremos que 
la energia potencial es la misma que si la masa m fuera un punto en el centro. (Es 
más facil trabajar con la energia potencial que con el campo, porque no tenemos 
que preocuparnos de los ángulos, sólo sumamos las energias potenciales de todos los 
trozos de masa.) Si designamos con x la distancia de cierta sección plana al cen- 
tro, la masa que se encuentra en una rebanada dx está a la misma distancia r de 
P, y la energia potencial producida por este anillo es — Gm'dm/r. ¿Cuánta masa 
se encuentra en esta pequeña rebanada dx? Una cantidad 


2myu dx _ 2ryu dxa 
sen ĝ y 


din = 2ryu ds = = 2rau dx, 


en que u = m/4ra? es la densidad superficial de masa en la cáscara esférica. (Es 
una regla general que el área de una zona esférica es proporcional a su anchura 
axial.) 
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Por consiguiente, la energía potencial debida a dm es 
Gm dm _  Gm'2rau dx 
r 
Pero vemos que 
r? = y? + (R = x}? = y? + x? + R? -— 2Rx 
= a? + R? — 2Rx. 


Por lo tanto 
2rdr = —2R dx 


o sea 
dx _ dr 
r R 
Por consiguiente, 
, 
dW = — Gm'2rau dr 
R 
Entonces 
Gm'2 R+a 
W=- E | dr 
R Ra 
z Gm 2 rau PERNE Gm'(4ra?u) 
R R 
Gm'm 
O (13.18) 


Así, para una cáscara esférica la energia potencial de una masa m’ fuera de la es- 
fera es la misma que se tendria si toda la masa estuviera concentrada en el centro. 
Podemos imaginar que la tierra se compone de una serie de cáscaras esféricas con- 
céntricas, cada una de las cuales contribuye a la energia, que depende sólo de su 
masa y la distancia al centro; sumándolas todas obtenemos la masa total, y por 
consiguiente, ¡la tierra se comporta como si toda su materia estuviera en el centro! 


Pero observen lo que ocurre si el punto se encuentra dentro de la esfera. Ha- 
ciendo los mismos cálculos, pero con P en el interior, todavia obtenemos la dife- 
rencia de las dos r, pero ahora en la forma a + R — (a — R) = 2R, o sea el doble 
de la distancia al centro. En otras palabras, W se transforma en W = —Gm'm/a, 
que es independiente de R e independiente de la posición, es decir, encontramos la 
misma energia independientemente de donde nos encontremos en el interior. Por 
consiguiente no hay fuerza; no se efectúa trabajo cuando nos movemos en el inte- 
rior. Si la energia potencial es la misma, no importa dónde se coloca un objeto 
dentro de una esfera, no puede actuar ninguna fuerza sobre el objeto. Asi es que 
no existe fuerza en el interior, sólo existe fuerza en el exterior y ésta es la misma 
que habria si toda la masa estuviera concentrada en el centro. 
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Trabajo y energía potencial (conclusión) 


14-1 Trabajo * 14-4 Fuerzas no conservativas 
14-2 Movimiento con vinculos 14-5 Potenciales y campos 


14-3 Fuerzas conservativas 


14-1 Trabajo 


En el capitulo anterior hemos presentado muchas ideas y resultados nuevos que 
juegan un papel importante en la fisica. Estas ideas son tan importantes que parece 
que vale la pena dedicar un capitulo entero a examinarlas más detenidamente. En 
este capitulo no vamos a repetir las “demostraciones” o los trucos especificos por 
los que se obtuvieron los resultados, sino que más bien nos concentraremos en la 
discusión de las ideas. 


En el aprendizaje de cualquier rama de naturaleza técnica en que la matematica 
juega un papel, uno se enfrenta a la tarea de entender y de almacenar en la memoria 
un enorme cuerpo de fenómenos e ideas, unidas por ciertas relaciones que puede 
“probarse” o “demostrarse” que existen entre ellas. Es fácil confundir la demostra- 
ción misma con la relación que establece. Claramente, lo importante que hay que 
aprender y recordar es la relación, no la demostración. En cualquier circunstancia 
particular podemos, o decir “se puede demostrar que” esto o aquello es verdadero, 
o lo podemos demostrar. En casi todos los casos. la demostracion en particular que 
se usa es elaborada, ante todo, de tal manera que se pueda escribir fácilmente en el 
pizarrón o papel, y en tal forma que aparezca lo más llana posible. En consecuencia, 
la demostración parece ser engañosamente sencilla cuando, en realidad, el autor pue- 
de haber trabajado durante horas, procurando de diferentes maneras calcular la mis- 
ma cosa ¡hasta encontrar la manera más clara para poder probar que se puede de- 
mostrar en el tiempo más corto posible! Lo que hay que recordar, al ver una demos- 
tración, no es la demostración misma, sino más bien que se puede demostrar que 
esto o aquello es verdadero. Por supuesto que cuando la demostración implica algu- 
nos procedimientos matemáticos, o “trucos”. que uno no ha visto antes, se debe 
poner atención. no exactamente al “truco”. sino a la idea matemática que envuelve. 


Es seguro que en todas las demostraciones que se han hecho en un curso como 
éste, ninguna ha sido recordada desde el tiempo en que el autor estudió fisica de pri- 
mer año. Todo lo contrario: él solo recuerda que tal o cual 
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es válida, y para explicar cómo algo puede ser demostrado inventa una demostración 
en el momento que la necesita. Cualquier persona que realmente ha aprendido una 
asignatura, debería poder seguir un procedimiento similar, pero es inútil recordar 
las demostraciones. Por esta razon, en este capitulo evitaremos dar pruebas de las 
diversas afirmaciones hechas previamente, y sólo resumiremos los resultados. 


La primera idea que se debe asimilar es trabajo efectuado por una fuerza. El 
término fisico “trabajo” no es la palabra en el sentido ordinario como “¡trabajado- 
res del mundo unios!”, sino que es una idea diferente. Trabajo fisico se expresa 
como |F.ds y se llamá “la integral de linea de F escalar ds”, que significa que si la 
fuerza, por ejemplo, tiene cierta dirección y el objeto sobre el cual se aplica se des- 
plaza en otra dirección, entonces sólo la componente de la fuerza en la dirección 
del desplazamiento efectúa algún trabajo. Si, por ejemplo, la fuerza fuera constante 
y el desplazamiento fuera una distancia finita As, entonces el trabajo efectuado al 
mover la fuerza constante en esa distancia, es sólo la componente de la fuerza en la 
dirección de As por As. La regla es “fuerza por distancia ”, pero en realidad que- 
remos decir que sólo la componente de la fuerza en la dirección del desplazamiento 
por As, o equivalentemente, la componente del desplazamiento en la dirección de la 
fuerza por F. Es evidente que no se efectúa trabajo alguno por una fuerza que actúa 
en ángulo recto al desplazamiento. 


Ahora, si el vector desplazamiento As se resuelve en componentes, en otras pa- 
labras, si el desplazamiento real es As y deseamos considerarlo efectivamente como 
una componente Ax del desplazamiento en la dirección x, Ay en la dirección y, y Az 
en la dirección z, entonces el trabajo efectuado al llevar un objeto de un lugar a 
otro se puede calcular en tres partes calculando el trabajo efectuado según x, según 
y, y según z. El trabajo efectuado al moverse a lo largo de x involucra sólo esa com- 
ponente de fuerza, es decir F,, y asi sucesivamente, de manera que el trabajo es 
F Ax + F Ay + F,Az. Cuando la fuerza no es constante y tenemos un movimien- 
to curvilineo complicado, debemos resolver la trayectoria en un gran número de pe- 
queñas As, sumar el trabajo efectuado al mover el objeto en cada As, y tomar el 
límite cuando As tiende a cero. Este es el significado de “integral de línea ”. 


Todo lo que acabamos de decir está contenido en la fórmula W = f F- ds. Está 
muy bien poder decir que és una fórmula maravillosa, pero otra cosa es comprender 
su significado, o cuáles son algunas de sus consecuencias. 


La palabra “trabajo” en fisica tiene un significado tan diferente del de la palabra 
que se usa en circunstancias ordinarias, que debe observarse cuidadosamente que 
hay circunstancias peculiares en las que no es lo mismo. Por ejemplo, según la defi- 
nición física de trabajo, si alguien sujeta por un rato un peso de cien libras a cierta 
altura del suelo, no está haciendo trabajo. Sin embargo, todos saben que empieza a 
transpirar, temblar y perder el aliento, como si subiera corriendo por una escalera. Sin 
embargo, correr escaleras arriba se considera trabajar (al correr escalera abajo uno 
obtiene trabajo del mundo, según la física), pero al sujetar simplemente un objeto en 
una posición fija, no se realiza trabajo. Claramente, la definición física de trabajo 
difiere de la definición fisiológica, por razones que exploraremos brevemente. 


Es un hecho que cuando uno sujeta un peso, hace trabajo “fisiológico”. ¿Por 
que habria de sudar? ¿Por que se necesita consumir alimentos para sujetar el 
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peso? ¿Por qué esta el mecanismo que tiene dentro de si operando a toda marcha. súlo 
para sujetar el peso? En realidad, el peso podría sujetarse sin esfuerzo sólo colocán- 
dolo sobre una mesa, ¡entonces la mesa, calmadamente y sin ruidos, sin provisión de 
energia, puede mantener el mismo peso a la misma altura! La situación fisiológica es 
algo como lo que sigue. Hay dos clases de músculos en el cuerpo humano y en el de 
otros animales: una clase llamada músculo estriado o esquelético, es el tipo de 
músculo que tenemos en los brazos, por ejemplo, que están bajo control voluntario; 
la otra clase, llamamos músculos lisos, es como el músculo en los intestinos, o en la 
almeja el gran músculo aductor que cierra la concha. Los músculos lisos funcionan 
muy lentamente, pero pueden sujetar una “posición”; es decir, si la almeja trata de 
cerrar su concha en cierta posición, mantendrá esa posición, aun cuando haya una 
fuerza grande que procura cambiarla. Mantendrá su posición bajo carga por horas y 
horas sin cansarse, porque es como una mesa que sujeta un peso; “fija” cierta posi- 
ción y las moléculas sencillamente se traban por cierto tiempo sin efectuar trabajo, 
sin que la almeja genere esfuerzo alguno. El hecho de que tengamos que generar es- 
fuerzo para sujetar un peso sencillamente se debe al diseño del músculo estriado. 
Lo que sucede es que cuando un impulso nervioso llega hasta una fibra muscular, la 
fibra da una pequeña contracción y después se relaja. de manera que cuando suje- 
tamos algo, descargas enormes de impulsos nerviosos llegan al músculo, un gran nú- 
mero de contracciones sujetan el peso, mientras que las otras fibras se relajan. 
Podemos ver esto en realidad: cuando sujetamos un objeto pesado y nos cansamos, 
empezamos a temblar. La razón es que las descargas llegan irregularmente, y el 
músculo está cansado y no reacciona lo suficientemente rápido. ¿Por qué tenemos 
un diseño tan ineficiente? No sabemos bien por qué, pero la evolución no ha podido 
desarrollar músculos lisos rápidos. El músculo liso seria mucho más efectivo para 
sostener pesos, porque podria pararse ahi y se trabajaría; no involucraria trabajo y 
no se necesitaria energía. Sin embargo, tiene el inconveniente de que funciona dema- 
siado lento. 


Volviendo ahora a la fisica, podemos preguntar por qué queremos calcular el 
trabajo efectuado. La respuesta es que es interesante y útil hacerlo, ya que el trabajo 
efectuado sobre una particula por la resultante de todas las fuerzas que actúan sobre 
ella es exactamente igual al cambio de energía cinética de la particula. Esto es, si 
se empuja un objeto, aumenta su velocidad y 
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14-2 Movimiento con vinculo” 


Otro aspecto interesante de las fuerzas y el trabajo es éste: supóngase que tene- 
mos una pista inclinada o curvilinea y tenemos una particula que debe moverse en 
esta pista, pero sin roce. O podemos tener un péndulo formado por una cuerda y un 
peso; la cuerda obliga al peso a moverse en un circulo alrededor del punto de pivote. 
Se puede cambiar el punto de pivote haciendo que la cuerda golpee un obstáculo de 
manera que la trayectoria del peso sigue en dos circulos de diferentes radios. Estos 
son ejemplos de lo que llamamos vinculos fijos sin roce. 
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Dirección del movimiento 
Fuerza 


de vinculo Fuerza de 


eravedad Fig. 14-1. Fuerzas que actúan sobre un 


cuerpo que desliza (sin roce). 


En movimientos con un vínculo fijo sin roce no se hace trabajo por el vinculo, 
porque las fuerzas vinculares son siempre perpendiculares al movimiento. Por “fuer- 
zas vinculares ” entendemos fuerzas que el propio vínculo aplica directamente: la fuer- 
za de contacto con la pista, o la tensión en la cuerda. 


Las fuerzas que intervienen en el movimiento de una particula que se mueve so- 
bre una pendiente bajo la influencia de la gravedad son bastante complicadas, por- 
que hay una fuerza vincular, una fuerza gravitacional, etc. Sin embargo, si basamos 
nuestros cálculos del movimiento en la conservación de la energia y la fuerza gravi- 
tacional sola, obtenemos el resultado correcto. Esto parece bastante extraño, porque 
no es estrictamente la manera correcta de hacerlo —debiéramos usar la fuerza resul- 
tante—. No obstante, el trabajo efectuado por la fuerza gravitacional sola resultaria 
ser el cambio de la energía cinética, porque el trabajo efectuado por la parte que co- 
rresponde a la fuerza de vinculo es cero (Fig. 14-1). 

El aspecto importante en esto es que si una fuerza puede ser analizada como la 
suma de dos o más “partes”, el trabajo efectuado por la fuerza resultante, al mover- 
se en cierta trayectoria curvilinea, es la suma de los trabajos efectuados por las di- 
versas “componentes” de las fuerzas en que la fuerza ha sido descompuesta. Asi, 
si analizamos la fuerza como la suma vectorial de varios efectos, gravitacional más 
fuerzas de vínculo, etc., o la componente x de todas las fuerzas y la componente y 
de todas las fuerzas, o de cualquier otra manera que queramos dividirla, entonces 
el trabajo efectuado por la fuerza resultante es igual a la suma de los trabajos efec- 
tuados por todas las partes en que hemos dividido la fuerza al hacer la descompo- 
sición. 


14-3 Fuerzas conservativas 


En la naturaleza hay ciertas fuerzas, la de gravedad por ejemplo, que tiene una 
caracteristica muy notable que llamamos “conservativa” (nada tiene que ver con 
ideas politicas, es otra vez una de esas “palabras locas”). Si calculamos cuánto tra- 
bajo efectúa una fuerza al mover un objeto de un punto a otro siguiendo una trayec- 
toria curva, en general el' trabajo depende de la curva, pero en casos especiales no. 
Si no depende de la curva, decimos que la fuerza es una fuerza conservativa. En 
otras palabras, si la integral de la fuerza multiplicada por la distancia recorrida entre 
la posición 1 a la posición 2 en la figura 14-2 se calcula a lo largo de la curva A y 
después a lo largo. de B, obtenemos el mismo número de joules, y si esto es verdad 
para este par de puntos en toda curva y si la misma proposición se cumple, cual- 
quiera que sea el par de puntos que usemos, entonces decimos que la fuerza es con- 
servativa. En tales circunstancias, la integral del trabajo 


Fig. 14-2. Trayectorias posibles entre 
dos puntos en un campo de fuerza. 
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al ir de | a 2 puede ser calculada de una manera sencilla y podemos dar una formula 
para el resultado. En realidad no es tan facil. porque también tenemos que especificar 
la curva, pero cuando tenemos un caso en que el trabajo no depende de la curva. 
entonces, por supuesto. el trabajo depende sólo de las posiciones 1 y 2. 


Para demostrar esta idea, consideremos lo siguiente. Consideramos un punto P 
de referencia, en una ubicación arbitraria (Fig. 14-2). Entonces, la integral de linea 
de trabajo de 1 a 2, que deseamos calcular, puede ser evaluada como el trabajo efec- 
tuado al ir de 1 a P más el trabajo efectuado en ir de P a 2, porque las fuerzas son 
conservativas y el trabajo no depende de la curva. Ahora bien, el trabajo efectuado 
al ir de la posición P a una posición particular en el espacio es una función de esa 
posición en el espacio. Por supuesto, depende tambien de P, pero mantenemos el 
punto arbitrario P fijo permanentemente para el análisis. Si se hace eso, el trabajo 
efectuado al moverse el punto P al punto 2 es cierta función de la posición final de 
2. Depende de dónde está 2; si vamos a algún otro punto, obtendremos un resulta- 
do diferente. 


Designaremos — U(x, y, z) esta función de punto, y cuando queramos referirnos 
a algún punto en particular 2 cuyas coordenadas son (x,, y,, Z), escribiremos U(2), 
como abreviación de U (x,, y,, Z3). El trabajo efectuado al ir del punto 1 al punto P 
también puede escribirse yendo en el otro sentido a lo largo de la integral, invirtiendo 
todas las ds. Esto es, el trabajo efectuado al ir de 1 a P es menos el trabajo efectua- 
do al ir del punto P al punto 1: 


[ Fods = f Fas) E - f Fd. 


Asi, el trabajo efectuado al ir de Pa l1 es —U (1), y de P a 2 el trabajo es —U (2). 


Por consiguiente, la integral de 1 a 2 es igual a -U(2) más |-U(1) invertido] ó 
+ U(D)-U(Q): 


UA) = - f F- ds, UQ) = - [ Eds, 
[Eas = U(I) — UQ). (14.1) 


La cantidad U(1) — U(2) se llama variación de energía potencial y llamamos ener- 
gia potencial a U. Diremos que cuando el objeto está ubicado en la posición 2, tiene 
la energía potencial U (2) y en la posición 1. tiene la energia potencial U(1). Si el ob- 
jeto se encuentra en P, tiene energía potencial cero. Si hubiéramos considerado cual- 
quier otro punto, digamos Q en vez de P, resultaria (y dejaremos que ustedes lo de- 
muestren), que la energía potencial cambia sólo en el agregado de una constante. Ya 
que la conservación de la energia depende solo de las variaciones, no importa que le 
agreguemos una constante a la energia potencial. De manera que el punto P es ar- 
bitrario. 

Tenemos ahora las dos siguientes proposiciones: (1) que el trabajo efectuado por 
una fuerza es igual a la variación de energia cinética de la particula. pero (2) mate- 
máticamente. para una fuerza conservativa, el trabajo efectuado es menos la varia- 
ción de una función U que llamamos energia potencial. Como consecuencia de estas 
dos, llegamos a la proposición de que si sólo actúan fuerzas conservativas, la ener- 
gía cinética T más la energía 
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potencial U permanece constante: 


T + U = constante (14.2) 


Discutamos ahora las fórmulas para la energia potencial en varios casos. Si tene- 
mos un campo gravitacional uniforme, si no ascendemos a alturas comparables al 
radio de la tierra, la fuerza es una fuerza vertical constante y el trabajo efectuado es 
sencillamente la fuerza por la distancia vertical. Asi, 


U(z) = mgz, (14.3) 


y el punto P que corresponde a energia potencial cero resulta ser cualquier punto 
en el plano z = 0. También podriamos haber dicho que la energia potencial es mg 
(z—6) si lo hubiéramos deseado; todos los resultados serian, por supuesto, los mis- 
mos en nuestro analisis excepto que el valor de la energia potencial en z = O seria 
—mg6. No importa, porque sólo las diferencias en energia potencial cuentan. 


La energía que se necesita para comprimir un resorte lineal una distancia x del 
punto en equilibrio es 


U(x) = ġkx?, (14.4) 


y el cero de energia potencial está en el punto x = 0, la posición de equilibrio del re- 
sorte. Otra vez podriamos agregar cualquier constante que deseáramos. 

La energia potencial de gravitación para puntos de masas M y m, separados por 
una distancia r, es 


U(r) = —GMm/7r. (14.5) 


Se ha escogido aqui la constante, tal que el potencial sea cero en el infinito. Por cier- 
to que la misma fórmula es válida para cargas eléctricas, porque es la misma ley: 


U(r) = q192/4re€0r. (14.6) 


Usemos ahora una de estas fórmulas en casos reales para ver si entendemos lo 
que significan. Pregunta: ¿Con qué velocidad debemos disparar un cohete desde la 
tierra para que pueda escapar? Solución: la energia cinética más la potencial deben 
ser una constante; cuando “escapa” estará a una distancia de millones de kilómetros 
y si apenas puede escapar, podemos suponer que se mueve con velocidad cero allá 
lejos, apenas moviéndose. Sea a el radio de la tierra y M su masa. La energía ciné- 
tica más la potencial es entonces al principio įm? — GmM/a. Al final del movi- 
miento las dos energias deben ser iguales. La energia cinética se considera cero al 
final del movimiento. porque se supone que apenas se aleja a una velocidad esencial- 
mente cero, y la energia potencial es GmM dividido por infinito, que es cero. De 
manera que todo es cero en un lado y eso nos dice que el cuadrado de la velocidad 
debe ser 2GM/a. Pero GM/a? es lo que llamamos aceleración de gravedad g. En- 
tonces 


¿A qué velocidad debe moverse un satélite para mantenerse girando alrededor de 
la tierra? Hace mucho tiempo que resolvimos esto y encontramos que }? = GM/a. 
Por consiguiente. para alejarse 


14-6 


de la tierra. necesitamos y 2 veces la velocidad que necesitariamos para girar alrede- 
dor de la tierra cerca de su superficie. Se necesita. en otras palabras. el doble de la 
energía (porque la energia aumenta con el cuadrado de la velocidad) para escapar 
de la tierra que para girar alrededor de ella. Por consiguiente. lo primero que histori- 
camente se hizo con los satélites fue conseguir que uno se moviera alrededor de la 
tierra. lo que requiere una velocidad de ocho kilómetros por segundo. Lo siguiente 
fue enviar un satelite fuera de la tierra permanentemente: esto requeria el doble de la 
energia o cerca de doce kilómetros por segundo. 

Continuando ahora con nuestra discusión de las características de la energia po- 
tencial. consideremos la interacción de dos moléculas. o de dos átomos. dos átomos 
de oxigeno por ejemplo. Cuando están muy separados, la fuerza es de atracción, que 
varia inversamente con la séptima potencia de la distancia, y cuando están muy cer- 
ca, la fuerza es una repulsión muy grande. Si se integra la séptima potencia para en- 
contrar el trabajo efectuado. encontramos que la energía potencial U, que es función 
de la distancia radial entre los dos átomos de oxigeno, varia inversamente con la 
sexta potencia de la distancia para distancias grandes. 


uir) 


Sas rê 


(IF r >d) 


Fig. 14--3. La energia potencial entre 
dos átomos en función de su distancia. 


Si dibujamos la curva de la energía potencial U (r), como en la figura 14-3, par- 
timos asi para r grande con la inversa de una sexta potencia, pero si nos acercamos 
lo suficiente, alcanzamos un punto d donde hay un minimo de energia potencial. 
El minimo de energia potencial en r = d significa esto: si comenzamos en d y nos 
movemos una distancia corta, una distancia muy corta, el trabajo efectuado, que es 
la variación de energia potencial cuando nos movemos esta distancia, es casi cero, 
porque hay muy poca variación de energia potencial en el fondo de la curva. Asi 
que no hay fuerza en este punto, de manera que es el punto de equilibrio. Otra ma- 
nera de comprender que éste es el punto de equilibrio es que se necesita hacer traba- 
jo para alejarse de d en cualquiera de las dos direcciones. Cuando los dos átomos 
de oxigeno se han ubicado, de manera que no se puede liberar más energia a partir 
de la fuerza entre ellos, están en el estado más bajo de energia y se encontrarán 
con esta separación d. Este es el aspecto de una molécula de oxigeno cuando está 
fria. Cuando la calentamos, los átomos se agitan y se alejan y en realidad los pode- 
mos separar, pero para hacerlo se necesita cierta cantidad de trabajo o energia, que 
es la energia potencial entre r= d y r= œ. Cuando procuramos comprimir los 
átomos para juntarlos la energia sube rápidamente, porque se repelen. 


La razón por la cual mencionamos esto es que el concepto de fuerza no es par- 
ticularmente apropiado en la mecánica cuántica; alli el concepto de energía es mu- 
cho más natural. Encontramos que, a pesar de que fuerzas y velocidades se “disuel- 
ven” y desaparecen al considerar las fuerzas más avanzadas entre la materia nuclear 
y entre las moléculas, etc., 
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el concepto de energia permanece. Por consiguiente, encontramos curvas de energia 
potencial en los libros de mecánica cuántica. pero muy rara vez vemos una curva 
para la fuerza entre dos moléculas, porque en esas ocasiones la gente que hace 
análisis está pensando en términos de energia en vez de fuerza. 


A continuación notemos que si varias fuerzas conservativas actúan sobre un ob- 
jeto al mismo tiempo, la energía potencial del objeto es la suma de las energias po- 
tenciales de cada una de las fuerzas separadas. Esta es la misma proposición que 
mencionamos antes, porque si la fuerza se puede representar como una suma vecto- 
rial de fuerzas, el trabajo efectuado por la fuerza total es la suma de los trabajos 
hechos por las fuerzas parciales, y se puede entonces analizar como variaciones de 
las energías potenciales de cada una separadamente. Asi, pues, la energia potencial 
total es la suma de todas las pequeñas partes. 

Podriamos generalizar esto al caso de un sistema de muchos objetos que inter- 
actúan, tales como Júpiter, Saturno, Urano, etc., u oxigeno, nitrógeno, carbono, etc., 
que interactúan en pares, debido a fuerzas, todas las cuales son conservativas. En 
estas circunstancias la energía cinética en todo el sistema es sencillamente la suma 
de las energias cinéticas de todos los átomos particulares o planetas o lo que sea y la 
energía potencial del sistema es la suma, sobre los pares de particulas, de la energía 
potencial de la acción reciproca de un solo par, como si los otros no estuvieran pre- 
sentes. (En realidad esto no sucede para las fuerzas moleculares y la fórmula es algo 
más complicada; es por cierto válida para la gravitación newtoniana y es válida 
como aproximación para las fuerzas moleculares. Para las fuerzas moleculares hay 
una energía potencial, pero a veces es una función más complicada de la posición de 
los átomos, que simplemente una suma de términos de pares.) En el caso especial 
de la gravedad, por consiguiente, la energia potencial es la suma sobre todos los 
pares i y j de -G m; mir ip como se indicó en la ecuación (13.14). La ecuación 
(13.14) expresaba matemáticamente la siguiente proposición: que la energía cinética 
total más la energia potencial total no varia en el tiempo. A medida que los diversos 
planetas dan vueltas y giran y se bambolean, etc., si calculamos la energia cinética 
total y la energia potencial total encontramos que la suma total permanece constante. 


14-4 Fuerzas no conservativas 


Hemos dedicado bastante tiempo al estudio de las fuerzas conservativas; ¿qué 
hay de las fuerzas no conservativas? Daremos una mirada más profunda que lo co- 
mún a esto, y estableceremos que ¡no hay fuerzas no conservativas! En realidad, 
todas las fuerzas fundamentales en la naturaleza son conservativas. Esto no es una 
consecuencia de las leyes de Newton. En realidad, hasta donde Newton mismo sa- 
bia, las fuerzas podian ser no conservativas, como aparentemente lo es el roce. 
Cuando decimos aparentemente lo es el roce, estamos tomando un punto de vista 
moderno, en que se ha descubierto que todas las fuerzas elementales, las fuerzas 
entre las particulas en el nivel más fundamental, son conservativas. 

Por ejemplo, si analizamos un sistema como el gran cúmulo globular de estrellas 
cuya fotografia hemos visto, con sus miles de estrellas, todas interactuando, la 
formula para la energia potencial total es sencillamente un término, más otro térmi- 
no, etc., sumando sobre todos los pares de estrellas y la energia cinética es la suma 
de las energias cinéticas de todas y cada una de las estrellas. Pero el cúmulo globu- 
lar, como un todo, tambien se mueve en el espacio, 
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y si estuviéramos lo suficientemente lejos para no ver los detalles, se podria consi- 
derar como un solo objeto. Entonces, si se le aplican fuerzas, algunas de esas fuerzas 
podrian resultar en empujarlo hacia adelante como un todo y veriamos moverse el 
centro de todo el conjunto. Por otro lado, algunas de las fuerzas pueden ser, por asi 
decirlo. “desperdiciadas” en aumentar la energia cinética o potencial de las “particu- 
las” en el interior. Supongamos. por ejemplo, que la acción de estas fuerzas expande 
todo el cúmulo y hace que las particulas se muevan con mayor rapidez. La energia 
total del todo en realidad se conserva, pero visto de afuera con nuestros toscos ojos 
que no pueden percibir la confusión de los movimientos en el interior, y solo pensan- 
do en la energía cinetica del movimiento de todo el objeto como si fuera una sola 
particula, apareceria como si la energia no se conservara, pero esto se debe a una 
falta de comprensión de lo que vemos. Y éste resulta ser el caso: la energia total 
del universo, cinética más potencial, es una constante si la examinamos con sufi- 
ciente cuidado. 


Cuando estudiamos la materia en los más finos detalles al nivel atómico, no 
siempre es fácil separar la energia total de una cosa en dos partes, energia cinética 
y energia potencial, y esa separación no siempre es necesaria. Casi siempre es posi- 
ble hacerlo, de manera que digamos que siempre es posible y que la suma de la ener- 
gia potencial más cinética del universo es constante. Por lo tanto, la energia total 
potencial más cinética dentro del universo completo es constante, y si el “mundo” 
es un pedazo de material aislado, la energía es constante si no existen fuerzas exter- 
nas. Pero, como hemos visto, algo de la energia cinética y potencial de un objeto 
puede ser interna, por ejemplo el movimiento molecular interno, en el sentido de que 
no lo notamos. Sabemos que en un vaso de agua todo se agita, todas las partes se mue- 
ven todo el tiempo, de manera que existe una cierta energía cinética interior, a la que 
generalmente no prestamos atención. No notamos el movimiento de los átomos que 
produce calor y entonces no lo llamamos energía cinética, pero el calor es primor- 
dialmente energía cinética. La energia potencial interna puede también presentarse, 
por ejemplo, en la forma de energia química: cuando quemamos gasolina, se libera 
energia porque las energias potenciales de los átomos en el nuevo ordenamiento ató- 
mico están en un nivel más bajo que en el ordenamiento antiguo. No es posible tra- 
tar estrictamente el calor como energía cinética pura, porque entra un poco de la 
potencial, y viceversa para la energia quimica, de manera que las consideramos en 
conjunto y decimos que el total de la energia cinética y potencial en el interior del 
objeto es en parte calor, en parte energia quimica, etc. De todas maneras, todas es- 
tas formas diferentes de energía interna se consideran a veces como energia “perdi- 
da” en el sentido expresado más arriba; esto se aclarará más cuando estudiemos 
termodinámica. 


Como otro ejemplo. cuando hay roce no es verdad que la energia cinética se 
pierde, aunque un objeto que resbala se detiene y la energía cinética parece perder- 
se. La energía cinética no se pierde porque, por supuesto, los átomos en el interior 
se agitan con una cantidad mayor de energia cinética que antes y aunque no pode- 
mos ver eso, lo podemos medir determinando la temperatura. Por supuesto, que si 
no tomamos en cuenta la energia calórica, entonces el teorema sobre la conservación 
de la energia aparecerá como falso. 


Otra situación en que la conservación de la energía parece ser falsa es cuando 
estudiamos sólo una parte de un sistema. Naturalmente, el teorema de conservación 
de la energia parecerá no ser válido si algo interactúa con otra cosa en el exterior y 
omitimos el tomar en cuenta esa interacción. 
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En la fisica clásica, la energía potencial comprendía sólo la gravitación y la elec- 
tricidad, pero ahora tenemos energia nuclear y Otras energias también. La luz. por 
ejemplo, implicaría una nueva forma de energia en la teoría clásica. pero también 
podemos, si queremos, imaginar que la energia de la luz es la energia cinética de un 
fotón y entonces nuestra fórmula (14.2) todavia estaria bien. 


14-5 Potenciales y campos 


Discutiremos ahora algunos de los conceptos asociados con la energia potencial 
y con el concepto de campo. Supongamos tener dos grandes objetos A y B y un ter- 
cero muy pequeño que es gravitacionalmente atraido por los dos. con cierta fuerza 
resultante F. Ya hemos notado en el capitulo 12 que la fuerza gravitacional sobre 
una particula puede escribirse como su masa, m, por otro vector C, que depende 
solo de la posición de la particula: 


E = mC. 


Podemos analizar la gravitación, entonces, imaginando que existe cierto vector C en 
cada punto del espacio que “actúa” sobre una masa que podemos colocar ahi. pero 
está alli. sea que realmente suministremos una masa para que “actúe” o no. C tiene 
tres componentes y cada una de esas componentes es una función de (x, y, z), una 
función de posición en el espacio. Tal cosa la llamamos campo, y decimos que dos 
objetos 4 y B generan un campo. esto es. “forman” el vector C. Cuando se coloca 
un objeto en un campo. la fuerza sobre cl es igual a su masa por el valor del vector 
campo en el punto en que se coloca el objeto. 


También podemos hacer lo mismo con la energia potencial. Ya que la energia 
potencial, la integral de (fuerza) - (ds), puede escribirse como m por la integral de 
(campo): (ds), un mero cambio de escala, vemos que la energia potencial U(x, y, 2,) 


de un objeto situado en el punto (x, y, z) en el espacio, puede escribirse como m 
por otra función que podemos designar potencial W. La integral |C - ds == — Y. tal 
como 1 F - ds= — U; hay sólo un factor de escala entre los dos: 

U == fF:ds = =mfC:ds = mv. (14.7) 


Teniendo esta función Y (x, y, z) en cada punto del espacio, inmediatamente po- 
demos calcular la energia potencial de un objeto en cualquier punto del espacio. 
a saber. U(x, y, z) = mU(x, y, z) —un asunto más bien trivial parece. Pero en 
realidad no es trivial, porque a veces es mejor describir un campo dando el valor 
de ' en todas partes del espacio en vez de tener que dar C. En vez de tener que 
escribir tres componentes complicadas de una función vectorial, podemos reempla- 
zarla por la función escalar Y. Además, es mucho más fácil calcular Y que cual- 
quier componente dada de C cuando el campo es producido por cierto número de 
masas. porque dado que el potencial es escalar simplemente sumamos. sin preocu- 
parnos de la dirección. Además, el campo C puede recuperarse fácilmente de Y, 
como veremos luego. Supongan que tenemos masas puntuales 112,, m,... en los puntos 
l. 2.... y queremos saber el potencial Y en cierto punto arbitrario P. Esto es sen- 
cillamente la suma de los potenciales en P debido a las masas 
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tomadas una por una: 
Gm; ; 
wp) = D - 7, i= 1,2... (14.8) 
i 1p, 


En el capítulo anterior usamos esta fórmula, que el potencial es la suma de to- 
dos los potenciales de todos los diferentes objetos; para calcular el potencial debido 
a una cáscara esférica de materia sumamos -as contribuciones al potencial en un 
punto de todas las partes de la cáscara. El resultado de este cálculo se muestra 
gráficamente en la figura 14-4. Es negativo, teniendo el valor cero cuando r = œ 
y variando con 1/r hasta el radio a y luego es constante en el interior de la cáscara. 
Fuera de la cáscara el potencial es — Gm/r, en que m es la masa de la cáscara, que 
es exactamente el mismo que habria sido si toda la masa estuviera ubicada en el 
centro. Pero no es exactamente igual en todas partes, porque dentro de la cáscara 
el potencial resulta ser -Gm/a y ¡es una constante! Cuando el potencial es cons- 
tante, no hay campo, o cuando la energia potencial es constante no hay fuerza, por- 
que si movemos un objeto de un lugar a otro cualquiera dentro de la esfera, el tra- 
bajo efectuado por la fuerza es exactamente cero. ¿Por qué? Porque el trabajo 
efectuado al mover el objeto de un lugar a otro es igual a menos la variación de 
energía potencial (o bien la integral correspondiente del campo es la variación de 
potencial). Pero la energía potencial es la misma en cualquier par de puntos en el 
interior, de manera que la variación de energía potencial es cero y por consiguiente 
no se efectúa trabajo al moverse entre dos puntos dentro de la cáscara. La única 
manera de que el trabajo sea cero para todas las direcciones del desplazamiento, 
es que no haya ninguna fuerza. 


$ 


Noyi ini 


Fig. 14-4, Potencial debido a una cás- 


gtr): = —6M/a cara esférica de radio a. 
Constante A 


Esto nos da una clave acerca de cómo podemos obtener la fuerza o el campo, 
dada la energia potencial. Supongamos que la energía potencial de un objeto se 
conoce en la posición (x, », z) y deseamos saber cuál es la fuerza que actúa sobre 
el objeto. No basta conocer el potencial sólo en este punto único, como veremos; 
se requiere el conocimiento del potencial en los puntos vecinos también. ¿Por qué? 
¿Cómo podemos calcular la componente x de la fuerza? (Por supuesto, si podemos 
hacer esto, también podremos encontrar las componentes y y z y entonces cono- 
ceremos la fuerza total.) Ahora bien, si moviéramos el objeto una distancia pequeña 
Ax, el trabajo efectuado por la fuerza que actúa sobre el objeto seria la componen- 
te x de la fuerza multiplicada por A.x, si Ax es lo suficientemente pequeño, y este 
producto sera igual a la variación de energía potencial al ir de un punto al otro: 


AW = —AU 


ii 


F, Ax. (14.9) 


Hemos usado simplemente la formula JF -ds = — AU, pero sólo para una trayecto- 
ria muy corta. 
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Ahora dividimos por Ax y encontramos que la fuerza es 
F; = —AU/Ax. (14.10) 


Por cierto que esto no es exacto. Lo que en realidad deseamos es el limite de 
(14.10) cuando Ax se hace más y más pequeño porque es sólo exactamente correc- 
ta en el limite de Ax infinitesimal. Reconocemos esto como la derivada de U con res- 
pecto a x, y nos inclinariamos, por consiguiente, a escribir -dU/dx. Pero U depende 
de x, y y z, y los matemáticos han inventado un simbolo diferente para recordar- 
nos que debemos tener mucho cuidado cuando derivamos una función como ésa, 
de manera de recordar que estamos considerando que sólo x varía e y y z no va- 
rian. En vez de una d sencillamente hacen “un 6 al revés” o 0. (Un € debiera ha- 
berse usado desde el comienzo del cálculo diferencial porque siempre queremos 
simplificar esa d, pero nunca queremos simplificar un 0.) De manera que escriben 
0U/0x, y además, en caso de apuro, si desean ser muy cuidadosos, colocan una 
línea al lado con una pequeña yz abajo (09 U/0x»2), que significa “Tome la deri- 
vada de U con respecto a x, manteniendo constantes y y z”. Muy a menudo omi- 
timos la observación sobre lo que se mantiene constante, porque generalmente es 
evidente del contexto, de manera que no usamos la linea con la y y la z. Sin em- 
bargo, siempre usamos un ô en vez de una d como advertencia de que es una de- 
rivada con algunas otras variables que se mantienen constantes. A esto se le 
llama derivada parcial, es una derivada en que sólo varíamos x. 


Por consiguiente, encontramos que la fuerza que actúa en la dirección x es me- 
nos la derivada parcial de U con respecto a x: 


F, = —9U/ox. (14.11) 


De manera similar, la fuerza en la dirección y puede encontrarse derivando U con 
respecto a y, manteniendo x y z constantes, y la tercera componente, por supuesto, 
es la derivada con respecto a z, manteniendo y y x constantes: 


F, = —9U/0y, F, = —09U/az. (14.12) 


Esta es la manera de llegar de la energia potencial a la fuerza. Obtenemos el campo 
a partir del potencial de exactamente la misma manera: 


C, = —09v/0x, Cy = —ə¥/ðy, C, = —0v/oz. (14.13) 


Entre paréntesis mencionaremos aqui otra notación, que no usaremos realmente 
por mucho tiempo: como C es un vector y tiene componentes x, y y z los simbolos 
lx löy y 0/02 que producen las componentes x, y, z son algo asi como vec- 
tores. Los matemáticos han inventado un magnifico nuevo simbolo, V, que se llama 
“grad” o “gradiente” que no es una cantidad sino un operador, que crea un vector 
a partir de un escalar. Tiene las siguientes “componentes”: La componente x de este 
“grad” es 0/0x, la componente y es &/čëy y la componente z es (/(¿z y en- 
tonces tenemos el gusto de escribir nuestra fórmula de esta manera: 


F=-VU, C=-VY (14.14) 
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El usar V nos da una manera rápida de probar si tenemos o no una verdadera 
ecuación vectorial, pero en realidad la ecuación (14.14) significa precisamente lo 
mismo que las ecuaciones (14.11) y (14.12); es sólo otra manera de escribirlas, y 
como no queremos escribir tres ecuaciones cada vez, usamos VU en su lugar. 


| | 
E d 5 
| | Fig. 14-5. Campo entre dos placas para- 


Un ejemplo más de campos y potenciales tiene que ver con el caso eléctrico. 
En el caso de la electricidad la fuerza que actúa sobre un objeto estático es la carga 
por el campo eléctrico: F = gE. (En general, por supuesto, la componente x de 
una fuerza en un problema de electricidad tiene tambien una parte que depende del 
campo magnético. Es fácil demostrar a partir de la ecuación (12.10) que la fuerza 
que actúa sobre una.particula debido a campos magnéticos es siempre perpendicu- 
lar a su velocidad, y también perpendicular al campo. Como la fuerza debida al 
magnetismo sobre una carga móvil es perpendicular a la velocidad, el magnetismo 
no efectúa trabajo sobre la carga móvil, porque el movimiento es perpendicular a 
la fuerza. Por consiguiente, al calcular teoremas sobre energía cinética en campos 
eléctricos y magnéticos, podemos omitir la contribución del campo magnético, ya 
que no hace variar la energía cinética.) Suponemos que existe sólo un campo eléc- 
trico. Entonces podemos calcular la energia o el trabajo efectuado de la misma ma- 
nera que para la gravedad y calcular una cantidad f que es menos la integral de 
E + ds, desde el punto fijo arbitrario al punto donde hacemos el cálculo, y entonces 
la energía potencial en un campo eléctrico es justamente la carga por esta can- 
tidad $. 


(r) = —E: ds, 
= q09. 

Tomemos, como ejemplo, el caso de dos placas metálicas paralelas, cada una 
con carga superficial + ø por unidad de área. Este se Hama condensador de placas 
paralelas. Encontramos anteriormente que la fuerza es cero fuera de las placas y que 
hay un campo eléctrico constante entre ellas, dirigido de + a — y de módulo g/£% 
(Fig. 14-5). Nos gustaria saber cuánto trabajo se efectuaria al llevar una carga de 


una placa a la otra. El trabajo seria la integral de (fuerza) - (ds), que puede escri- 
birse como carga por valor del potencial en la placa 1 menos el de la placa 2: 


W = f Fas cad 
1 


En realidad podemos calcular la integral, porque la fuerza es constante y si desig- 
namos por d la separación de las placas, la integral es fácil: 


2 2 d 
ETTE- dx = LL. 
1 


071 €0 
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La diferencia de potencial, AD = oud/z, se llama diferencia de voltaje, y ® se mide 
en volts. Cuando decimos que un par de placas están cargadas a cierto voltaje, lo 
que queremos decir es que la diferencia de potencial eléctrico de las dos placas es 
de tantos voltios. Para un condensador hecho de dos placas paralelas que llevan una 
carga superficial + ø, el voltaje o diferencia de potencial del par de placas es ud/e,. 
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15-1 El principio de relatividad 


Por más de 200 años se pensó que las ecuaciones del movimiento formuladas 
por Newton describian correctamente la naturaleza y cuando por primera vez se 
descubrió un error en estas leyes, también se descubrió la manera de corregirlo. 
Tanto el error como su corrección fueron descubiertos por Einstein en 1905. 


La segunda ley de Mewton que hemos expresado por medio de la ecuación 


F = d(mv)/dt, 


fue establecida con la hipótesis tácita que m es una constante, pero sabemos ahora 
que esto no es cierto y que la masa de un cuerpo aumenta con su velocidad. En la 
fórmula corregida de Einstein m tiene el valor 


_ Mm 
sin VI — v/e (15.1) 


donde la “masa en reposo” m, representa la masa de un cuerpo que no se mueve 
y ces la velocidad de la luz, que es alrededor de 3 x 10% km seg”' o sea alrededor 
186.000 mi: seg". 


Para aquellos que quieren aprender sólo lo suficiente en esta materia para poder 
resolver problemas, esto es todo lo que hay que saber sobre la teoría de la relati- 
vidad —se cambian las leyes de Newton introduciendo un factor de corrección para 
la masa—. De la fórmula misma se puede ver fácilmente que este aumento de masa 
es muy pequeño en circunstancias normales. Incluso para velocidades tan grandes 
como las de un satélite que se mueve alrededor de la tierra con 8 km/seg., se tiene 
v/c = 8/300.000: al introducir este valor en la fórmula se ve que la corrección 
a la masa es solamente una parte en dos a tres mil millones que es casi imposible 
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de observar. En realidad la exactitud de la fórmula ha sido confirmada amplia- 
mente observando muchos tipos de particulas que se mueven con velocidades hasta 
practicamente la velocidad de la luz. Sin embargo, debido a que el efecto es nor- 
malmente tan pequeño, resulta notable que haya sido descubierto teórica antes que 
experimentalmente. Empiricamente el efecto es muy grande a velocidades suftciente- 
mente elevadas, pero no fue descubierto de esta manera. Por esta razón es intere- 
sante ver cómo una ley que implicaba una modificación tan delicada (cuando fue 
descubierta por primera vez), se encontró por medio de una combinación de experi- 
mentos y razonamientos físicos. Contribuciones al descubrimiento fueron hechas 
por muchas personas cuyo resultado final fue el descubrimiento de Einstein. 


En realidad existen dos teorias de la relatividad de Einstein. Este capitulo sola- 
mente está dedicado a la teoria especial de relatividad que fue formulada en 1905. 
En 1915 Einstein publicó una teoría adicional llamada teoría general de la relativi- 
dad. Esta última teoría da una extensión de la teoria especial al caso de la ley de 
gravitación; no discutiremos aqui la teoria general. 


El principio de relatividad fue formulado por primera vez por Newton en sus co- 
rolarios de las leyes de movimiento: “Los movimientos de cuerpos en un mismo 
espacio dado son iguales entre si, si este espacio está en reposo o si se mueve uni- 
formemente sobre una linea recta”. Esto significa, por ejemplo, que si una nave 
espacial se desplaza con una velocidad uniforme, todos los experimentos y los fenó- 
menos realizados en ella aparecerán iguales a los observados si la nave no está 
en movimiento, suponiendo naturalmente, que uno no mira hacia fuera. Este es el 
significado del principio de relatividad. La idea es bastante sencilla, y la única 
pregunta es si es verdad que en todos los experimentos realizados en el interior de 
un sistema en movimiento las leyes de la fisica aparecen iguales a las observadas si 
el sistema está en reposo. Investiguemos primero si las leyes de Newton son iguales 
en el sistema movil. 


Fig. 15-1. Dos sistemas de coordenadas 
en movimiento uniforme relativo según sus 
-xX xX ejes x. 


(1,42) 


Supongan que Pedro se está moviendo en la dirección x con velocidad uniforme 
u y que mide la posición de un cierto punto, indicado en la figura 15-1. El designa 
la “distancia x” del punto en su sistema de coordenadas con x’. Juan esta en repo- 
so. y mide la distancia del mismo punto. designando la coordenada x en su sistema 
con x. La relación entre las coordenadas en los dos sistemas se ve claramente en el 
diagrama. Después de un tiempo / el origen de Pedro se ha movido una distancia 
ut, y si originalmente los dos sistemas coincidieron, 


’” = x — ul, 

ES (15.2) 
LR, i 
t= t. 


, 
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Si sustituimos esta transformación de coordenadas en las leyes de Newton encon- 
tramos que estas leyes se transforman en las mismas leyes en el sistema con raya; 
es decir, las leyes de Newton tienen las mismas formas en un sistema en movimiento 
que en un sistema estático y por esta razón es imposible poder decir por medio de 
experimentos mecánicos si el sistema se está moviendo o no. 


El principio de relatividad se ha usado en mecánica durante largo tiempo. Fue 
usado por diferentes personas, en particular por Huygens, para obtener las reglas 
de la colisión de bolas de billar prácticamente en la misma forma usada en el 
capítulo 10 para discutir la conservación del momentum. En el siglo pasado aumen- 
tó el interés en aquel principio como resultado de las investigaciones de los fenó- 
menos de electricidad, magnetismo y luz. Una larga serie de experimentos cuida- 
dosos acerca de estos fenómenos realizados por muchas personas, culminó en las 
ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético, las cuales describen la elec- 
tricidad, el magnetismo y la luz en un único sistema uniforme. Sin embargo, las 
ecuaciones de Maxwell no parecian obedecer el principio de relatividad. Es decir, 
si transformamos las ecuaciones de Maxwell por medio de la sustitución de las ecua- 
ciones 15.2, su forma no queda igual; por esta razón, los fenómenos eléctricos y 
Ópticos en una nave espacial en movimiento deberian ser diferentes a los mismos 
en una nave en reposo. Se podria usar entonces estos fenómenos ópticos para deter- 
minar la velocidad de la nave; en particular se podria determinar la velocidad abso- 
luta de la nave, efectuando mediciones ópticas o eléctricas adecuadas. Una de las 
consecuencias de las ecuaciones de Maxwell es que, si existe una perturbación en el 
campo tal que se genera luz, estas ondas electromagnéticas se alejan en todas las 
direcciones en la misma forma y con la misma velocidad c, o sea 300.000 km/seg. 
Otra consecuencia de las ecuaciones es que si la fuente de la perturbación se mueve, 
la luz emitida atraviesa el espacio con la misma velocidad c. Esto es análogo al caso 
del sonido, donde la velocidad de las ondas sonoras es también independiente de la 
velocidad de la fuente. 


Esta independencia del movimiento de la fuente, en el caso de la luz, nos plantea 
un problema interesante. 


Supongan que nos encontramos en un automóvil que se mueve con la velocidad 
u, y que la luz proveniente de su parte trasera pasa por el automóvil con veloci- 
dad c. Derivando la primera ecuación en (15.2) se obtiene 


dx'/di = dx/dt — u, 


Lo que significa que, según la transformación galileana, la velocidad aparente de la 
luz que pasa, medida en el automóvil, no deberia ser c sino c —u. Por ejemplo, si el 
automóvil se mueve a 200.000 km/seg y si la luz se mueve a 300.000 km/seg, en- 
tonces aparentemente la luz que pasa por el automóvil deberia desplazarse a 
100.000 km/seg. Por lo tanto midiendo la velocidad de la luz que pasa por el 
automóvil (si la transformación de Galileo es correcta para la luz), se puede deter- 
minar la velocidad del automóvil. Se realizaron varios experimentos basados en esta 
idea general, para determinar la velocidad de la tierra; pero todos fallaron —no 
dieron ninguna velocidad—. Discutiremos uno de estos experimentos en detalle, para 
mostrar exactamente qué se hizo y qué pasó; naturalmente algo pasó, algo falló 
con las ecuaciones de la fisica. ¿Qué podria ser? 
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15-2 La transformación de Lorentz 


Cuando se descubrió el fracaso de las ecuaciones de la fisica en el caso citado 
arriba, lo primero que se pensó era que la dificultad debia estar en las nuevas ecua- 
ciones de Maxwell de la electrodinámica, que en esos tiempos sólo tenian veinte 
años. Parecia evidente que estas ecuaciones debian estar equivocadas, por lo cual habia 
que cambiarlas de tal manera que, en una transformación de Galileo, se satisfaciera 
el principio de relatividad. Cuando se intentó esto, los nuevos términos que habia 
que colocar en las ecuaciones conducian a predicciones de nuevos fenómenos eléc- 
tricos que no existian al ser buscados experimentalmente, por lo cual este intento 
fue abandonado. Gradualmente se reconoció entonces que las leyes de Maxwell de la 
electrodinámica eran correctas y que los problemas debian ser buscados en otra 
parte. 


Mientras tanto, H. A. Lorentz observó algo notable y curioso al efectuar las 
siguientes sustituciones en las ecuaciones de Maxwell: 


a A 
vI = u? ce? 
WEN 
z =z, l (15.3) 
A t — De 


= e y 


es decir, que las ecuaciones de Maxwell mantienen la misma forma cuando se les 
aplica esta transformación. Las ecuaciones (15.3) son conocidas bajo el nombre de 
transformación de Lorentz. Siguiendo una sugerencia hecha originalmente por Poin- 
caré, Einstein propuso que /odas las leyes fisicas debian ser tales de permanecer 
las mismas bajo una transformación de Lorentz. En otras palabras deberiamos cam- 
biar las leyes de la mecánica y no las leyes de la electrodinámica. ¿Cómo debemos 
cambiar las leyes de Newton para que queden inalteradas por la transformación de 
Lorentz? Si nos fijamos esta meta, tendremos que reescribir las ecuaciones de New- 
ton de tal manera que las condiciones impuestas sean satisfechas. Se obtiene asi 
que el único requisito es que la masa m en las ecuaciones de Newton debe ser 
reemplazada por la expresion indicada en la ecuación (15.1). Si se efectúa este cam- 
bio, armonizan las leyes de Newton y las leyes de la electrodinámica. Si usamos 
entonces la transformación de Lorentz para comparar las mediciones de Pedro con 
las de Juan, no podremos detectar nunca quién se está moviendo, porque la forma 
de todas las ecuaciones será la misma en ambos sistemas de coordenadas. 


Es interesante discutir lo que significa el reemplazo de la transformación antigua 
para las coordenadas y el tiempo por una nueva, dado que la antigua (Galileo) pa- 
rece evidente, y la nueva (Lorentz) tiene un aspecto tan peculiar. Deseamos 
saber, si es lógico y experimentalmente posible, que la nueva transformación, 
y no la antigua, sea la correcta. Para saber esto, no basta estudiar las leyes de la 
mecánica, sino que, tal como lo hizo Einstein, debemos analizar también nuestros 
conceptos sobre espacio 
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y tiempo para poder comprender esta transformación. Tendremos que discutir con 
algún detalle estos conceptos y sus consecuencias para la mecánica; digamos 
mientras tanto que el esfuerzo será justificado, dado que los resultados están de 
acuerdo con la experiencia. 


15-3 El experimento de Michelson-Morley 


Como se menciona más arriba, se hicieron intentos para determinar la veloci- 
dad absoluta de la tierra a través del hipotético “éter”, el cual supuestamente se 
extiende por todo el espacio. El más famoso de estos experimentos es uno realizado 
por Michelson y Morley en 1887. Sólo dieciocho años más tarde Einstein finalmen- 
te explicó los resultados negativos del experimento. 


Ondas 4% Ondas 
en fase >$ 5 desfasadas 
? 96 Las Fig. 15-2. Diagrama esquemático del 
of o experimento de Michelson-Morley. 


El experimento de Michelson-Morley fue realizado con un aparato como el que se 
muestra esquemáticamente en la figura 15-2. Este aparato consta esencialmente de 
una fuente luminosa 4, una placa de vidrio parcialmente planteada B y dos espe- 
jos C y E, todo montado sobre una base rigida. Los espejos están puestos a iguales 
distancias L de B. La placa B divide el haz de la luz incidente y los dos haces 
resultantes siguen en direcciones perpendiculares entre si hacia los espejos, donde 
se reflejan de vuelta hacia B. Al volver a B, los dos haces se recombinan, formando 
los haces superpuestos D y F. Si el tiempo que emplea la luz para avanzar de Ba E 
y viceversa es el mismo que el tiempo B a C y viceversa, entonces los haces D y F 
que emergen estarán en fase y se reforzarán mutuamente, pero si los dos tiempos 
difieren ligeramente, los haces estarán ligeramente fuera de fase y se obtendrá in- 
terferencia. Si el aparato está “en reposo” en el éter, los tiempos deberán ser exac- 
tamente iguales, pero si se mueve hacia la derecha con velocidad u debe haber una 
diferencia en los tiempos. Veamos por que. 


Calculemos primero el tiempo que necesita la luz para ir de B a E y viceversa. 
Llamemos t,, el tiempo que requiere la luz para ir de la placa B al espejo £, y £, el 
tiempo de regreso. Ahora bien. mientras la luz se mueve de B hacia el espejo. el 
aparato se mueve a una distancia uf, tal que la luz debe atravesar una distancia 
L + ut,, con la velocidad c. Podemos también expresar esta distancia como ct; 
asi tenemos 


cty = L + ut, or tı = L/(e — 4). 
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(Este resultado es también evidente bajo el punto de vista de que la velocidad de la 
luz con respecto al aparato es c - u, de modo que el tiempo es el largo £ dividido 
por c - u.) En una forma semejante se puede calcular el tiempo t,. Durante este tiem- 
po la placa B avanza una distancia uf,, por lo tanto la distancia de regreso de la 
luz es L - ut,. Tenemos en consecuencia 


cta = L — ula, or to = L/(c + u). 
Entonces el tiempo total es 
li + lo = 2Le/(c? => u?). 


Por conveniencia en comparaciones posteriores de tiempo, escribimos esto en la 
forma 


2L 
hthk= ie (15.4) 


Nuestro segundo cálculo será el del tiempo f, que emplea la luz para ir de B al 
espejo C. Como en el caso anterior, durante el tiempo £, el espejo C se mueve ha- 
cia la derecha una distancia xwf, hasta la posición C`: en el mismo tiempo la luz 
viaja una distancia cf, à lo largo de la hipotenusa de un triangulo que es BC”. Pa- 
ra este triangulo rectángulo tenemos 


(cta? = 1? + (utaY 


L = CÊ — =( =D, 


de lo cual obtenemos 
= L/V e — u. 


Para el viaje de regreso desde C’ la distancia es la misma, como puede deducirse 
de la simetria de la figura; por esta razón también el tiempo de regreso es el mismo, 
y el tiempo total es 2f,. Con un pequeño reordenamiento de la forma, podemos 
describir 


„a dE 2L/c 
Ve =u vVI= u?2/0? 


2t3 (15.5) 


Estamos ahora en condiciones de comparar los tiempos empleados por los dos 
haces de la luz. En las expresiones (15.4) y (15.5) los numeradores son iguales y 
representan el tiempo que se emplearia si el aparato estuviera en reposo. En los de- 
nominadores el término u?/c? será pequeño, salvo que u sea de valor comparable a 
c. Los denominadores representan las modificaciones en los tiempos causados por 
el movimiento del aparato. Y vean, estas modificaciones no son iguales —el tiempo 
para ir a C y viceversa es un poco más pequeño que el tiempo a E y viceversa, a 
pesar de que los espejos están equidistantes de B, y todo lo que tenemos que ha- 
cer es medir esta diferencia con precisión. 

Aqui surge un aspecto menor de tipo técnico —supóngase que los dos largos L 
no son exactamente iguales—. De hecho seguramente no los podemos hacer exacta- 
mente iguales. En este caso simplemente giramos el aparato en 90 grados, tal que 
BC esté en la linea de movimiento y BE perpendicular al movimiento. Cualquier 
pequeña diferencia de la longitud no tiene entonces importancia, y lo que observa- 
mos es un corrimiento de las franjas de interferencia cuando se gira el aparato. 
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Al efectuar el experimento, Michelson y Morley orientaron el aparato de tal ma- 
nera que la linea BE quedó casi paralela al movimiento de la tierra en su órbita 
(durante ciertos momentos del dia o de la noche). Esta velocidad orbital es aproxi- 
madamente 30 kilómetros por segundo y cualquier “desplazamiento del éter” debe- 
ria ser por lo menos éste en algún momento del día o de la noche y en alguna época 
del año. El aparato fue lo suficientemente sensible para observar tal efecto, pero 
no se encontró ninguna diferencia de tiempo -la velocidad de la tierra a través del 
éter no pudo ser detectada—. El resultado del experimento fue cero. 

El resultado del experimento de Michelson-Morley fue muy enigmático y des- 
concertante. La primera idea fructifera para encontrar una salida a este impase vino 
de Lorentz. Sugirió, que cuerpos materiales se contraen cuando se mueven, y que es- 
te acortamiento tiene lugar solamente en la dirección del movimiento, y además, que 
si el largo es Lọ cuando el cuerpo está en reposo, entonces si se mueve con veloci- 
dad u paralela a su largo, este nuevo largo que llamaremos Lı (L paralelo) estará 
dado por 


Liu = Lo VI = u?/e?. (15.6) 


Si se aplica esta modificación al interferómetro de Michelson-Morley no cambia 
la distancia de B a C, pero la distancia de B a E se acorta a L/ y 1 - w/e. Por 
esta razón la ecuación (15.5) no cambia, pero la L de la ecuación (15.4) se debe 
cambiar de acuerdo con la ecuación (15.6). Al hacer esto obtenemos 


VIVA / 
(QL/c) EE e El (15.7) 
l— 42/02 vi — w/e 


htt 


Comparando este resultado con la ecuación (15.5) vemos que f, + h = 24. Asi 
que si el aparato se contrae en la forma recién descrita tenemos una manera de 
comprender por qué el experimento de Michelson-Morley no da efecto alguno. A 
pesar de que la hipótesis de contracción explica el resultado negativo del experimen- 
to, queda la objeción que fue inventada expresamente para explicar esta dificultad 
y que es demasiado artificiosa. Sin embargo, en muchos otros experimentos enca- 
minados a descubrir un viento de éter, aparecieron dificultades similares, hasta que 
fue aparente que la naturaleza estaba en una “conspiración ” para frustrar al hombre, 
introduciendo algunos fenómenos nuevos para anular todo fenómeno que él creia 
le iba a permitir una medición de u. 


Finalmente se reconoció, como lo hizo ver Poincaré, que una ¡conspiración to- 
tal es de por sí una ley de la naturaleza! Entonces Poincaré propuso que existe 
tal ley de la naturaleza y que es imposible detectar un viento de éter con ningún 
experimento; es decir no existe manera para determinar una velocidad absoluta. 


15-4 Transformación del tiempo 


Al tratar de probar si la idea de la contracción estaba en armonia con los he- 
chos de otros experimentos, resultó que todo era correcto si también se modificaban 
los tiempos en la forma expresada por la cuarta ecuación del grupo (15.3). Esto se 
debe a que el tiempo f, calculado para el viaje de B a C y viceversa no es el mismo 
si lo calcula un hombre que realiza el experimento en una nave espacial 
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en movimiento, a si lo calcula un observador estático, quien observa a la nave espacial. 
Para el hombre en la nave, el tiempo es simplemente 2L /c, pero para el otro observa- 
dor es (2 £/c)//1=4*7c? (Ec. 15.5). En otras palabras. si el observador que está fue- 
ra de la nave ve que el hombre en la nave espacial enciende un cigarro, todas las 
acciones aparecen más lentas de lo normal, mientras que para el hombre en el inte- 
rior todo se mueve a una velocidad normal. Por lo tanto. no solamente las longi- 
tudes deben ser reducidas, sino que también los instrumentos que miden tiempos 
(relojes) aparentemente deben ir más lentos. Es decir, si el reloj en la nave espacial 
registra que para el hombre en la nave ha transcurrido un segundo. indicara 
11 T -WC segundos para el hombre afuera. 


Este atraso de los relojes en un sistema en movimiento es un fenómeno muy sin- 
gular y es digno de una explicación. Para poder entenderla. debemos observar el 
mecanismo del reloj y ver qué pasa cuando se mueve. Dado que esto es algo difi- 
cil, vamos a considerar un reloj muy sencillo. El que vamos a elegir es ciertamente 
un tipo de reloj muy tonto, pero trabajará en principio: consiste de una varilla 
(metro) con un espejo en cada extremo, y si emitimos una señal luminosa entre los 
espejos. la luz sigue moviéndose hacia arriba y hacia abajo. produciendo un clic 
cada vez que llegue abajo, tal como un reloj normal. Construimos dos relojes de 
esta forma, con exactamente la misma longitud, y los sincronizamos haciéndolos 
«partir al mismo tiempo; entonces concordarán siempre, dado que son iguales en 
longitud, y la luz viaja siempre con velocidad c. Entregamos uno de estos relojes 
al hombre que lo llevara en su nave espacial instalando la varilla perpendicular a la 
dirección del movimiento de la nave; entonces no cambiara el largo de la varilla. 
¿Cómo sabemos que los largos perpendiculares no cambian? Los dos hombres pueden 
acordar hacer marcas en cada uno de sus metros en la dirección y cuando pasan 
uno frente al otro. Por simetria, las dos marcas deben aparecer en las mismas coor- 
denadas y e y’, porque de otra manera cuando se juntan para comparar resultados, 
una marca estará por encima o por debajo de la otra, y podriamos decir asi quién 
realmente se estaba moviendo. 


Veamos ahora qué le pasa al reloj en movimiento. Ántes de llevarlo a bordo el 
hombre estaba de acuerdo en que era un hermoso reloj patrón y cuando se aleja 
en la nave espacial, no notará nada peculiar. Si lo hiciera, podria saber que estaba 
en movimiento; si cualquier cosa cambiara debido al movimiento, él podria decir 
que estaba en movimiento. Pero el principio de relatividad afírma que esto es impo- 
sible en un sistema que se mueve uniformemente; por lo tanto, nada ha cambiado. 
Por otra parte, si el observador externo observa el reloj que pasa frente a él, ve que 
la luz al ir de espejo a espejo, recorre “en realidad” un camino en zigzag, dado que 
la varilla se mueve lateralmente todo el tiempo. Hemos analizado ya tal movimiento 
en zigzag en conexión con el experimento de Michelson-Morley. Si en un tiempo 
dado la varilla se mueve una distancia proporcional a u (Fig. 15-3), la distancia que 
la luz recorre en el mismo tiempo es proporcional a c, y la distancia vertical es por 
lo tanto proporcional a / e? - u’. 


O sea, la luz requiere un tiempo mayor para ir de extremo a extremo en el reloj 
en movimiento que en el reloj en reposo. Por esta razón, el tiempo aparente entre 
los clics es mayor para el reloj en movimiento, en la misma proporción que la indi- 
cada por la hipotenusa del triangulo (este es también el origen de las raices cuadra- 
das en nuestras ecuaciones). En la figura también es evidente que mientras más gran- 
de es u, mås lentamente parece marchar el reloj en movimiento. No sólo se mueve 
más lentamente este reloj particular, sino que, si la teoria de la relatividad es correcta. 
cualquier otro reloj que funcione según cualquier principio 
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z Pulso 
Espejo reflejado 


à F=] 
y E A 
Sistema S’ 3 
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fotoeléctrica 
Nx 
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(a) Pulso ~ 7” (b) Pulso 
emitido recibido 


Fig. 15-3. (a) Un “reloj de luz” en re- 
poso en el sistema S^ (b) El mismo reloj 
en movimiento a través del sistema S. (c) 
Ilustración del camino diagonal recorrido 
por el haz de luz en un “reloj de luz” en mo- 
vimiento. 


también pareceria marchar lentamente, y en la misma proporción podemos decir ` 
esto sin más análisis. ¿Por qué es asi? 

Para contestar la pregunta hecha arriba, supongan que tuviéramos otros dos 
relojes, hechos exactamente iguales, con ruedas y engranajes, o quizás basados en 
la desintegración radioactiva o cualquier otra cosa. Entonces ajustamos estos relo- 
jes para que ambos marchen en perfecto sincronismo con nuestros relojes originales. 
Si la luz camina hacia arriba y hacia abajo en los primeros relojes y anuncia su 
llegada con un clic, los modelos nuevos también completan alguna especie de ciclo, 
lo que ambos anuncian simultaneamente por algún destello doblemente coincidente, 
o un bong, o cualquier otra señal. Uno de estos relojes se lleva a la nave espacial 
junto con uno del primer tipo. A lo mejor este reloj no marcha más lentamente, 
sino que sigue manteniendo el mismo tiempo que su contraparte en reposo y asi dis- 
crepa con el otro reloj en movimiento. Ah, no, si esto pasara, el hombre en la nave 
podría usar esta diferencia entre los dos relojes para determinar la velocidad de su 
nave, lo que hemos supuesto es imposible. No necesitamos saber nada sobre el me- 
canismo del reloj nuevo que pueda producir el efecto —sabemos simplemente que, 
cualquiera sea la razón, aparentemente marchará más lento, igual que el primero, 


Ahora bien, si todos los relojes en movimiento marchan más lentamente, si nin- 
gún método de medida del tiempo da otra cosa que una velocidad más baja, no nos 
queda otra cosa ds decir, en cierto sentido, que el tiempo mismo parece más lento 
ı una nave espacial. Todos los fenómenos qe ocurren alli —el ritmo del pulso del 
Da, sus procesos payat a tiempo gue emplea para encender un cigarro, 
necesita para Crecer y eny T SN estas cosas deben ser mås lentas en 
ma proporción, porque él no 6 Diede e decir que está en movimiento. Los biólo- 
icos dicen a veces que no es muy cierto que el tiempo necesario para el 
esarrollo de un cáncer es mayor en una nave espacial, pero desde el punto de vis- 
ta de un físico moderno esto es 


Es 
> 
ds 
ES 


casi cierto; ¡de otra manera se podria usar la velocidad de desarrollo del cáncer 
para determinar la velocidad de la nave! 


Un ejemplo muy interesante de la dilatación del tiempo con el movimiento es 
suministrado por los mesones mu (muones), que son particulas que se desintegran 
espontáneamente después de un tiempo de vida medio de 2,2 x 10% seg. Llegan a 
la tierra en los rayos cósmicos, pero también pueden ser producidos artificialmente 
en el laboratorio. Algunos se desintegran en medio del aire, pero el resto se desin- 
tegra solamente después de haber encontrado un pedazo de material y haberse de- 
tenido. Está claro que en vida tan corta el muón no puede viajar mucho más de 
600 metros, incluso a la velocidad de la luz. Pero a pesar de que los muones se 
forman en la parte superior de la atmósfera, a unos 10 kilómetros de altura se los 
encuentra en el laboratorio aqui abajo en los rayos cósmicos. ¿Cómo puede ser es- 
to? La contestación es que los diferentes muones se mueven con varias velocidades, 
algunas de las cuales son muy cercanas a la velocidad de la luz. Mientras que des- 
de su propio punto de vista viven solamente 2 u seg, desde nuestro punto de vista 
viven considerablemente más —lo suficiente para que puedan llegar a la tierra—. El 
factor por el cual se aumenta el tiempo ya ha sido dado como 1/y/ 1 - u*/c?. La 
vida media ha sido medida bastante exactamente para muones a diferentes veloci- 
dades, y los valores concuerdan bastante bien con la fórmula. 

No sabemos por qué el mesón se desintegra y cuál es su mecanismo, pero sabe- 
mos que su comportamiento satisface al principio de relatividad. Esta es la utili- 
dad del principio de relatividad: nos permite hacer predicciones, incluso sobre 
cosas de las cuales no sabemos mucho en otro aspecto. Por ejemplo, antes de tener 
alguna idea sobre lo que hace desintegrar al mesón, podemos predecir que si se 
mueve a nueve décimas de la velocidad de la luz, la duración aparente de su vida es 
(2,2 x 10-5)/,/ 1-9*/10* seg; y nuestra predicción funciona —esto es lo bueno. 


15-5 La contracción de Lorentz 


Volvamos ahora a la transformación de Lorentz (15.3) y tratemos de entender 
mejor la relación entre los sistemas de coordenadas (x,»,2,£) y (x”,y”,z',4',), a los que 
llamamos sistemas S y S”, o sistemas de Juan y Pedro, respectivamente. Hemos ob- 
servado ya que la primera de las ecuaciones está basada en la sugerencia de Lo- 
rentz de una contracción a lo largo de la dirección x; ¿cómo podemos demostrar 
que se produce una contracción? Ahora podemos darnos cuenta que debido al 
principio de relatividad, el brazo transversal BC no puede cambiar su longitud en 
el experimento de Michelson-Morley; sin embargo, el resultado nulo del experimen- 
to exige que los riempos sean iguales. Entonces, para que el experimento dé un re- 
sultado nulo, el brazo longitudinal BE debe aparecer y 1-—u*/c? veces más corto. 
¿Qué significa esta contracción en relación con las mediciones efectuadas por Juan 
y Pedro? Supongan que Pedro, que se mueve con el sistema S’ en la dirección x, 
mide la coordenada x’ de algún punto con un metro y aplica la varilla x’ veces, 
pensando asi que la distancia es x” metros. Desde el punto de vista de Juan en el 
sistema S. sin embargo. Pedro está usando una regla acortada, tal que la distancia 
“real” medida es x’ y1—u*/c” metros. Entonces, si el sistema S’ se ha alejado 
una distancia uf del sistema S, el observador S diria que el mismo punto, medido 
en sus coordenadas, está a una 


15-10 


distancia x= x’ YI =u /0 + ut, ó 


que es la primera ecuación de la transformacion de Lorentz. 


15-6 Simultaneidad 


* 


De manera analoga. debido a la diferencia en las escalas de tiempo. la expre- 
sión del denominador se ha introducido en la cuarta ecuación de la transformación 
de Lorentz. El término más interesante en esta ecuación es ux/c? en el numerador, 
porque es nuevo e inesperado. Ahora bien, ¿qué significa esto? Si observamos la 
situación cuidadosamente vemos que sucesos que ocurren al mismo tiempo en dos 
lugares separados vistos por Pedro en S’, no ocurren al mismo tiempo al ser ob- 
servados por Juan en $. Si un suceso ocurre en el punto x, en el tiempo 1, y el otro 
suceso en x, y fẹ (al mismo tiempa), encontramos que los tiempos correspondientes 
t’, y t, difieren en la cantidad 


2 
u(xı — X2)/c ; 
vt == u?/c2 


A este hecho se le llama “falta de simultaneidad a distancia”, y para aclarar un po- 
co más la idea consideremos el experimento siguiente. 


Supongan que un hombre que se mueve en una nave espacial (sistema S”) ha 
puesto un reloj en cada extremo de la nave y está interesado en asegurarse que los 
dos relojes estén sincronizados. ¿Cómo se puede sincronizar los relojes? Existen 
muchos caminos. Un camino que implica muy poco cálculo sería localizar prime- 
ramente el punto medio exacto entre los relojes. Luego emitimos desde alli una señal 
luminosa que irá en ambas direcciones con la misma velocidad y evidentemente lle- 
gará a ambos relojes al mismo tiempo. Esta llegada simultanea de las señales se 
puede usar para sincronizar los relojes. Supongamos entonces que el hombre en S” 
sincroniza sus relojes por medio de este método particular. Veamos si un observa- 
dor en el sistema S estaria de acuerdo que los dos relojes están sincronizados. El 
hombre en S” tiene derecho a pensar que lo están, porque no sabe que se está mo- 
viendo. Pero el hombre en S razona que, dado que la nave se esta moviendo hacia 
adelante, el reloj en la parte delantera se aleja de la señal luminosa; por lo tanto. 
la luz tiene que andar más que el medio camino para alcanzarlo; en cambio el re- 
loj trasero avanza para encontrar a la señal luminosa, por lo cual la distancia será 
más corta. La señal llega entonces primero al reloj trasero, a pesar de que el hom- 
bre en S” pensaba que ambas señales habian llegado simultáneamente. Vemos en- 
tonces que si un hombre en una nave espacial cree que los tiempos en dos posicio- 
nes son simultáneos, ¡valores iguales de 1” en su sistema de coordenadas deben co- 
rresponder a valores diferentes de t en otro sistema de coordenadas! 


t- = 


15-7 Cuadrivectores 


Veamos qué otra cosa podemos descubrir en la transformación de Lorentz. Es 
interesante notar que la transformación entre los x y los £ es de forma análoga a 
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la transformación de los x y los y que estudiamos en el capitulo 11 para una ro- 
tación de coordenadas. Teniamos entonces 


x = xcos0 + y sen 0, (15 8) 
y = ycos 6 — xsenQ, 


donde los nuevos x’ mezclan los antiguos x e y, y los nuevos y” también mezclan 
los antiguos x e y; en forma similar encontramos en la transformación de Lorentz 
un nuevo x’ que es una mezcla de x y £ y un nuevo f’ que es una mezcla de / y x. 
Asi. pues. la transformación de Lorentz es análoga a una rotación, sólo que es una 
“rotación” en el espacio y el tiempo, lo que parece ser un concepto extraño. Una 
prueba de la analogia con una rotación se puede hacer calculando la cantidad 


x2? + y? + z’? La cp? = x? + y? + z? pos PETER (15.9) 


En esta ecuación. los tres primeros términos de cada lado representan, en la geo- 
metria tridimensional, el cuadrado de la distancia entre un punto y el origen (super- 
ficie de una esfera) que no cambia (es invariante) en la rotación de los ejes coorde- 
nados. En forma similar, la ecuación (15.9) demuestra que existe una cierta combina- 
ción que incluye el tiempo. que es invariante en una transformación de Lorentz. Por lo 
tanto la analogia con una rotación es completa, y es tal, que vectores, es decir can- 
tidades con “componentes” que se transforman en la misma forma que las coor- 
denadas y el tiempo, también son útiles en relatividad. 


Consideremos entonces una extensión del concepto de vector, que hasta ahora 
sólo hemos considerado con componentes espaciales, para incluir una componente 
temporal. Es decir. esperamos que existan vectores con cuatro componentes, tres 
de las cuales son como las componentes de un vector ordinario, y a éstas se agrega- 
ra una cuarta componente, que es análogo de la parte temporal. 


Este concepto se analizara mas en los capitulos siguientes. donde vamos a ver 
que si las ideas del parrafo anterior son aplicadas al momentum, la transformación 
da lugar a tres partes espaciales que son semejantes al momentum ordinario y a una 
de las cuales son como las componentes de un vector ordinario, y a éstas se agregará 
una cuarta componente, que es el análogo de la parte temporal. 


15-8 Dinamica relativista 


Estamos ahora en condiciones de investigar en forma más general qué forma to- 
man las leyes de la mecánica frente a una transformación de Lorentz. Hasta aho- 
ra hemos explicado cómo cambian la longitud y el tiempo, pero no cómo obtenemos 
la fórmula modificada para m (Ec. 15.1) Haremos esto en el próximo capitulo. Para 
ver las consecuencias de la modificación de Einstein para la im de la mecánica new- 
toniana. empezaremos con la ley de Newton que establece que la fuerza es igual a 
la variación del momentun, es decir 


F = d(mv)/dt. 
El momentum esta dado todavia por mv, pero si usamos la nueva m. ésta será 
Moy 2 
p = my = == * (15.10) 
Yi — v?/e? 
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Esta es la modificación de Einstein a las leyes de Newton. En esta modificación, 
acción y reacción son todavía iguales (posiblemente puedan no serlo en detalle, pero 
si en forma global), existira la conservación del momentum en la misma forma an- 
terior, pero la cantidad que se conserva no es el antiguo mv con masa constante, 
sino la cantidad indicada en (15.10) que contiene la masa modificada. Si se efectúa 
este cambio en la fórmula para el momentum, la conservación del momentum toda- 
via funciona. 


Veamos ahora cómo varía el momentum «con la velocidad. En la mecánica new- 
toniana es proporcional a la velocidad y de acuerdo con (15.10), es casi el mismo 
en la mecánica relativista sobre un considerable intervalo de velocidades, pequeñas 
en comparación con c, dado que la raiz cuadrada difiere muy poco de 1. Pero si p 
es casi igual a c, la raiz cuadrada se aproxima a cero, y el momentum tiende por 
lo tanto a infinito. ¿Qué pasará si una fuerza constante actúa sobre un Cuerpo du- 
rante un tiempo largo? En la mecánica newtoniana el cuerpo aumenta su velocidad 
hasta que camina más rápido que la luz. Pero esto es imposible en la mecánica re- 
lativista. En relatividad, el cuerpo no aumenta su velocidad, sino su momentum, que 
puede crecer continuamente porque su masa crece. Después de cierto tiempo, ya no 
existe prácticamente aceleración en el sentido de cambio de velocidad, pero el mo- 
mentum continúa aumentando. Naturalmente si una fuerza produce un cambio muy 
pequeño en la velocidad de un cuerpo, nosotros decimos que el cuerpo tiene mucha 
inercia y esto es exactamente lo que dice nuestra fórmula para la masa relativista 
(véase ecuación 15.10); dice que la inercia es muy grande cuando v es casi igual 
a c. Como ejemplo de este efecto puede mencionarse que para deflectar electrones de 
alta velocidad en el sincrotón usado aquí en el Caltech, necesitamos un campo mag- 
nético que es 2.000 veces más intenso que el valor que cabría esperar a base de las 
leyes de Newton. En otras palabras, la masa de los electrones en el sincrotón es 
2.000 veces mayor que su masa normal, ¡y es tan grande como la de un protón! 
Que m sea 2.000 veces 71 significa que 1 — v?/c* debe ser 1/4.000.000 y esto sig- 
nifica que v?/c? difiere de 1 por una parte en 4.000.000 o que y difiere de c por una 
parte en 8.000.000, es decir, la velocidad de los electrones se aproxima bastante a 
la luz. Si los electrones y la luz partieran ambos del sincrotón (estimado a 200 me- 
tros de distancia) y van al laboratorio Bridge, ¿quién llegaría primero? Naturalmente 
la luz, porque siempre la luz viaja más rapidamente”. ¿Cuánto antes? Esto es muy 
dificil de decir; en cambio, diremos en qué distancia se adelanta la luz: ¡es alrede- 
dor de 1/4 de décima de milimetro o 1/4 del espesor de una hoja de papel! Cuan- 
do los electrones se mueven así de rapido sus masas resultan enormes, pero nunca 
su velocidad puede exceder la velocidad de la tuz. 


Busquemos ahora otras consecuencias del cambio relativista de la 
sideremos el movimiento de las moléculas en un pequeño ¡anque de gas. 
gas, aumenta la velocidad de las moléculas, y por eso también la masa 
y el gas es más pesado. Se puede' obtener una fórmula aproximada para i r 
el aumento de la masa para el caso de velocidades ea desarroll ndo 


mi irte = my Ui/c) A en una serie de potenci 


ta el 


* En realidad los electrones ganarian la carrera contra la inz visible debido al indice de 
refracción del aire. Un rayo gamma lo haria mejor. 


del binomio. Obtendremos 
mo(l — v?/c?y7 112 = mall + du?/c? + t/t ++.) 


Vemos claramente de la fórmula que la serie converge rápidamente cuando v es pe- 
queño, y los términos después de los dos primeros son despreciables. Asi podemos 
escribir 


1 : 
m = mo + ¿mov() (15.11) 


donde el segundo término del segundo miembro da el aumento de la masa debido a 
la velocidad molecular. Cuando la temperatura aumenta v? crece proporcionalmen- 
te, y asi podemos decir que el aumento de la masa es proporcional al aumento de 
la temperatura. Pero dado que į mọ? representa la energia cinética en el sentido 
anticuado newtoniano, podemos decir también que el aumento de la masa de todo 


el gas es igual al aumento de la energía cinética dividido por ¢?, ó A m = A(E.C.) e 


15-9 Equivalencia de masa y energía 


La observación de arriba condujo a Einstein a la sugerencia que la masa de un 
cuerpo se puede expresar de una manera más simple que por medio de la formula 
(15.1), diciendo que la masa es igual al contenido energético total dividido por c?. 
Si la ecuación (15.11) se multiplica por c? el resultado es 


mc? = moe? + mo? + >> (15.12) 


Aqui el primer miembro da la energia total de un cuerpo, y en el último término 
reconocemos la energia cinética ordinaria. Einstein interpretó el término grande y 
constante mn c?, que forma parte de la energia total del cuerpo. como una energía 
intrinseca conocida como “energia de reposo”. 

Estudiemos más las consecuencias que resultan al suponer con Einstein que la 
energía de un cuerpo es siempre mc?. Como un resultado interesante encontramos 
la fórmula (15.1) para la variación de la masa con la velocidad, que hasta ahora fue 
una mera suposición. Comenzamos considerando el cuerpo en reposo, cuando su 
energía es mc’. Después aplicamos una fuerza al cuerpo, que le hace mover, dándo- 
le energía cinética; entonces, dado que la energía ha aumentado, también la masa ha 
aumentado —esto está implicito en la suposición original. Mientras la fuerza 
continúa actuando, la energía y la masa continúan aumentando. Hemos visto ya 
(capítulo 13) que el cambio de energía con el tiempo es igual a la fuerza multipli- 
cada por la velocidad, o 


dE 
—= F-v. 15.13 
Ji y (15.13) 


Además tenemos (capitulo 9, Ec. 9.1) que F = d (mv)/dt. Cuando se juntan estas 
relaciones con la definición de Æ, la ecuación (15.13) da 


dime?) _ . d(mw) 
A Si (15.14) 
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Queremos despejar m de esta ecuación. Para hacer esto usamos primero el truco 
matemático de multiplicar ambos miembros por 2m, lo que cambia la ecuación a 


2 dm _ d(mv) | 
c“Qm) a 2mv SAT (15.15) 


Tenemos que deshacernos de las derivadas, lo que puede lograrse integrando am- 
bos miembros. La cantidad (2m) dm/ dt se puede reconocer como la derivada de m? 
con respecto al tiempo. De esta manera la ecuación (15.15) es lo mismo que 


dm?) dm?) 

2 

a y 15.16 

er di (rag) 
Si las derivadas de dos cantidades son iguales, las cantidades mismas difieren a lo 
sumo en una constante, por ejemplo C. Esto nos permite escribir 


m?c? = m™? + C. (15.17) 


Es necesario definir más explicitamente la constante C. Dado que la ecuación 
(15.17) debe ser válida para todas las velocidades, podemos elegir el caso especial 
cuando v = 0, y decir que en este caso la masa es mọ Sustituyendo estos valores 
en la ecuación (15.17) se obtiene 


me =0+C: 
Ahora podemos usar este valor de C en la ecuación (15.17), lo que da 


me = mv? + me. (15.18) 
Dividiendo por «* y reordenando términos resulta 


m1 — 1/0?) = må, 


de lo cual obtenemos 


m = mo/V | — v2/e?, (15.19) 


Esta es la fórmula (15.1), y es exactamente lo necesario para la concordancia entre 
masa y energia en la ecuación (15.12). 


Ordinariamente estos cambios de energia representan cambios extremadamente 
pequeños en la masa, porque en la mayoria de los casos no podemos generar mu- 
cha energia de una cierta cantidad de material; pero, por ejemplo, en uma bomba atò- 
mica, de una energia explosiva equivalente a 20 kilotoneladas de TNT, se puede 
demostrar que el polvo después de la explosión es un gramo más liviano que la ma- 
sa inicial del material en reacción, de acuerdo con la relación AE = A(mc?). Esta 
teoria de equivalencia de masa y energía ha sido verificada maravillosamente con 
experimentos en los cuales se aniquila la materia —convirtiéndola totalmente en ener- 
gía: un electrón y un positrón llegan al reposo, cada uno con una masa de reposo 
m Cuando se juntan se desintegran y emergen dos rayos gamma cada uno con 
una energia m,c?. Este experimento proporciona una determinación directa de la 
energía asociada a la masa en reposo de una particula. 
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Energía relativista y momentum 


16-1 La relatividad y los filósofos 16-4 Masa relativista 
16-2 La paradoja de los mellizos 16-5 Energia relativista 


16-3 Transformación de velocidades 


16-1 La relatividad y los filósofos 


En este capítulo continuaremos discutiendo el principio de relatividad de Einstein 
y Poincaré, y la manera como afecta nuestras ideas de la fisica y otras ramas del 
pensamiento humano. 


Poincaré hizo la siguiente exposición del principio de relatividad: “De acuerdo 
con el principio de relatividad, las leyes de los fenómenos físicos deben ser las mis- 
mas para un observador fijo que para un observador que tiene un movimiento uni- 
forme de traslación relativo a él, de manera que no tengamos, ni siquiera posiblemen- 
te, ninguna manera de discernir si nosotros somos llevados o no en este movimiento. ” 


Cuando esta idea se propagó por el mundo, causó un gran revuelo entre los fi- 
lósofos, especialmente “los filósofos de salón” quienes dijeron: “Ah, es muy simple; 
la teoria de Einstein dice que ¡todo es relativo!” Realmente una sorprendente canti- 
dad de filósofos, no solamente aquéllos que se encuentran en fiestas (pero con el 
ánimo de no avergonzarlos, sencillamente los llamaremos “filósofos de salon”), di- 
rán "que todo es relativo, es una consecuencia de Einstein y tiene una profunda in- 
fluencia en nuestras ideas”. Además dicen: “Se ha demostrado en física que los fenó- 
menos dependen del sistema de referencia”. Se escucha esto muy a menudo, pero es 
dificil saber lo que significa. Probablemente los sistemas de referencia a que se refi- 
rieron originalmente eran los sistemas de coordenadas que usamos en el análisis de 
ia teoria de la relatividad. De manera que el hecho que “las cosas dependen de su 
sistema de referencia” ha tenido una profunda influencia en el pensamiento moderno. 
Uno podria muy bien preguntarse por que. ya que, después de todo, que las cosas 
dependan del punto de vista de uno es una idea tan simple, que ciertamente no puede 
haber sido necesario todo el trastorno de la teoria de la relatividad fisica, para descu- 
bnrla. Que las cosas que uno ve dependen de su sistema de referencia es ciertamente 
conocido por cualquier persona que camine. ya que ve un peatón que se acerca prime- 
ro por el frente y después por detrás: no hay nada más profundo en casi toda la filo- 
sofía, que se dice que ha venido 
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de la teoría de relatividad, que la observación de que “una persona luce diferente 
desde el frente que desde la parte de atrás”. La vieja historia sobre el elefante des- 
crito en forma diferente por varios ciegos es otro ejemplo. quizás. de la teoria de la 
relatividad desde el punto de vista de los filósofos. 


Pero realmente debe haber cosas más profundas en la teoria de la relatividad que 
la sencilla observación que “una persona luce diferente desde el frente que desde 
la parte de atrás”. Por supuesto que la relatividad es más profunda ya que podemos 
hacer predicciones definidas con ella. Seria realmente notable si pudicramos prede- 
cir el comportamiento de la naturaleza de una observación tan simple solamente. 


Hay otras escuelas de filósofos que se sienten incómodos con la teoria de relati- 
vidad que asevera que no podemos determinar nuestra velocidad absoluta sin mirar 
a algo afuera, y los que dirían: “Es evidente que uno no puede medir su velocidad 
sin mirar afuera. Es patente que no tiene sentido hablar de la velocidad de algo sin 
mirar afuera; los fisicos son bastante estúpidos al pensar diferente. pero ya han em- 
pezado a vislumbrar que asi debe ser. Si nosotros los filósofos tan sólo nos hubié- 
ramos dado cuenta de cuáles eran los problemas que tenian los físicos, podriamos 
haber decidido inmediatamente mediante trabajo mental que es imposible decir con 
qué rapidez uno se esta moviendo sin mirar afuera y podriamos haber hecho una 
enorme contribución a la fisica.” Estos filósofos están siempre con nosotros, luchan- 
do en la periferia para tratar de decirnos algo, pero nunca realmente entienden las 
sutilezas y profundidades del tema. 


Nuestra incapacidad de detectar movimiento absoluto es el resultado de los expe- 
rimentos y no el resultado de raciocinio solamente, como se puede ilustrar facilmen- 
te. En primer lugar, Newton creyó que uno no puede decir a qué velocidad va si uno 
se está moviendo con velocidad uniforme en una linea recta. Realmente, Newton fue 
quien primero estableció el principio de relatividad y una cita hecha en el capitulo 
precedente era una observación de Newton. ¿Por qué, entonces, los filósofos no hi- 
cieron todo este alboroto porque “todo es relativo” o algo por el estilo, en tiempo de 
Newton? Porque no fue hasta que se desarrolló la teoria de Maxwell, que hubo le- 
yes fisicas que sugirieron que uno podría medir su velocidad sin mirar afuera; pron- 
to se encontró experimentalmente que uno no podia. 


Ahora bien, ¿es absolutamente, definitivamente, filosóficamente necesario que 
uno no sea capaz de decir con qué velocidad se está moviendo sin mirar hacia afue- 
ra? Una de las consecuencias de la relatividad fue el desarrollo de una filosofia que 
decia: “¡Usted puede definir sólo lo que puede medir! Ya que es patente que uno no 
puede medir una velocidad sin ver respecto a qué la está midiendo, está claro que no 
tiene sentido la velocidad absoluta. Los fisicos deberian haberse dado cuenta que 
pueden hablar solamente de aquello que pueden medir.” Pero ahí está el problema: 
si uno puede definir o no velocidad absoluta es lo mismo que el problema de si uno 
puede o no detectar en un experimento, sin mirar afuera, si uno se está moviendo. 
En otras palabras, si una cosa es medible o no, no es algo que se decida a priori 
por el solo pensamiento, sino algo que puede ser decidido solamente por el experi- 
mento. Dado el hecho de que la velocidad de la luz es 300.000 Km/seg, uno va a 
encontrar pocos filósofos que vayan a decir calmadamente que es patente que si la 
luz va a 300.000 Km/seg dentro de un auto y el auto va a 200.000 Km/seg 
que la luz 
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también va a 300.000 Km/seg con respecto a un observador en el suelo. Esto es 
un hecho chocante para ?llos; los mismos que claman que es evidente, encuentran 
que no lo es cuando se les da un hecho especifico. 


Finalmente, hay una filosofia que dice que uno no puede detectar ningún movi- 
miento excepto mirando hacia afuera. Simplemente, esto no es verdadero en física. 
Cierto, uno no puede percibir movimiento uniforme en una línea recta, pero si toda 
la pieza estuviera rotando lo sabríamos con toda seguridad, ya que todo el mundo 
sería arrojado hacia la pared —habria toda clase de efectos “centrífugos”-—. Que la 
tierra gira sobre su eje puede determinarse sin mirar a las estrellas, mediante el asi 
llamado péndulo de Foucault, por ejemplo. Por lo tanto, no es cierto que “todo es 
relativo”; es solamente la velocidad uniforme la que no se puede detectar sin mirar 
hacia afuera. La rotación uniforme alrededor de un eje se puede detectar. Cuando 
se le dice esto a un filósofo queda muy contrariado porque realmente no lo enten- 
dió, porque para él parece imposible que uno sea capaz de determinar la rotación 
alrededor de un eje sin mirar hacia afuera. Si el filósofo es suficientemente bueno, 
después de algún tiempo puede volver y decir: “Yo entiendo. Realmente no tenemos 
una rotación absoluta, estamos realmente rotando relativo a las estrellas, ve usted. 
Y alguna influencia ejercida por las estrellas sobre el objeto debe causar la fuerza 
centrifuga.” 


Ahora bien, que nosotros sepamos eso es cierto; no tenemos ninguna manera, 
en estos momentos, de determinar si habría habido fuerza centrifuga, si no hubiera 
estrellas y nebulosas alrededor. No hemos podido hacer la experiencia de sacar to- 
das las nebulosas y después medir nuestra rotación; asi que sencillamente no sabe- 
mos. Debemos admitir que el filósofo puede tener razón. Vuelve entonces deleitado 
y dice, “Es absolutamente necesario que el mundo resulte asi en última instancia: 
rotación absoluta no significa nada; es solamente relativa a las nebulosas”. Entonces 
le decimos, “ahora, mi amigo, ¿es o no evidente que una velocidad uniforme en línea 
recta, relativa a las nebulosas, no deberia producir efectos en el auto?” Ahora que el 
movimiento ya no es absoluto, sino que es un movimiento relativo a las nebulosas, 
la pregunta se hace misteriosa y una pregunta que puede ser contestada solamente 
mediante experimentos. 


¿Cuáles son entonces las influencias filosóficas de la teoría de la relatividad? Si 
nos limitamos a influencias en el sentido de qué clase de nuevas ideas y sugerencias 
hace al fisico el principio de relatividad, podriamos describir algunas como sigue. El 
primer descubrimiento es, esencialmente, que aun aquellas ideas que se han manteni- 
do por mucho tiempo y que han sido verificadas precisamente, pueden estar equivo- 
cadas. Fue un descubrimiento chocante, por supuesto, que las leyes de Newton están 
equivocadas, después de tantos años que parecian precisas. Por supuesto, que los 
experimentos no estaban mal, sólo que fueron hechos en un intervalo limitado de 
velocidades, tan pequeñas que los efectos relativisticos no podian evidenciarse. Sin 
embargo, ahora tenemos un punto de vista mucho más humilde de nuestras leyes 
fisicas —¡todo puede estar mal! 


En segundo lugar. si tenemos un conjunto de ideas “extrañas”, como que el 
tiempo avanza más despacio cuando uno se mueve, etc., bien que nos gusten 0 no, 
es una pregunta fuera de lugar. La única pregunta pertinente es si las ideas son com- 
patibles con lo que se encuentra experimentalmente. En otras palabras, las “ideas ex- 
trañas” necesitan solamente estar de acuerdo con los experimentos, y la única ra- 
zón que tenemos para discutir el comportamiento 
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de los relojes y lo. demás, es demostrar que, aunque la noción de la dilatación del 
tiempo es extraña, es compatible con la manera en que medimos el tiempo. 


Finalmente, hay una tercera sugerencia que es un poco más técnica, pero que ha 
resultado ser de enorme utilidad en nuestro estudio de otras leyes fisicas, y ella es 
observar la simetría de las leyes o, más especificamente, buscar las maneras de 
transformar las leyes dejándoles la misma forma. Cuando discutimos la teoria de 
los vectores, notamos que las leyes fundamentales del movimiento no cambian cuan- 
do rotamos el sistema de coordenadas, y ahora encontramos que no cambian cuan- 
do cambiamos las variables de espacio y tiempo de una manera particular, dada por 
la transformación de Lorentz. Por lo tanto, esta idea de estudiar los esquemas u 
operaciones bajo las cuales las leyes fundamentales no cambian, ha demostrado ser 
muy útil. 


16-2 La paradoja de los mellizos 


Para continuar nuestra discusión de la transformación de- Lorentz y efectos rela- 
tivisticos, consideremos la famosa “paradoja” de Pedro y Pablo, que se supone que 
son mellizos, nacidos al mismo tiempo. Cuando tienen la edad suficiente para mane- 
jar una nave espacial, Pablo hace un viaje a alta velocidad. Ya que Pedro, que que- 
da en tierra, ve a Pablo viajar a tan alta velocidad, todos los relojes de Pablo 
parece que se atrasan, sus latidos son más lentos, sus pensamientos van más des- 
pacio, todo va más lento desde el punto de vista de Pedro. ¡Por supuesto, que Pablo 
no nota nada fuera de lo común, pero si viaja de un lado a otro por un tiempo y 
después vuelve, va a ser más joven que Pedro, el hombre que se quedo en la tierra! 
Esto es realmente verdadero; es una de las consecuencias de la teoria de la relativi- 
dad que ha sido demostrada claramente. Así como los mesones mu duran más cuan- 
do se están moviendo, también Pablo va a durar más mientras se mueve. Á esto 
llama “paradoja” solamente aquella gente que cree que el principio de relatividad 
significa que todo movimiento es relativo; ellos dicen, “eh, eh, eh, desde el punto de 
vista de Pablo, ¿no podriamos decir que es Pedro el que se está moviendo y, por lo 
tanto, no deberia parecer que él envejece más lentamente? Por simetría, el único re- 
sultado posible es que tengan la misma edad cuando se encuentren”. Pero para que 
se junten y se pueda hacer la comparación, Pablo debe o detenerse al final del viaje 
y hacer una comparación de relojes, o más sencillo, volver y el que vuelve tiene que 
ser el hombre que se estaba moviendo, y esto él lo sabe, porque tuvo que cambiar 
el sentido de su movimiento. Cuando cambió el sentido, todo tipo de cosas poco co- 
munes sucedieron en su nave espacial -los cohetes se apagaron, las cosas se apreta- 
ron contra una pared. etc. mientras que Pedro no sintió nada. 


Por lo tanto, la manera de exponer la regla es decir que el hombre que sintió las 
aceleraciones, el que vio las cosas caer sobre las paredes, etc., es el que va a ser 
menor, ésa es la diferencia entre ellos en un sentido “absoluto”, y es, ciertamente, 
correcto. Cuando discutimos el hecho que los mesones mu que se mueven viven 
más, usamos como ejemplo su movimiento rectilineo en la atmósfera. Pero también 
podemos hacer mesones mu en un laboratorio y hacerlos seguir una curva mediante 
un imán. y aun con este movimiento acelerado, duran exactamente lo mismo que 
cuando se estaban moviendo en linea recta. Aunque nadie ha hecho 
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un experimento explicitamente de manera que pudiéramos deshacernos de la para- 
doja, uno podria comparar un mesón mu que se ha dejado quieto con uno que ha 
dado una vuelta completa en un circulo, y seguramente se encontraría que el que se 
movió en circulo duró más. Aunque realmente no hemos realizado un experimento 
usando un circulo completo, esto no es necesario, por supuesto, pues todo ajusta 
perfectamente. Esto puede no satisfacer a aquéllos que insisten en que cada hecho 
sea demostrado directamente, pero nosotros predecimos con toda confianza el re- 
sultado del experimento en el cual Pablo se mueve en un circulo completo. 


16-3 Transformación de velocidades 


La mayor diferencia entre la relatividad de Einstein y la relatividad de Newton 
es que las leyes de transformación, que conectan las coordenadas y tiempos entre sis- 
temas con movimiento relativo, son diferentes. La ley de transformación correcta, la 
de Lorentz, es 


e A 
Vi — u?/c?2 
' = y, 
AEA (16.1) 
t — ux/e? 


= 


yi — u2 je? 


Estas ecuaciones corresponden al caso relativamente simple en que el movimiento 
relativo de los observadores se realiza a lo largo de su eje común x. Por supuesto 
otras direcciones de movimiento son posibles, pero la transformación de Lorentz 
más general es bastante complicada, con las cuatro cantidades mezcladas entre si. 
Continuaremos usando esta manera más simple, ya que contiene los aspectos esen- 
ciales de la relatividad. 

Discutamos más sobre las consecuencias de esta transformación. Primero, es in- 
teresante resolver estas ecuaciones a la inversa. Esto es, aqui tenemos un conjunto 
de ecuaciones lineales, cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas y se las puede in- 
vertir para despejar x, y, z, t en función de x, y, z', £. El resultado es muy intere- 
sante, ya que nos dice cómo se ve un sistema de coordenadas “en reposo” desde el 
punto de vista de uno que se está “moviendo”. Por supuesto, ya que los movimien- 
tos son relativos y de velocidad uniforme, el hombre que se “mueve” puede decir, 
si desea, que realmente es la otra persona la que se mueve, mientras que él ésta en 
reposo. Y ya que se está moviendo en dirección opuesta, él debe obtener la misma 
transformación, pero con signo contrario de la velocidad. Esto es precisamente lo que 
encontramos al efectuar los cálculos, de manera que esto es compatible. ¡Si no hu- 
biera resultado asi, ahi sí que habriamos tenido una causa real para preocuparnos! 


x + ut 
VI — u?/c? 
y= y, 
z=27, (16:2) 
t + ux’ /e? 
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A continuación discutimos el interesante problema de la suma de velocidades en 
relatividad. Recordemos que el enigma original era que la luz viaja a 300.000 Km /seg 
en todos los sistemas aunque está en movimiento relativo. Esto es un caso particular 
del problema más general ilustrado por lo que sigue. Supongamos que un objeto va a 
200.000 Km/seg dentro de una nave espacial y la nave espacial a su vez a 200.000 
Km/seg. ¿Con qué velocidad se mueve el objeto dentro de la nave espacial desde el 
punto de vista de un observador que está afuera? Nos gustaria decir 400.000 
K m/seg, que es mayor que la velocidad de la luz. Esto es muy inquietante, ¡porque se 
supone que no puede ir a mayor velocidad que la luz! El problema general es el si- 
guiente. 

Supongamos que el objeto dentro de la nave, desde el punto de vista del hombre 
dentro de ella, se mueve con velocidad v, y que la nave misma tenga una velocidad u 
con respecto a la tierra. Queremos saber con qué velocidad v, este objeto se está mo- 
viendo desde el punto de vista del hombre en la tierra. Esto es, por supuesto, un caso 
especial en el cual la dirección es a lo largo de la dirección x. También va a haber una 
transformación para velocidad en la dirección y o en cualquier ángulo. Estas se pue- 
den desarrollar a medida que se necesiten. Dentro de la nave espacial la velocidad es 
vy, lo que significa que el desplazamiento x es igual a la velocidad por el tiempo: 


x= vol. (16.3) 


Ahora nos queda solamente calcular cuáles son la posición y el tiempo desde el punto 
de vista de un observador ubicado afuera para un objeto que tiene la relación (16.2) 
entre xX y f. Asi que simplemente sustituimos (16.3) en (16.2) y obtenemos 


EA F 7 
a e, (16.4) 
VI — 42/02 
Pero aqui encontramos x expresado en función de £'. Para obtener la velocidad que de- 
tecta al hombre de afuera, ¡debemos dividir su distancia por su tiempo, y no por el 
tiempo del otro hombre! Por lo tanto debemos también calcular el tiempo como visto 
desde afuera, que es 


M + uu 1)/0? 


t= n 16.5 
VI — y2/0? ( ) 
Ahora debemos encontrar el cociente entre x y í que es 
a a (16.6) 


habiendo simplificado las raices cuadradas. Esta es la ley que buscamos: la velocidad 
resultante, la “suma” de dos velocidades, no es simplemente la suma algebraica de dos 
velocidades (sabemos que no puede ser o estariamos en aprietos), sino que está “co- 
rregida” por 1 + uv/e?. 


Veamos ahora lo que pasa. Supongan que se mueven dentro de la nave espacial 
a la mitad de la velocidad de la luz, y que la nave espacial misma va a la mitad de la 
velocidad de 
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la luz. Luego u es '/, c y ves */, c, pero en el denominador uv es un cuarto, de 
manera que 


Asi que, en relatividad, “un medio ” más “un medio” no es un “entero”, es sólo “*/,”. 
Por supuesto que velocidades bajas pueden sumarse con toda facilidad de la manera 
acostumbrada, porque mientras las velocidades sean pequeñas comparadas con la ve- 
locidad de la luz, nos podemos olvidar del factor (1 + uv/c?); pero las cosas son bas- 
tante diferentes y bastante interesantes a alta velocidad. 


Tomemos un caso límite. Para entretenernos, supongamos que el hombre estuviera 
observando la luz misma dentro de la nave espacial. En otras palabras, v = c, y, sin 
embargo, la nave espacial se está moviendo. ¿Qué le va a parecer al hombre en la 
tierra? La respuesta va a ser 

u +c u +c 


n= -—— = e 
l + uc/c? u+ ce 

Por lo tanto, si algo se está moviendo a la velocidad de la luz dentro de la nave, ¡va a 

parecer estarse moviendo también con la velocidad de la luz desde el punto de vista 

del hombre en la tierra! Esto está bueno, porque es en realidad para lo que la teoría 

de relatividad de Einstein estaba diseñada en primer lugar --¡asi que más valía que re- 

sultara! 

Por supuesto, hay casos en los cuales el movimiento no es en la dirección de la 
traslación uniforme. Por ejemplo, podría haber un objeto dentro de la nave que se está 
moviendo “hacia arriba” con velocidad v, con respecto a la nave, y la nave se está 
moviendo “horizontalmente”. Ahora bien, hacemos el mismo desarrollo, sólo usando 
v en vez de x, con el resultado 


de manera que si vy = 0, 


, 
"y = q = My Vl — u/c. (16.7) 
Luego, una velocidad transversal ya no es v, sino v,y/1—u?*/e?. Encontramos este 


resultado sustituyendo y combinando las ecuaciones de transformación, pero también 
podemos ver el resultado directamente con el principio de relatividad por la siguiente 
razón (es siempre conveniente pensar de nuevo para ver si podemos encontrar la ra- 
zón). Ya hemos discutido (Fig. 15-3) cómo un posible reloj podría trabajar cuando se 
está moviendo; la luz parece desplazarse oblicuamente con velocidad c en el sistema 
fijo, cuando simplemente se desplaza en forma vertical en el sistema móvil. Encontra- 
luz por un factor y/l — u*/c? (ver Ec. 15-3). Pero supongan ahora que dejamos una 
partícula material ir hacia atrás y hacia adelante en este mismo “reloj”, pero a una 
fracción entera 1/n de la velocidad de la luz (Fig. 16-1). Luego cuando la partícula ha 
ido hacia atrás y hacia adelante una vez, la luz va a haber ido exactamente n veces. 
Es decir, cada “tic” del reloj de particula va a coincidir con el enésimo “tic” del reloj 
de luz. Este hecho debe seguir siendo cierto cuando todo el sistema se está moviendo, 
porque el fenómeno fisico de coincidencia va a ser una coincidencia en cualquier sis- 
tema. Por lo tanto, ya que la velocidad c, es menor que la velocidad de la luz, ¡la 
velocidad v, de la particula debe ser 
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Fig. 16-1. Trayectorias descritas por un 
rayo de luz y una partícula dentro de un reloj 
en movimiento. 


menor que la velocidad correspondiente en la misma razón de la raíz cuadrada! 
Por eso es que la raiz cuadrada aparece en cualquier velocidad vertical. 


16-4 Masa relativista 


Aprendimos en el último capitulo que la masa de un objeto aumenta con la velo- 
cidad, pero no se dio ninguna demostración en el sentido que no dimos razonamientos 
análogos a aquellos acerca de la manera en que los relojes deben comportarse. Sin em- 
bargo, podemos demostrar que, como consecuencia de la relatividad más algunas otras 
hipótesis razonables, la masa debe variar de esta manera. (Tenemos que decir “algu- 
nas otras hipótesis” porque no podemos probar nada a menos que tengamos algunas 
leyes que suponemos que sean ciertas, si queremos hacer deducciones con algún sen- 
tido.) Para evitar tener que estudiar las leyes de transformación de la fuerza, vamos a 
analizar una colisión, donde no necesitamos saber nada sobre las leyes de la fuerza, 
solamente vamos a suponer la conservación del momentum y de la energía. También 
vamos a suponer que el momentum de una partícula que se mueve es un vector y está 
siempre dirigido en la dirección de la velocidad. Sin embargo, no vamos a suponer 
que momentum es una constante multiplicada por la velocidad, como hizo Newton, 
sino que es alguna función de la velocidad. Escribimos, pues, el vector momentum 
como un cierto coeficiente multiplicado por el vector velocidad: 


p = my. (16.8) 


Pusimos un subindice v en el coeficiente para recordarnos que es una función de la 
velocidad, y vamos a convenir llamar “masa” a este coeficiente m,. Por supuesto, 
cuando la velocidad es pequeña, es la misma masa que mediríamos en los experimen- 
tos de movimientos lentos a que estamos acostumbrados. Ahora vamos a tratar de 
demostrar que la formula para »m, debe ser m,/y/1=v*7c*, argumentando a partir del 
principio de la relatividad que las leyes de la fisica deben ser las mismas en todo siste- 
ma de coordenadas. 

Supongamos que tenemos dos particulas, por ejemplo dos protones, que son abso- 
lutamente iguales y que se están acercando con velocidades exactamente iguales. Su 
momentum total es cero. Ahora bien, ¿qué puede suceder? Después de la colisión, 
sus direcciones de movimiento deben ser exactamente opuestas porque si no fueran 
exactamente opuestas, habria un vector momentum total diferente de cero, y el mo- 
mentum no se conservarla. Deben tener también la misma velocidad, ya que 
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(0) 


Fig. 16-2. Dos vistas de una colisión 
elástica entre dos objetos iguales movién- 
dose con la misma velocidad en sentidos Fig. 16-3. Dos vistas más de la coli- 
contrarios. sión, desde autos en movimiento. 


son objetos exactamente similares; de hecho, deben tener la misma velocidad con que 
partieron ya que suponemos que la energía se conserva en estas colisiones. Por lo 
tanto, el diagrama de una colisión elástica, una colisión reversible, va a ser algo como 
en la figura 16-2 (a): todas las flechas son del mismo largo, todas las velocidades son 
iguales. Vamos a suponer que podemos arreglar las colisiones de manera tal que cual- 
quier ángulo 0 puede darse, y cualquier velocidad puede usarse en ellas. En seguida, 
vemos que este mismo impacto puede ser visualizado en forma diferente rotando los 
ejes, y por conveniencia los vamos a rotar de manera que la horizontal lo separe en 
forma pareja, como en la figura 16-2 (b). Es la misma colisión dibujada de nuevo, 
solamente que los ejes se han rotado. 

Ahora viene el truco: miremos esta colisión desde el punto de vista de alguien 
que viaja en un auto que se mueve con una velocidad igual a la componente hori- 
zontal de la velocidad de una particula. ¿Cómo aparece la colisión? Parece como si 
la partícula 1 fuera derecho hacia arriba, ya que ha perdido su componente hori- 
zontal y volviera derecho hacia abajo de nuevo porque tampoco tiene esa compo- 
nente. O sea. que la colisión aparece como se muestra en la figura 16-3 (a). La par- 
ticula 2, sin embargo, iba en el otro sentido, y a medida que pasamos cerca de ella, 
parece que tuviera una tremenda velocidad y un ángulo menor, pero podemos apre- 
ciar que los ángulos antes y después del impacto son los mismos. Designemos 
con u la componente horizontal de la velocidad de la particula 2, y con w la velo- 
cidad vertical de la partícula 1. 


La pregunta ahora es: ¿cuál es la velocidad vertical u tan œ? Si supiéramos 
esto, obtendriamos la expresión correcta del momentum, usando la ley de conserva- 
ción del momentum en el sentido vertical. Evidentemente la componente horizontal 
del momentum se conserva: es la misma antes y después de la colisión para ambas 
particulas y es cero para la particula 1. Por lo tanto, necesitamos usar la ley de 
conservación sólo para la velocidad hacia arriba u tan œ. ¡Pero podemos obtener 
la velocidad hacia arriba simplemente observando la misma colisión yendo en el 
otro sentido! Si miramos la colisión de la figura 16-3 (a) desde un auto a la izquier- 
da que se mueve con velocidad u, vemos la misma colisión, con la diferencia que 
esta “dada vuelta”, como se muestra en la figura 16-3 (b). Ahora la particula 2 es 
la que va de arriba a abajo con velocidad w, y la particula 1 ha tomado la veloci- 
dad horizontal u. Por supuesto, ahora sabemos lo que es la velocidad u tan œ: 
w yi —u?/c? (ver Ec. 16-7). Sabemos que el cambio del momentum vertical de la 
particula que se mueve verticalmente es 


Ap = 2m,w 
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(2, porque se mueve hacia arriba y después hacia abajo). La particula que se mue- 
ve en forma oblicua tiene una cierta velocidad v cuyas componentes hemos encon- 
trado que son u y wy1—u?/c?, y cuya masa es m,. El cambio del.momentum ver- 
tical de esta particula es por lo tanto A p' = 2m,w y 1—u*/c? porque, de acuerdo 
con la ley que hemos supuesto (16.8), la componente del momentum es siempre la 
masa correspondiente a la magnitud de la velocidad multiplicada por la compo- 
nente de la velocidad en la dirección de interés. Por lo tanto, para que el mo- 
mentum total sea cero, los momenta verticales deben anularse y el cociente entre la 
masa que se mueve con velocidad v y la masa que se mueve con velocidad w debe 
ser entonces 


Mw =yT= u/c, (16.9) 
m 


Tomemos el caso limite que w sea infinitesimal. Si w es muy pequeña, es claro 
que v y u son prácticamente iguales. En este caso, m,, > M, y mM, > M, El gran 
resultado es 

mo 


Mm = —=—=—: (16.10) 
EVA 12/0 

Es un ejercicio interesante verificar si la ecuacion (16.9) es realmente válida para 

valores arbitrarios de w, suponiendo que la ecuación (16.10) es la fórmula correcta 

para la masa. Notese que la velocidad v que se necesita en la ecuación (16.9) puede 

calcularse del triángulo rectángulo: 


v? = u? + w(1-— u?/c?). 


Se encontrara que se verifica automáticamente, aunque lo usamos solamente en el 
caso limite de w pequeño. 


a —= wW+U -%+% 
w -W . . EN 
> ¿Antes A E Fig. 16-4. Dos vistas de una colisión 
; im inelásti j i 
` Después qu elástica entre dos objetos de igual 
(a) M M (b) masa. 


Ahora aceptemos que el momentum se conserva y que la masa depende de la 
velocidad de acuerdo con (16.10) y sigamos a ver qué más podemos concluir. Con- 
sideremos lo que se llama comúnmente una colisión inelástica. Para simplificar, 
vamos a suponer que dos objetos del mismo tipo, que se mueven en direcciones 
opuestas con la misma velocidad 1, chocan y quedan pegados. transformándose en 
algún objeto nuevo, en reposo como se muestra en la figura 16-4 (a). La masa m 
de cada uno corresponde a w, que según sabemos vale m, YI =w*/c?. Si supone- 
mos la conservación del momentum y el principio de relatividad, podemos demos- 
trar un hecho interesante acerca de la masa del nuevo objeto que acaba de formar- 
se. Imaginemos una velocidad infinitesimal u formando un angulo recto con w (pode- 
mos hacer lo mismo con valores finitos de u, pero es más fácil entender con una velo- 
cidad infinitesimal) y después miramos esta misma colisión mientras vamos en un 
ascensor con velocidad - u. Lo que vemos se muestra en la figura 16-4 (b). El objeto 
compuesto tiene una masa desconocida M. Ahora el objeto 1 se mueve hacia arriba 
con una componente vertical de velocidad u y una componente horizontal que es prác- 
ticamente 
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igual a w, y lo mismo hace el objeto 2. Después del impacto tenemos la masa M mo- 
viéndose hacia arriba con velocidad u, considerada muy pequeña comparada con la 
velocidad de la luz y pequeña también comparada con w. El momentum debe conser- 
varse, así que hagamos una estimación del momentum enla dirección hacia arriba antes y 
después de la colisión. Antes de la colisión tenemos p ~ 2 m„u, y después de la co- 
lisión, el momentum es evidentemente p’ = M,u, pero M, es esencialmente lo mismo 
que M, porque u es muy pequeña. Estos momenta deben ser iguales debido a la con- 
servación del momentum, y por lo tanto 


Mo = 2mM,. (16.11) 


La masa del objeto que se forma cuando dos objetos iguales chocan debe ser el 
doble de la masa de los objetos que se juntan. Ustedes podrian decir: “Si, por su- 
puesto, ésa es la conservación de la masa” Pero no “sí, por supuesto”, tan fácil- 
mente, porque estas masas han sido aumentadas con respecto a las masas que ten- 
drían si estuvieran en reposo y, sin embargo, ellas contribuyen al M total no sólo 
la masa que tienen cuando están en reposo, sino que más. Por muy sorprendente 
que esto pueda aparecer, para que la conservación del momentum resulte cuando 
los dos objetos se juntan, ¡la masa que forman debe ser mayor que la masa en 
reposo de los objetos, aunque los objetos estén en reposo después del choque! 


16-5 Energía relativista 


En el último capítulo demostramos que como consecuencia de la dependencia 
de la masa en la velocidad y de las leyes de Newton, los cambios en la energía ciné- 
tica de un objeto como resultado del trabajo total hecho por las fuerzas que actúan 
sobre él resultan ser 

2 

MoC 2 
A MO (16.12) 
VI — u2/c2 


Fuimos aún más allá, y supusimos que la energía total es la masa total multiplicada 
por e?. Ahora continuamos esta discusión. 


Supongamos que nuestros dos objetos de masas iguales que chocan, todavía 
pueden ser “vistos” dentro de M. Por ejemplo, un protón y neutrón “se mantienen 
unidos”, pero se están moviendo dentro de M. Por eso, aunque podriamos al princi- 
pio esperar que la masa de M fuera 2m,, hemos encontrado que no es 2m,, sino 
2m,, Ya que 2m,, es lo que hay adentro, pero 2m, son las masas en reposo de lo 
que hay adentro, el exceso de masa del objeto compuesto es igual a la energía ciné- 
tica que se llevó adentro. Esto significa, por supuesto, que la energía tiene inercia. 
En el último capítulo discutimos el calentamiento de un gas y mostramos eso porque 
las moléculas del gas que se están moviendo y las cosas que se mueven son más pe- 
sadas; cuando entregamos energía al gas sus moléculas se mueven más rápido y el 
gas se hace más pesado. Pero en realidad, el razonamiento es completamente gene- 
ral, y nuestra discusión del choque inelástico muestra que la masa está ahí, sea o no 
energía cinética. En otras palabras, si dos particulas se juntan y producen energia 
potencial o cualquier otra forma de energia; si los pedazos se frenan al subir planos 
inclinados, al realizar trabajo en contra de fuerzas internas, o lo que sea; entonces 
es todavía cierto que la masa es la energia total que se ha entregado. Vemos así que 
la conservación de la masa que dedujimos más arriba 


AT = (mu => moy? = 
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es equivalente a la conservación de la energia y, por lo tanto, no hay lugar en la teoría 
de la relatividad para choques completamente inelásticos como habia en la mecánica 
newtoniana. De acuerdo con la mecánica newtoniana, está permitido que dos cosas 
choquen y asi formen un objeto de masa 2m, que no se distingue en nada del que re- 
sultaria al juntarlas despacio. Por supuesto, nosotros sabemos por la ley de conserva- 
ción de la energia, que hay más energía cinética adentro pero que eso no afecta la 
masa, de acuerdo con las leyes de Newton. Pero ahora vemos que esto es imposible; 
debido a la energia cinética que interviene en la colisión, el objeto resultante va a ser 
más pesado; por lo tanto será un objeto diferente. Cuando juntamos estos objetos con 
cuidado forman algo cuya masa es 2m,; cuando los juntamos con fuerza forman 
algo cuya masa es mayor. Cuando la masa es diferente, podemos darnos cuenta 
que es diferente. Por lo tanto, necesariamente la conservación de la energía debe 
cumplirse conjuntamente con la conservación del momentum en la teoria de la rela- 
tividad. 


Esto tiene consecuencias interesantes. Por ejemplo, supongamos que tenemos 
un objeto cuya masa M se mide, y supongamos que algo sucede de manera que 
se rompe en dos pedazos iguales que se mueven con velocidad w, de manera que 
cada uno tiene una masa M„. Supongamos ahora que estos pedazos tropiezan con 
suficiente material para frenarlos hasta detenerlos, entonces tendrán una masa mo. 
¿Cuánta energia van a haber entregado al material una vez que se han detenido? 
Cada uno va a dar una cantidad (m,-m,Jc?, según el teorema que demostramos 
antes. Toda esta energia queda en el material de alguna manera, como calor, 
energia potencial, o lo que sea. Ahora bien, 2m,, = M, de manera que la energia 
liberada es E = (M-2my)c?. Esta ecuación fue usada para estimar cuánta energía 
sería liberada por fisión en la bomba atómica, por ejemplo. (Aunque los fragmentos 
no son exactamente iguales, son casi iguales.) La masa del atomo de uranio era co- 
nocida —se habia medido con anterioridad— y los átomos en los cuales se rompe, 
yodo, xenon, etc., eran todos de masa conocida. Por masa, no entendemos las masas 
mientras los átomos se están moviendo, sino las masas cuando los átomos están 
en reposo. En otras palabras, M y m, son conocidos. De manera que restando los 
dos números uno puede calcular cuánta energia será liberada si M se puede romper 
por la “mitad”. Por esta razón el pobre viejo Einstein fue llamado el “padre” de la 
bomba atómica en todos los periódicos. Por supuesto, todo lo que eso significa era 
que él podia decirnos con anticipación cuánta energía se podria liberar si le dijéra- 
mos qué proceso iba a ocurrir. La energia que debería ser liberada cuando un átomo 
de uranio se fisionara se estimó seis meses antes de la primera prueba directa, y tan 
pronto como la energía fue liberada, alguien la midió directamente (y si la fórmula 
de Einstein no hubiera dado resultado, ellos la habrian medido de todos modos), 
y en el momento que la midieron ya no necesitaron más la fórmula. Lógicamente, 
no debemos quitar mérito a Einstein, sino criticar los periódicos y muchas descrip- 
ciones populares de qué cosa produce qué cosa en la historia de la fisica y de la 
tecnologia. El problema de cómo obtener que algo suceda de una manera efectiva 
y rápida es algo totalmente diferente. 


El resultado es igualmente significativo en quimica. Por ejemplo, si pesáramos 
la molécula de dióxido de carbono y comparáramos su masa con la del carbono 
y del oxigeno, podriamos averiguar cuánta energia se liberaría cuando el carbono 
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y el oxigeno forman dióxido de carbono. El único problema es que las diferencias 
de masa son tan pequeñas que es muy difícil de realizarlo técnicamente. 


Volvamos ahora al problema de si debemos agregar m,c? a la energia cinética 
y decir de ahora en adelante que la energia total de un objeto es mc?. Primero, si 
todavía podemos ver las partes componentes de masa en reposo my dentro de M, 
entonces podriamos decir que -alguna parte de la masa M del objeto compuesto es 
la masa de reposo mecánica de las partes componentes, otra parte es energía cinéti- 
ca de las partes, y otra parte es energía potencial de las partes. Pero hemos descu- 
bierto en la naturaleza particulas de varios tipos que sufren reacciones como la que 
hemos tratado más arriba, en las cuales, con todo el estudio en el mundo, no pode- 
mos ver las partes adentro. Por ejemplo, cuando un mesón K se desintegra en dos 
piones lo hace de acuerdo con la ley (16.11), pero la idea que un K está hecho de 
271 es una idea sin valor, ¡porque también se desintegra en 31! 


Por lo tánto tenemos una nueva idea: no necesitamos saber de qué están consti- 
tuidas las cosas adentro; no podemos ni necesitamos identificar, dentro de una par- 
ticula, qué parte de la energía es energia de reposo de las partes componentes en las 
cuales se va a desintegrar. No es conveniente y a menudo no es posible separar la 
energía total mc? de un objeto en energia de reposo de las partes de adentro, energía 
cinética de las partes y energia potencial de las partes; en su lugar, sencillamente 
hablaremos de la energía total de la particula. “Cambiamos el origen” de la energia 
agregando una constante m,c? a todo y decimos que la energía total de una particula 
es la masa en movimiento por c?, y cuando el objeto esté quieto, la energia es la 
masa en reposo por c?. 


Finalmente encontramos que la velocidad v, el momentum P y la energia total E 


están relacionadas de una manera simple. Que la masa en movimiento a velocidad v 
es la masa m, en reposo dividida por y 1—v*/c*, sorprendentemente, se usa muy 


raramente. En cambio las siguientes relaciones se prueban fácilmente y resultan 
muy útiles: 


E? — P??? = mct (16.13) 


Pe = Ev/c. (16.14) 
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Espacio-tiempo 
17-1 La geometria del espacio-tiempo 17-4 Más acerca de los cuadrivectores 
17-2 Intervalos de espacio-tiempo 17-5 Algebra de cuadrivectores 


17-3 Pasado, presente y futuro 


17-1 La geometria del espacio-tiempo 


La teoría de la relatividad nos muestra que las relaciones entre posiciones y 
tiempos medidos en un sistema coordenado o en otro no son lo que habiamos espe- 
rado en base a nuestras ideas intuitivas. Es muy importante que entendamos con- 
cienzudamente las relaciones entre espacio y tiempo implicadas por la transformación 
de Lorentz y, por lo tanto, vamos a considerar este asunto con más profundidad en 
este capitulo. 

La transformación de Lorentz entre las posiciones y el tiempo (x, y, z, t) medi- 
dos por un observador “en reposo”, y las coordenadas y el tiempo correspondientes 
(xx, y, z’, l) medidos dentro de una nave espacial “en movimiento”, que se mueve 
con velocidad u, son 


x — ul 
a —_ == 0 
v1 — u?/c? 
y = y, 
a (17.1) 
P t — uxje? 


VI — ufe? 


Comparemos estas ecuaciones con la ecuación (11.5), que también relaciona medidas 
en dos sistemas, uno de los cuales, en este caso, está “rotado ” con respecto al otro: 


x = xc0sÓ + ysen 9, 
y = ycosó — x sen 0, (17.2) 
zZz =z. 


En este caso particular, Pedro y Juan están midiendo con ejes que tienen un 
angulo 8 entre los ejes xX y x. En cada caso notamos que las cantidades “con prima” 
son “mezclas” de las “sin primas”: la nueva x es una mezcla de x e y, y la nueva 
y también es una mezcla de x e y. 
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Una analogia es útil: cuando miramos un objeto hay una cosa evidente que po- 
demos llamar el “ancho aparente” y otra que podemos llamar “profundidad”. Pero 
los dos conceptos ancho y profundidad no son propiedades fundamentales del obje- 
to, porque si nos apartamos y miramos el mismo objeto desde un angulo diferente, 
obtenemos un ancho diferente y una profundidad diferente, y podemos desarrollar 
algunas fórmulas para calcular las nuevas a partir de las antiguas y de los 
angulos comprendidos. Las ecuaciones (17.2) son estas fórmulas. Uno podria decir 
que una profundidad dada es una especie de mezcla de toda la profundidad y de 
todo el ancho. Si no pudiéramos movernos nunca y siempre viéramos un objeto 
dado desde una misma posición, todo este razonamiento no tendria objeto, veriamos 
siempre el “verdadero” ancho y la “verdadera” profundidad, los cuales aparecerian 
con cualidades bastante diferentes, porque uno aparece como un ángulo óptico sub- 
tendido y la otra comprende un enfocamiento de los ojos o aún intuición; parecerian 
ser cosas muy diferentes y nunca se mezclarian. Es porque podemos caminar que 
nos damos cuenta que la profundidad y el ancho son, de una manera u otra, sólo 
dos aspectos de una misma cosa. 


¿No podemos mirar la transformación de Lorentz de la misma manera? Aqui 
también tenemos una mezcla —de posiciones y tiempo—. Una diferencia entre una 
medida de espacio y una medida de tiempo produce una nueva medida de espacio. 
En otras palabras, en las medidas de espacio hechas por un hombre, hay mezclado 
un poco de tiempo, visto por otro. Nuestra analogia nos permite generar esta idea: 
la “realidad” de un objeto que estamos mirando es de alguna manera más grande 
(hablando en forma aproximada e intuitiva) que su “ancho” y su “profundidad”, por- 
que dependen de qué manera lo miramos; cuando nos movemos a una nueva posición, 
nuestra mente inmediatamente vuelve a calcular el ancho y la profundidad. Pero nues- 
tra mente no recalcula inmediatamente las coordenadas y el tiempo cuando nos move- 
mos a alta velocidad, porque no tenemos experiencia efectiva de ir casi tan tápido 
como la luz, para apreciar el hecho que el tiempo y el espacio son también de la 
misma naturaleza. Es como si estuviéramos condenados a mirar solamente el ancho 
de algo, sin poder mover nuestras cabezas suficientemente hacia un lado o hacia el 
otro; comprendemos ahora que, si pudiéramos, veriamos algo del tiempo del otro 
hombre —veriamos “detrás” un poquito, por decir asi. 


Por lo tanto, vamos a tratar de pensar en objetos en un mundo de naturaleza 
nueva, de espacio y tiempo mezclados, en el mismo sentido que los objetos en nues- 
tro mundo de espacio ordinario son reales y pueden ser mirados desde diferentes 
direcciones. Consideramos después que objetos que ocupan espacio y duran un cier- 
to tiempo ocupan una especie de “burbuja” en un nuevo tipo de mundo y que mi- 
ramos a este “burbuja” desde diferentes puntos de vista cuando nos estamos mo- 
viéndo a diferentes velocidades. Este nuevo mundo, esta entidad geométrica en la 
cual la “burbuja” existe al ocupar una posición y tomar una cierta cantidad de 
tiempo, se llama espacio-tiempo. Un punto dado (x, y, z, t,) en el espacio-tiempo 
se llama un evento. Imaginen, por ejemplo, que graficamos las posiciones x hori- 
zontalmente, y y z en otras dos direcciones, ambas “perpendiculares” entre si” y 
“perpendiculares” al papel (!) y el tiempo verticalmente. Ahora, ¿cómo se ve una 
partícula en movimento en este gráfico? Si la partícula está en reposo, tiene una 
cierta x y a medida que el tiempo pasa tiene la misma x, la misma x, la misma x, 
de manera que su “trayectoria” es una linea paralela al eje t (Fig. 17-1a). Por el 
contrario, si se desplaza, entonces a medida que el tiempo transcurre x aumenta 
(Fig. 17-1b). De manera que, por ejemplo, 
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Lento 


Fig. 17-1. Tres trayectorias de una par- 
tícula en el espacio-tiempo: fa) una partícula 


(c) en reposo en x = xX; (b) una partícula que 
a parte de x = X y se mueve con velocidad 
Rápido constante; fc) una partícula que parte con 
Xo x alta velocidad, pero después se retarda. 


una particula, que empieza a desplazarse después va más lenta, deberia tener un mo- 
vimiento como el que se muestra en la figura 17-1 (c). Una particula, en otras pala- 
bras, que es permanente y no se desintegra está representada por una linea en el 
espacio-tiempo. Una particula que se desintegra estaria representada por una linea en 
forma de horqueta, porque se transformaría en otras dos cosas que partirian de ese 
punto. 

¿Y qué pasa con la luz? La luz viaja con velocidad c y estaría representada por 
una línea con cierta pendiente fija (Fig. 17-1 d). 


Ahora bien, de acuerdo con nuestra nueva idea, si una particula verifica un evento 
dado, por ejemplo si se desintegrara súbitamente un cierto punto del espacio- 
tiempo en dos nuevas particulas que siguen nuevas trayectorias, y si este interesarte 
evento ocurriera en un cierto valor de x y un cierto valor de £, entonces podriamos 
esperar que. siempre que esto tenga algún sentido, sencillamente tenemos que tomar 
un nuevo par de ejes y rotarlos y eso nos dará el nuevo f y la nueva x en nuestro 
sistema nuevo, como se muestra en la figura 17-2 (a). Pero esto está mal, porque 
la ecuación (17.1) no es exactamente la misma transformación matemática que la 
ecuación (17.2). Nótese, por ejemplo, la diferencia de signo entre las dos y el hecho 
de que una esté escrita en términos de cos O y sen 0, mientras la otra está escrita 
con cantidades algebraicas. (Por supuesto, no es imposible que las cantidades alge- 
braicas se pudieran escribir como coseno y seno, pero en realidad no se puede.) 
Pero de todas maneras, las dos expresiones son muy similares. Como vamos a ver, 
realmente no es posible pensar que el espacio-tiempo tenga una geometria real y ordi- 
naria, debido a esa diferencia de signo. En realidad, aunque no vamos a hacer énfa- 
sis en este punto, resulta que un hombre que se mueve tiene que usar un conjunto 
de ejes que están igualmente inclinados con respecto al rayo de luz, usando un tipo 
de proyección especial paralela a los ejes x” y £t, para su x’ y t como se 
muestra en la figura 17-2 (b). No vamos a trabajar con la geometria porque no ayu- 
da mucho; es más facil trabajar con las ecuaciones. 


Fig. 17-2. Dos vistas de una partícula 
ta) Incorrecto tb) Correcto desintegrándose. 


17-2 Intervalos de espacio-tiempo 


Aunque la geometría del espacio-tiempo no es euclideana en el sentido ordinario, 
hay una geometria que es muy similar, pero peculiar en ciertos aspectos. Si esta 
idea de geometria está correcta deberian existir algunas funciones de las coordenadas 
y el tiempo 
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que sean independientes del sistema de coordenadas. Si, por ejemplo, en rotaciones 
ordinarias, tomamos dos puntos, uno al origen para mayor sencillez, y el otro en 
cualquier otra parte, ambos sistemas tendrían el mismo origen y la distancia desde 
aquí hasta el Otro punto es la misma para ambos. Esta es una propiedad que es in- 
dependiente de la manera particular de medirla. El cuadrado de la distancia es 
x2 + y?+ z’. ¿Y qué hay ahora en el espacio-tiempo? No es difícil demostrar que 
aquí tenemos también algo que se mantiene igual, a saber, la combinación c’? — 
x?—y?— z? es la misma antes y después de la transformación: 


12 = e4? — qn yn 22, (17.3) 


cp? hot x’? z7 y? — z 
Esta cantidad es, por lo tanto, algo que, lo mismo que la distancia, es “real” en cierto 
sentido; se llama intervalo entre dos puntos del espacio-tiempo, uno de los cuales 
esta, en este caso, en el origen. (Realmente, por supuesto, es el intervalo al cuadrado, 
asi como x? + y? + z? es la distancia al cuadrado.) Le damos un nombre diferente 
porque está en una geometría diferente, pero lo interesante es que sólo algunos sig- 
nos están cambiados y que hay una c. 


Deshagámonos de la c; es un absurdo si vamos a tener un espacio maravilloso 
con las x e y que pueden ser intercambiadas. Una de las confusiones que podría ser 
causada por alguien sin experiencia sería medir anchos, digamos, mediante el ángulo 
subtendido por el ojo y medir profundidades de una manera diferente, como el es- 
fuerzo muscular necesario para enfocarlos, de manera que las profundidades esta- 
rian medidas en pies y los anchos en metros. Entonces uno obtendría un enredo 
enormemente complicado de ecuaciones al hacer transformaciones como la (17.2), 
y no seria capaz de ver la claridad y sencillez de la cosa por una simple razón téc- 
nica, que la misma cosa se está midiendo en dos unidades diferentes. Ahora bien 
en las ecuaciones (17.1) y (17.3) la naturaleza nos está diciendo que el tiempo y el 
espacio son equivalentes; el tiempo se transforma en espacio; deben ser medidos en 
las mismas unidades. ¿Que distancia es un “segundo”? Es facil de calcular a partir 
de (17.3). Es 3 x 10% metros, la distancia que la luz recorrería en un segundo. En 
otras palabras, si midiéramos todas las distancias y tiempos en las mismas unida- 
des, segundos, entonces nuestra unidad de distancia sería 3 x 10% metros y las ecua- 
ciones serían más sencillas. Otra manera de hacer las unidades iguales es que 
midiéramos el tiempo en metros. ¿Qué es un metro de tiempo? Un metro de tiempo 
es el tiempo que demora la luz en avanzar un metro y, por lo tanto, es 1/3 x 1078 
segundos, o ¡3,3 milmillonésimas de segundo! Desearíamos, en otras palabras, poner 
nuestras ecuaciones en un sistema de unidades en el cual c = 1. Si el tiempo y el 
espacio estan medidos en las mismas unidades, como se sugirió, evidentemente las 
ecuaciones quedan mucho más simplificadas. Ellas son 


y= EM 
vl — u? 
y = y, 
7 =z, (17.4) 
t — ux 
t= 
l — u? 
p? ro y? y? a q? Ss e LES x? _ y? a 7? (17.5) 
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Si alguna vez estamos poco seguros o “asustados” de que una vez que tengamos 
este sistema con c = | no vamos a poder obtener nuestras ecuaciones correctamente 
de nuevo, la respuesta es justamente lo opuesto. Es mucho más fácil recordarlas sin 
la c, y es muy fácil poner de nuevo la c examinando las dimensiones. Por ejemplo, 


en VÁ I= u, sabemos que no podemos restar el cuadrado de una velocidad, que tiene 
unidades, del número puro 1, de modo que sabemos que debemos dividir u? por e? 
de manera de que quede sin unidades, y asi sigue todo. 


La diferencia entre el espacio-tiempo y el espacio ordinario, y el carácter de un 
intervalo relacionado con la distancia, es muy interesante. De acuerdo con la 
formula (17.5), si consideramos un punto que en un sistema de coordenadas dado tenia 
un tiempo cero, y sólo espacio, el cuadrado del intervalo seria negativo y tendriamos 
un intervalo imaginario, la raiz cuadrada de un número negativo. Los intervalos 
pueden ser reales o imaginarios en la teoría. Los cuadrados de los intervalos pueden 
ser positivos o negativos, a diferencia de la distancia que tiene un cuadrado positivo. 
Cuando un intervalo es imaginario, decimos que los dos puntos tienen un intervalo 
de tipo espacio entre ellos (en vez de imaginario), porque el intervalo es más como es- 
pacio que como tiempo. Por otro lado, si dos objetos están en el mismo lugar en un 
sistema de coordenadas dado, pero difieren sólo en el tiempo, entonces el cuadrado del 
tiempo es positivo y las distancias son cero y el intervalo al cuadrado es positivo; éste 
se llama intervalo tipo tiempo En nuestro diagrama de espacio-tiempo, por lo tanto, 
tendremos más o menos la siguiente representación: a 45% hay dos lineas (realmente, 
en cuatro dimensiones estas serian “conos”, llamados conos de luz) y los puntos de 
estas lineas están todos a un intervalo cero desde el origen. A cualquier parte que la 
luz vaya desde un punto dado está siempre separada de él por un intervalo cero, como 
se deduce de la ecuación (17.5). Á proposito, acabamos de probar que si la luz 
viaja con velocidad c en un sistema, viaja con velocidad c en otro, porque si el inter- 
valo es el mismo en ambos sistemas, es decir, cero en uno y cero en el otro, enton- 
ces decir que la velocidad de propagación de la luz es invariante es lo mismo que 
decir que el intervalo es cero. 


17-3 Pasado, presente y futuro 


La región espacio-tiempo que rodea un punto de espacio-tiempo dado puede ser 
separada en tres regiones, como se muestra en la figura 17-3. En una región tene 
mos intervalos de tipo espacio, y en dos regiones intervalos de tipo tiempo. 
Fisicamente, estas tres regiones en las cuales se divide el espacio-tiempo alrededor de 
un punto dado tienen una interesante relación fisica con ese punto: un objeto fisico 
o una señal puede llegar desde un punto en la región 2 a un evento O moviéndose 
con una velocidad menor que la velocidad de la luz. 


Futuro 
¡Cono de luz 


Cono de luz 


/Q P Fu. 17-3. La región espacio-tiempo 
Pasado que rodea un punto en el origen. 


17-5 


Por lo tanto, eventos en esta región pueden afectar el punto O, pueden tener una in- 
fluencia sobre él desde el pasado. En verdad, por supuesto, un objeto en P sobre el 
eje t negativo está precisamente en el “pasado” con respecto a O; es el mismo punto 
espacio que O, sólo que más temprano. Lo que sucedió ahi entonces afecta a O ahora. 
(Desgraciadamente, la vida es así). Otro objeto en Q puede llegar a O moviéndose 
con una cierta velocidad menor que c, de manera que si este objeto estuviera en una 
nave espacial y moviéndose, sería también el pasado del mismo punto de espacio. O sea 
en otro sistema de coordenadas, el eje del tiempo podría pasar por O y Q. Luego, todos 
los puntos de la región 2 están en el pasado de O, y cualquier cosa que suceda en esta 
región puede afectar a O. Por lo tanto, la región 2 se llama a veces pasado afectan- 
te, O pasado que puede afectar; es el lugar geométrico de todos los eventos que 
pueden afectar al punto O de alguna manera. 


La región 3, por otro lado, es una región que nosotros podemos afectar desde O 
podemos “golpear” cosas disparando “balas” a velocidades menores que c. Luego 
es el mundo cuyo futuro puede ser afectado por nosotros y lo podemos llamar el 
futuro afectable. Ahora bien, lo interesante acerca de todo el resto del espacio- 
tiempo, es decir, la región 1, es que no podemos afectarla ahora desde O, mi puede 
ella afectarnos a nosotros ahora en O, porque nada puede ir más rápido que la luz. 
Por supuesto, lo que sucede en R puede afectarnos más tarde; es decir, si el sol 
está explotando “en este mismo momento”, nos toma ocho minutos antes que sepa- 
mos de ello, y no nos puede afectar de ninguna manera antes de entonces. 


Lo que entendemos por “en este mismo momento” es algo misterioso que no 
podemos definir y no podemos afectar, pero nos puede afectar más tarde, o podria- 
mos haber afectado si hubiéramos hecho algo con suficiente anterioridad en el 
pasado. Cuando miramos a la estrella Alfa Centauro, la vemos como era hace cua- 
tro años, podriamos preguntarnos cómo es “ahora”. “Ahora” significa al mismo 
tiempo desde nuestro sistema de coordenadas especial. Podemos ver Alfa Centau- 
ro solamente mediante la luz que ha venido de nuestro pasado, hasta hace cuatro 
años, pero no sabemos lo que está haciendo “ahora”; van a pasar cuatro años antes 
que lo que está haciendo “ahora” pueda afectarnos. Alfa Centauro “ahora” es una 
idea o concepto de nuestra mente; no es algo que sea realmente definible fisica- 
mente en este momento, porque tenemos que esperar para observarlo, no podemos 
siquiera definirlo “ahora” mismo. Ademas, el “ahora” depende del sistema de 
coordenadas. Si, por ejemplo, Alfa Centauro se estuviera moviendo, un observador 
alli no estaria de acuerdo con nosotros porque pondria sus ejes formando un ángulo, 
y su “ahora” seria un tiempo “diferente”. Ya hemos hablado del hecho de que la si- 
multaneidad no es una cosa única. 


Hay adivinos, o personas que nos dicen que pueden conocer el futuro y hay 
muchas hermosas historias acerca del hombre que súbitamente descubre que tiene 
conocimiento del futuro áfectable. Bueno, hay muchas paradojas producidas por 
eso, porque si sabemos que algo va a suceder, podemos asegurarnos que lo evita- 
remos haciendo lo necesario en el momento preciso, etc. Pero en realidad, no 
hay ningún adivino que pueda decirnos ni siquiera el presente. No hay nadie 
que pueda decirnos qué está sucediendo realmente en este mismo momento, a una 
distancia razonable, porque no es observable. Podríamos hacernos esta pregunta que 
dejamos al estudiante que trate de contestar: ¿Se produciría alguna paradoja si súbi- 
tamente se hiciera posible conocer cosas que están en intervalos de tipo espacio en 
la región 1? 
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17-4 Más acerca de los cuadrivectores 


Volvamos ahora a nuestras consideraciones sobre la analogia de la trans- 
formación de Lorentz y las rotaciones de ejes espaciales. Hemos aprendido la uti- 
lidad de juntar otras cantidades que tienen las mismas propiedades de transforma- 
ción que las coordenadas, para formar lo que llamamos vectores, lineas dirigidas. En 
el caso de rotaciones ordinarias, hay muchas cantidades que se transforman de la 
misma manera que x, y y z con una rotación: por ejemplo, la velocidad tiene tres com- 
ponentes, una x, una y y una z, cuando se las observa en un sistema diferente de 
coordenadas, ninguna de las componentes es la misma, sino que se han transforma- 
do a un nuevo valor. Pero, de alguna manera, la velocidad “misma” tiene mayor 
realidad que cualquiera de sus componentes particulares, y la representamos por un 
segmento dirigido. 


Preguntamos por lo tanto: ¿Es verdad o no que existen cantidades que se trans- 
forman o que están relacionadas en un sistema en movimiento y en un sistema inmo- 
vil de la misma manera que x, y, z y t? Por nuestra experiencia con vectores sabe- 
mos que tres de las cantidades como x, y, z constituirian las tres componentes de 
un vector espacial ordinario, pero la cuarta cantidad pareceria un simple escalar en 
una rotación espacial, porque no cambia mientras no vayamos a un sistema de coor- 
denadas en movimiento—. ¿Es posible, entonces, asociar con algunos de nuestros 
“trivectores” un cuarto objeto, que llamariamos la “componente tiempo”, de tal 
manera que los cuatro objetos juntos “roten” de la misma manera que la posición 
y el tiempo en el espacio-tiempo? Vamos a mostrar ahora que hay ciertamente, por 
lo menos, un objeto asi (hay muchos en realidad): las tres componentes del mo- 
mentum y la energía como la componente tiempo, se transforman conjuntamente 
para hacer lo que llamamos un “cuadrivector”. Para demostrar esto, ya que es muy 
inconveniente tener que escribir c en todas partes, usaremos el mismo truco referente 
a unidades de energía, de masa y de momentum que usamos en la ecuación (17.4). 
Energía y masa, por ejemplo, difieren sólo en un factor c? lo que es simplemente una 
cosa de unidades, de manera que podemos decir que la energia es la masa. En vez 
de tener que escribir la c? ponemos E = m, y entonces, por supuesto, si hay algún 
contratiempo, pondremos de nuevo c en cantidad apropiada de manera que las uni- 
dades se corrijan en la última ecuación, pero no en las intermedias. 


Luego, nuestras ecuaciones para la energia y la cantidad de movimiento son 


E = m = mov l — v?, 
kl (17.6) 


p= mv = mov/ vi — v?, 
También en estas unidades tenemos 
E — pP = mi. (17.7) 


Por ejemplo, si medimos lá energia en electron volts, ¿qué significaria una masa de 
l electron volt? Significa la masa cuya energía de reposo es | electron volt, es decir, 
mč es un electron volt. Por ejemplo, la masa en reposo de un electron es 0.511 x 
x l0ʻev. 

Ahora bien, ¿cómo se verian el momentum y la energia en un nuevo sistema de 
coordenadas? Para averiguarlo, deberemos transformar la ecuación (17.6), lo que 
podemos hacer 
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porque sabemos cómo se transforman las velocidades. Supongamos que mientras 
lo medimos, un objeto tenga una velocidad v, pero miramos el mismo objeto 
desde el punto de vista de una nave espacial que a su vez se está moviendo con 
una velocidad u, y en ese sistema usamos una prima para designar la cosa co- 
rrespondiente. Para simplificar las cosas al principio, vamos a considerar el caso en 
que la velocidad v está en la dirección de u. (Después podemos hacer el caso más 
general.) ¿Cual es v’, la velocidad vista desde la nave espacial? Es la velocidad com- 
puesta, la “diferencia” entre v y u. Mediante la ley que dedujimos anteriormente 


(17.8) 


Ahora calculamos la nueva energia E’, la energia tal como la veria el individuo de la 
nave espacial. El usaria la misma masa en reposo, por cierto, pero usaria v” para 
la velocidad. Lo que tenemos que hacer, es elevar al cuadrado v’, restarlo de uno, 
extraer la raiz cuadrada y tomar la inversa: 


12 v? — 2uv + u* 
1 — 2uv + uw?” 
„2 o L 2w + u? — o? + 2w — u? 
= 1 — 2uv + uw? 
A e +u? 
l — 2uv + u2v2 


a — a — a?) 
(U— w 


l—ou 


Por lo tanto, 
1 a l — w 
vVi=w yv yl -— 2 


La energía E” es entonces simplemente m, por la expresión anterior. Pero desea- 
mos expresar la energia en términos de la energia y momentum sin primas, y no- 
tamos que 


(17.9) 


Mo — Mouv (mo/V 1 — y?) — (mo/V 1 — ya 


RTA Vi — u 
o 
E' = A (17.10) 
que reconocemos que tiene exactamente la misma forma que 
r= eo ae 
Vl — u? 


A continuación, debemos encontrar la nueva cantidad de movimiento p’, Esto es 
simplemente la energia E multiplicada por v’, 
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y es expresada también en forma simple en términos de E y p: 


OVi- u w) Vi VI uè 


a ISI RS Aal mw — mou 


pa Pa uE 
7 vl- 


que reconocemos que tiene precisamente la misma forma que 


(17.11) 


g= Žo 
vl— u? 


Luego, las transformaciones para la nueva energia y momentum en términos 
de la energia y el momentum antiguos son exactamente lo mismo que las transfor- 
maciones pata £’ en términos de £ y x, y de x’ en términos de x y £: todo lo que 
tenemos que hacer es, cada vez que vemos ż en (17.4) sustituirla por E, y cada vez 
que veamos x sustituirla por p,, y entonces las ecuaciones (17.4) van a ser iguales a 
las ecuaciones (17.10) y (17.11). Esto implicaria, si todo resulta bien, una regla 
adicional: p',= p, y p'¿= p, Para probar esto, se necesitaria volver atrás y estudiar 
el caso del movimiento hacia arriba y hacia abajo. Realmente, nosostros estudia- 
mos el caso del movimiento hacia arriba y hacia abajo en el último capítulo. Analizamos 
un choque complicado y notamos, en realidad, que el momentum transversal no 
se cambia cuando se observa desde un sistema en movimiento: así que ya hemos 
verificado que p’, = P, y p”, = Pr La transformación completa es entonces 


rn _ Px— uE 
Bs Vil — r 
Py = Py 
pS (17.12) 
E = ESP... 
Vl-— 


En estas transformaciones, por lo tanto, hemos descubierto cuatro cantidades 
que se transforman como x, y y t y que llamamos el cuadrivector momentum. Como 
el momentum es un cuadrivector, se le puede representar en un diagrama espacio- 
tiempo de una particula en movimiento como una “flecha” tangente a la trayectoria, 
como se muestra en la figura 17-4. Esta flecha tiene una componente temporal igual 
a la energia y sus componentes espaciales representan su trivector momentum; esta 
flecha es más “real” que la energia o el momentum, porque éstos dependen precisa- 
mente de la manera en que miramos el diagrama. 


t 


> Fig. 17-4. El cuadrivector momentum de una particula. 
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17-5 Alegebra de los cuadrivectores 


La notación para los cuadrivectores es diferente que para los trivectores. En el 
caso de trivectores, si fuéramos a hablar del trivector momentum ordinario lo escri- 
biriamos p. Si quisiéramos ser más especificos, podriamos decir que tiene tres com- 
ponentes que son, para los ejes en consideración, P,, Py Y pz- O simplemente refe- 
rirnos a una componente general p, y decir que į puede ser x, y O z y que éstas son 
las tres componentes; esto es, imaginense que ¿į es cualquiera de estas tres direccio- 
nes x, y o z. La notación que usamos para cuadrivectores es análoga a ésta: escri- 
bimos pu para cuadrivectores y p representa las cuatro direcciones posibles t, x, 
yoz. 

Podriamos. por supuesto, usar cualquier notación que quisiéramos, no se rían de 
las notaciones; invéntenlas, son muy poderosas. De hecho, la matemática es, en gran 
parte, invención de notaciones mejores. Todo el concepto de cuadrivector es, de 
hecho, un mejoramiento en la notación de mancra que las transformaciones se pue- 
dan recordar con facilidad. Aj es un cuadrivector general, pero para el caso especial 
del momentum, el p, se identifica como la energia, p, es el momentum en la direc- 
ción x, p, en la dirección de y y p. en la dirección z. Para sumar cuadrivectores 
sumamos los componentes correspondientes. 


Si hay una ecuación entre cuadrivectores entonces la ecuación es válida para cada 
componente. Por ejemplo, si la ley de conservación del trivector momentum ha de ser 
válida en choques de particulas, es decir, si la suma de los momenta para un gran 
número de particulas interactuando o chocando debe ser constante, eso tiene que 
significar que todos los momenta en la dirección x, en la dirección y y en la dirección 
z, para todas las particulas, deben ser constantes. Esta ley sola no seria posible en 
relatividad porque está incompleta; es como hablar sólo de dos de las componentes 
de un trivector. Es incompleta porque si rotamos los ejes mezclamos las diferentes 
componentes, asi que debemos incluir las tres componentes en nuestra ley. Luego 
en relatividad debemos completar la ley de conservación del momentum, extendiéndo- 
la de modo de incluir la componente tiempo. Es absolutamente necesario que ésta 
vaya con las otras tres, o no puede haber invariancia relativista. La conservación de 
energía es la cuarta ecuación que va con la conservación del momentum para lograr 
una relación cuadrivectorial válida en la geometria del espacio y el tiempo. Asi pues, 
la ley de conservación de energia y momentum en notación cuadridimensional es 


$ pu = Y pp (17.13) 


particulas particulas 
entrantes salientes 


o, en una notación ligeramente diferente 
> Pis = 2, Pino (17.14) 
1 J 


donde i= 1,2,... se refiere a las particulas que van a chocar, j=- 1,2,... se refiere a 
las particulas que acaban de chocar y u = x, y, z o t. Ustedes dirán “¿en qué ejes?” 
Da lo mismo. La ley es válida para cada componente usando cualquier eje. 
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En análisis vectorial discutimos otra cosa, el producto escalar de dos vectores. 
Consideremos lo correspondiente en el espacio-tiempo. En una rotación ordinaria 
descubrimos que habia una cantidad que no cambiaba x?+ y?+ 2? En cuatro di- 
mensiones la cantidad correspondiente es P2— x?— y?— zY(Ec. 17.3). ¿Cómo podemos 
escribir eso? Una manera sería escribir algún tipo de cosa cuadrimensional con un 
punto cuadrado en el medio, tal como Au O Bu; una de las notaciones que se usan 
realmente es 


* 


Y AA, = Al — AD Aj — Al (17.15) 
>. 


La prima en ) significa que el primer término, el término “temporal”, es positivo 
pero los otros tres términos tienen signo negativo. Esta cantidad, entonces, va a ser 
la misma en cualquier sistema de coordenadas, y podriamos llamarla cuadrado de 
la longitud del cuadrivector. Por ejemplo, ¿cuál es el cuadrado de la longitud del 
cuadrivector momentum de una partícula? Sería igual a p?,—p?,—p?,—p?, o en 
otras palabras E?—p?, porque sabemos que p, es E. ¿Qué es E? — p?? Debe ser algo 
que es lo mismo en todo sistema de coordenadas. En particular, debe ser lo mismo 
para un sistema de coordenadas que se mueve junto con la partícula, en ei cual la 
partícula está en reposo. Si la particula está en reposo no tiene momentum. Luego 
en este sistema de coordenadas es su energía solamente, que es lo mismo que su 
masa en reposo. Por lo tanto, E?— p= m}. Vemos asi que el cuadrado de la longitud 
de este vector, el cuadrivector momentum, es igual a m. 


Del cuadrado de un vector, podemos proseguir e inventar el “producto escalar”, 
el producto que es un escalar: si au es un cuadrivector y bu es otro cuadrivector, 
el producto escalar es 


D ab, = ab, — a:bs — ayb, — a,b. (17,16) 


Es el mismo en todos los sistemas de coordenadas. 

Finalmente mencionaremos algunas cosas cuya masa en repuso m, es ce 
fotón de luz, por ejemplo. Un fotón es como una particula, en el sentido 
energía y momentum. La energía de un fotón es una cierta constante, llamad: 
tante de Planck, multiplicada por la frecuencia del fotón: E = hv. Este fotón también 
lleva momentum, y el momentum de un fotón (o de cualquier particula, en realidad) 
es h dividida por la longitud de onda: p = h/A. Pero para un fotón, hay una relación 
bien definida entre la frecuencia y la longitud de onda: v = c/A. (El número de 
ondas por segundo multiplicado por la longitud de onda de cada una, es la distancia 
que la luz recorre en un segundo que es, por supuesto, c.) Vemos asi inmediatamente 
que la energia de un fotón debe ser el momentum multiplicado por c. o si c = 1, la 
energía y el momentum son iguales. Es decir, la masa en reposo es cero. Observe- 
mos esto de nuevo; es bastante curioso. Si tenemos una particula de masa en reposo 
cero, ¿qué pasa cuando se detiene? ¡Nunca se detiene! Siempre va a velocidad c. 
La fórmula corriente para la energía es my/ y 1—v?. ¿Podemos decir que m = 0 
y v= 1, de manera que la energia sea cero? No podemos decir que es cero; el fotón 
realmente puede (y debe) tener energia aunque no tenga masa en reposo; pero ¡la 
posee yendo perpetuamente a la velocidad de la luz! 
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También sabemos que el momentum de cualquier particula es igual a su energia 
total por su velocidad: si c = 1, p = vE o, en unidades ordinarias, p = vE/c?. Para 
cualquier particula que se mueve a la velocidad de la luz, p = E si c = 1. Las fórmu- 
las para la energia de un fotón vistas desde un sistema móvil están, por supuesto, 
dadas por la ecuación (17.12), pero debemos sustituir el momentum por la energia 
multiplicada por c (o por 1 en este caso). Las diferentes energias después de la 
transformación significan que hay frecuencias diferentes. Esto se llama efecto 
Doppler, y se puede calcular fácilmente a partir de la ecuación (17.12), usando 
también E = p y E = hv. 

Como dijo Minkowski, “el espacio en si y el tiempo en si se van a sumergir en 
meras sombras, y sólo una cierta unión entre ellos va a sobrevivir. 


17-12 


18 


Rotación en dos dimensiones 


18-1 El centro de masas 18-37 Momentum angular 


18-2 Rotación de un cuerpo rigido 18-4 Conservación del momentum angular 


18-1 El centro de masa 


En los capitulos anteriores hemos estado estudiando la mecánica de los puntos 
o pequeñas particulas cuya estructura interna no nos preocupa. En los próximos 
capitulos vamos a estudiar la aplicación de las leyes de Newton a cosas más compli- 
cadas. Cuando el mundo se pone más complicado, se pone también más interesante 
y vamos a encontrar que los fenómenos asociados con la mecánica de un objeto 
más complejo que un punto son bastante sorprendentes. Por supuesto, estos fenó- 
menos encierran solamente combinaciones de las leyes de Newton, pero a veces es 
dificil de creer que solamente F = ma está en juego. 


Los objetos más complicados con que tratamos pueden ser de diferentes tipos: 
agua corriendo, galaxias arremolinándose, etc. El objeto “complicado” más simple 
de analizar, al principio, es lo que llamamos un cuerpo rígido, un objeto sólido que 
está rotando a medida que se mueve. Sin embargo, aun un objeto tan simple puede 
tener el movimiento más complejo, y por lo tanto vamos a considerar primero los 
aspectos más simples de este movimiento, en el cual un cuerpo extenso rota alrede- 
dor de un eje fijo. Un punto dado en ese cuerpo se mueve entonces en un plano 
perpendicular a este eje. Esta rotación de un cuerpo alrededor de un eje fijo se llama 
rotación plana o rotación en dos dimensiones. Después generalizaremos el resultado 
a tres dimensiones, pero al hacerlo vamos a encontrar que, a diferencia del caso de 
la mecánica ordinaria de partículas, las rotaciones son sutiles y dificiles de entender 
a menos que primero obtengamos un sólido fundamento en dos dimensiones. 


El primer teorema interesante acerca del movimiento de objetos complicados se 
puede observar en acción si tiramos al aire un objeto hecho de muchos bloques y 
palos unidos con cuerdas. Por supuesto sabemos que sigue una parábola porque lo 
estudiamos asi para una partícula. Pero nuestro objeto ahora no es una particula; 
se bambolea y se agita, etc. Sin embargo, sigue una parábola; uno lo puede ver. 
¿Qué es lo que sigue una parábola? Ciertamente no el punto en la esquina del blo- 
que, porque ése está bamboleándose; tampoco es el extremo del palo, o la mitad del 
palo, o la mitad del bloque. Pero algo sigue una parábola, hay un “centro” efectivo 
que se mueve en una parábola. Asi pues, nuestro primer teorema 
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sobre objetos complicados es demostrar que existe una posición media que sigue 
una parábola que es definible matemáticamente, pero que no es necesariamente un 
punto del material mismo. Se llama teorema del centro de masa y la demostración 
es como sigue. 


Podemos considerar cualquier objeto como constituido por muchas particulas 
chicas, los átomos, con diversas fuerzas entre ellas. Sea i el índice que define a una 
de las particulas. (Hay millones de ellas, de manera que i llega a 10%” o algo por el 
estilo.) Entonces la fuerza sobre la particula i es, por supuuesto, la masa por la 
aceleración de esa particula: i 


F; = m,(d?r,/d1?). (18.1) 


En los próximos capitulos nuestros objetos en movimiento van a ser objetos en 
los cuales todas las partes se están moviendo a velocidades mucho menores que la 
velocidad de la luz, y vamos a usar las aproximaciones no relativistas para todas 
las cantelades. En estas circunstancias, la masa es constante, luego 


F; = d(mx,)/de. (18.2) 


Si ahora sumamos la fuerza sobre todas las particulas, es decir, si tomamos la 
suma de todas las F, para todos los indices diferentes, obtenemos la fuerza total F. 
En el otro miembro de la ecuación. obtenemos lo mismo que si hubieramos sumado 
antes de derivar: 


LF: = F Ema), (18.3) 
- dt 


Por lo tanto, ja fuerza total es la segunda derivada de la suma de las masas 
multiplicadas por sus posiciones. 


Ahora bien, la fuerza total en todas las particulas es la misma que la fuerza 
werna. ¿Por qué? A pesar que hay toda clase de fuerzas sobre las particulas debi- 
do a las cuerdas, los uu mboleos, los tirones y los empujones y las fuerzas atómicas 
3 quién sabe qué mé- y que tenemos que sumarlas. nos salva la tercera ley de New- 
ton, Entre dos partici!2s cualesquiera, la acción y la reacción son iguales, de manera 
¿ue Cu sumamos todas las ecuaciones, si dos particulas tienen fuerzas entre 
ellas, éstas 32 anulan en la suma; luego, el resultado neto es solamente las fuerzas 
que surgen iras particulas que no están incluidas en el objeto cualquiera sobre 
el cual de 3 sumar. Por lo tanto si la ecuación (18.3) es la suma sobre un cier- 
to número de particulas, que en conjunto se llama “el objeto”, la fuerza externa 
sobre el objeto otal es igual a. la suma de todas las fuerzas sobre todas sus particu- 
las constituyentes. 


Ahora seria bonito si pudiéramos escribir la ecuación (18.3) como la masa total 
multiplicada por alguna aceleración. Podemos. Digamos que M es la suma de todas 
las masas, es decir, la masa total. Entonces, si definimos un cierto vector R como 


R = ) mx;/M, (18.4) 


la ecuación (18.3) va a ser simplemente 


E = d MR)/d? = M(dR/de?), (18.5) 
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ya que M es constante. Luego, encontramos que la fuerza externa es la masa total 
multiplicada por la aceleración de un punto imaginario cuya ubicación es R. Este 
punto se llama centro de masa del cuerpo. Es un punto que está por ahi en el “medio ~“ 
del objeto, una especie de r promedio en el cual los diferentes r, tienen peso o 
importancia proporcional a las masas. 


Vamos a discutir este importante teorema con más detalle en un capitulo poste- 
rior y, por lo tanto, vamos a limitar nuestras observaciones a dos puntos: Primero, 
si las fuerzas externas son cero, si el objeto estuviera flotando en el espacio vacio, 
podria arremolinarse, tambalearse y torcerse y hacer todo tipo de cosas. Pero el 
centro de masa, esta posición calculada, inventada artificialmente, en alguna parte 
en el medio, se va a mover con velocidad constante. En particular, si estaba inicial- 
mente en reposo, se va a mantener en reposo. De manera que si tenemos algo como 
una caja, a lo mejor una nave espacial con gente dentro, y calculamos la posición 
del centro de masa y encontramos que esta en reposo, entonces el centro de masa 
va a continuar en reposo si ninguna fuerza externa esta actuando en la caja. Por 
supuesto que la nave espacial se puede mover un poco en el espacio, pero eso es 
solamente porque la gente esta caminando hacia atrás y hacia adelante adentro: 
cuando uno camina hacia el frente, la nave va hacia atrás de manera de mantener la 
posición promedia de todas las masas exactamente en el mismo lugar. 

¿Es, por lo tanto, la propulsión de los cohetes absolutamente imposible porque 
no podemos mover el centro de masa? No; pero, por supuesto, encontramos que 
para propulsar una parte interesante del cohete, una parte sin importancia debe ser 
botada. En otras palabras, si partimos con un cohete a velocidad cero y escupimos 
un poco de gas desde la parte de atrás, entonces esta pequeña pompa de gas va 
hacia un lado mientras que la nave cohete va hacia el otro, pero el centro de masa 
esta todavia exactamente donde estaba antes. De manera que simplemente movemos 
la parte en la cual estamos interesados a expensas de la parte en la que no estamos 
interesados. 

El segundo punto acerca del centro de masa. que es la causa por la cual lo in- 
troducimos en nuestra discusión en este momento, es que se puede tratar separada- 
mente de los movimientos “internos” de un objeto y, por lo tanto, se le puede igno- 
rar en nuestra discusión de la rotación. 


18-2 Rotación de un cuerpo rigido 


Discutamos ahora las rotaciones. Por supuesto, que un objeto común no rota 
simplemente, se bambolea, se sacude y se curva, de manera que para simplificar las 
cosas vamos a discutir el movimiento de un objeto ideal no existente que llamamos 
cuerpo rígido. Esto significa un objeto en el cual las fuerzas entre los átomos son tan 
fuertes y de tal carácter que las pequeñas fuerzas que se necesitan para moverlo no lo 
curvan. Su forma se mantiene esencialmente la misma cuando se mueve. Si queremos 
estudiar el movimiento de tal cuerpo y aceptamos ignorar e: movimiento de su centro 
de masas, le queda una sola cosa por hacer, esto es, girar. Tenemos que describir esto. 
¿Como? Supongamos que hay una linea cualquiera en el cuerpo que se mantiene fija 
(a lo mejor incluye al centro de masas o a lo mejor no), y el cuerpo está girando alre- 
dedor de esta linea particular como eje. ¿Cómo definimos la rotación? Eso es bastante 
fácil, porque si marcamos un punto en cualquier parte del objeto, en cualquier parte 
menos en el eje, podemos decir siempre exactamente dónde está el objeto, con sólo 
saber donde ha ido este punto. Lo único que se 
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necesita para describir la posicion de ese punto es ùn ángulo. De manera que la rota- 
ción consiste en el estudio de la variación de un ángulo con el tiempo. 

Para estudiar la rotación, observamos el angulo en el cual ha rotado el cuerpo. 
Por supuesto, que no nos estamos refiriendo a ningún ángulo particular dentro del 
objeto mismo; no es que dibujemos algún ángulo en el objeto. Estamos hablando 
del cambio angular de la posición de todo el objeto, de un instante al siguiente. 


Primero, estudiemos la cinemática de las rotaciones. El ángulo va a cambiar con 
el tiempo y de la misma manera que hablábamos de posición y velocidad en una di- 
mensión, podemos hablar acerca de posiciones angulares y velocidades angulares 
en la rotación plana. De hecho, hay una relación muy interesante entre la rotación 
en dos dimensiones y el desplazamiento en una dimensión, en la cual casi toda canti- 
dad tiene su análogo. Primero tenemos el ángulo 0 que define en cuánto ha girado 
el cuerpo; esto reemplaza la distancia y, que define en cuánto se ha desplazado. De 
la misma manera, tenemos una velocidad de rotación, w = d0 /dt, que nos dice 
cuánto cambia el ángulo en un segundo, asi como v = ds/dt describe lo rápido que 
una cosa se mueve, O hasta dónde se mueve en un segundo. Si el ángulo se mide en 
radianes, la velocidad angular « va a ser tantos radianes por segundo. Mientras 
mayor es la velocidad angular, más rapido gira el objeto y más rapido cambia el 
angulo. Sigamos: podemos derivar la velocidad angular con respecto al tiempo y 
podemos llamar a += dw/dt = œ 0/dt? la aceleración angular. Sería el análogo de 
la aceleración ordinaria. 


Fig. 18-1. Cinemática de una rotación 
bidimensional. 


Ahora, por supuesto, vamos a tener que relacionar la dinámica de la rotación a 
las leyes de la dinámica de las particulas de las cuales el objeto está hecho, de 
manera que debemos averiguar cómo se mueve una particula cuando la velocidad 
angular es tal y tal. Para hacer esto, tomemos una cierta partícula que está locali- 
zada a una distancia r del eje y digamos que está en una cierta posición A(x, )) en 
un instante dado, de la manera usual (Fig. 18-1). Si un momento Af más tarde el 
ángulo del objeto total ha girado en AÙ, esta particula es arrastrada con él. Está al 
mismo radio desde O que estaba antes, pero es llevada a Q.:Lo primero que desea- 
riamos saber es en cuánto cambia la distancia x y en cuánto cambia la distancia y. 
Si llamamos r a OP, el largo de PỌ es rA0, debido a la manera en que se definen los 
ángulos. El cambio de x, entonces, es simplemente la proyección de rW0 en la 
dirección x: 


Ax = PQ senp = —r A0: (y/r) = —y A0. (18.6) 


Análogamente, 
Ay = +x ð. (18.7) 
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Si el objeto esta girando con una velocidad angular dada w, encontramos dividien- 
do ambos miembros de (18.6) y (18.7) por At, que la velocidad de la particula es 


"r = —0y y ty = +wx. (18.8) 


Por supuesto, si queremos encontrar el módulo de la velocidad, escribimos simple- 
mente 


RE Vr? +27 Vay F wx = wV xX F y? = or. (18.9) 


No deberia ser un misterio que el valor del módulo de la velocidad es wr; de hecho, 
deberia ser patente, porque la distancia que se mueve es rA0 y la distancia que se 
mueve por segundo es rA0/31 Ó ro. 


Pasemos a considerar la dinámica de la rotación. Aqui debemos introducir un 
nuevo concepto, fuerza. Investiguemos si podemos inventar algo que llamaremos 
torque (L. torquere, torcer) que tiene la misma relación con la rotación que la fuerza 
tiene con el movimiento lineal. Una fuerza es la cosa que se necesita para hacer un 
movimiento lineal y la cosa que hace rotar a algo es una “fuerza rotatoria” o una 
“fuerza torcedora”. es decir, un torque. Cualitativamente, un torque es una “tor- 
sión”; ¿que es un torque cuantitativamente? Vamos a llegar a la teoria de los tor- 
ques cuantitativamente estudiando el trabajo realizado al girar un objeto. porque. una 
manera bonita de definir una fuerza es decir cuánto trabajo realiza cuando actúa 
durante un desplazamiento dado. Vamos a tratar de mantener la analogia entre can- 
tidades lineales y angulares igualando el trabajo que hacemos cuando rotamos un 
poquito algo sobre el cual están actuando fuerzas al torque multiplicado por el 
ángulo que gira. En otras palabras. vamos a arreglar la definición de torque de ma- 
nera que el teorema del trabajo tenga una analogia absoluta: la fuerza por la dis- 
tancia es trabajo y el torque por el angulo va a ser trabajo. Esto nos dice lo que 
es el torque. Consideren, par ejemplo, un cuerpo rigido de algún tipo con diversas 
fuerzas actuando en él. y un eje alrededor del cual el cuerpo gira. Concentremonos 
Aaa en una fuerza y supongamos que esta fuerza se aplica en un cierto punto 

¿Qué trabajo se realizaria si rotáaramos el objeto en un ángulo muy pequeño? 
Edo es fácil. El trabajo realizado es 


AW = F, Ax + F, Ay. (18.10) 


Necesitamos solamente sustituir las ecuaciones (18.6) y (18.7) para Ax y Ay para 
obtener 


AW = (xF, — yF;,) 40. (18.11) 


O sea, la cantidad de trabajo que hemos realizado es, de hecho, igual al angulo en el 
cual hemos girado el objeto, multiplicado por una extraña combinación de fuerza y 
distancia. Esta “extraña combinación” es lo que llamamos torque. De manera que 
definiendo el cambio en el trabajo como el torque multiplicado por el ángulo, tene- 
mos ahora la fórmula del torque en función de las fuerzas. (Evidentemente, el torque 
no es una idea completamente nueva independiente de la mecánica de Newton: el 
torque debe tener una definición definida en términos de la fuerza.) 
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Cuando hay varias fuerzas actuando, el trabajo es, por supuesto, la suma de los 
trabajos hechos por todas las fuerzas de manera que ^W va a ser la suma de un 
montón de términos, correspondientes a todas las fuerzas, cada uno de los cuales es 
proporcional, sin embargo, a A). Podemos sacar factor común 40 y, por lo tanto, 
decir que el cambio en el trabajo es igual a la suma de todos los torques debido a 
todas las diversas fuerzas que están actuando, multiplicada por Af. A esta suma 
podriamos llamarla torque total r. Asi, los torques se suman medianic las leyes or- 
dinarias del álgebra, pero más tarde veremos que esto sólo es asi porque estamos 
trabajando en un plano. Es lo mismo que la cinemática unidimensional. donde las 
fuerzas simplemente se suman algebráicamente, pero sólo porque estan todas en la 
misma dirección. Es más complicado en tres dimensiones. Asi, para una rotación 
bidimensional. 


Ti = XiFyi — YiFxi (18.12) 


T=} T: (18.13) 


Debe hacerse énfasis que el torque es respecto a un eje dado. Si se elige un eje dife- 
rente, de manera que todos los x; e y; cambian, el valor del torque cambia también 
en general. 


Detengámonos ahora brevemente para notar que nuestra introducción anterior 
de torque a partir de la idea de trabajo nos da un resultado sumamente importante 
para un objeto en equilibrio: si todas las fuerzas sobre un objeto están equilibra- 
das tanto para traslación como para rotación, entonces no solamente la fuerza resul- 
tante es cero, sino que también el total de todos los torques es cero, porque si un 
objeto está en equilibrio, las fuerzas- no realizan ningún trabajo para un desplaza- 
miento pequeño. Por lo tanto, ya que AW =r AO = 0, la suma de todos los torques 
es cero. De manera que existen dos condiciones para el equilibrio: que la suma de 
las fuerzas sea cero y que la suma de los torques sea cero. Decmuestren que es su- 
ficiente asegurarse que la suma de los torques respecto a un eje cualquiera (en dos 
dimensiones) es cero. 


Fig 18 2 El torque producido por una fuerza, 


Consideremos ahora una sola fuerza y tratemos de averiguar, geométricamente, 
a qué corresponde esta extraña cosa xF,—yF,. En la figura 18-2 vemos una fuerza 
F actuando en un punto f. Cuando el objeto ha rotado en un pequeño ángulo Af), 
el trabajo realizado, por supuesto, es la componente de la fuerza en la dirección 
del desplazamiento multiplicada por el desplazamiento. En otras palabras, es sólo 
la componente tangencial de la fuerza la que cuenta y ésta debe ser multiplicada por 
la distancia rA0. Por lo tanto, vemos que el torque también es igual a la compo- 
nente tangencial de la fuerza (perpendicular al radio) multiplicada por el radio. Esto 
tiene sentido de acuerdo con nuestra idea ordinaria de torque, porque si la fuerza 
fuera completamente radial, no daria ninguna “torsión” al cuerpo; es evidente que el 
efecto de torcer debe incluir sólo aquella parte de la fuerza que no tira por el 
centro y eso significa la 
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componente tangencial. Además está claro que una fuerza dada es más efectiva con 
un brazo largo que cerca del eje. De hecho, si tomamos el caso de empujar justo sobre 
el eje, ¡no estamos torciendo en absoluto! De manera que tiene sentido que la canti- 
dad de torsión o torque sea proporcional tanto a la distancia radial como a la compo- 
nente tangencial de la fuerza. 


Hay todavia una tercera fórmula para el torque que es muy interesante. Hemos 
visto recién que el torque es la fuerza por el radio y por el seno del ángulo «r, en la 
figura 18-2. Pero si extendemos la linea de acción de la fuerza y dibujamos la linea 
OS, la distancia perpendicular a la linea de acción de la fuerza (el brazo de palanca 
de la fuerza) notamos que este brazo de palanca es más corto que r justamente en la 
misma proporción que la parte tangencial de la fuerza es menor que la fuerza total. 
Por lo tanto, la fórmula del torque también se puede escribir como el módulo de la 
fuerza por el largo del brazo de palanca. 


El torque se llama también a menudo el momento de la fuerza. El origen de este 
término es oscuro, pero puede ser relacionado al hecho que “momento” se deriva 
del latin movimentum, y que la capacidad de una fuerza para mover un objeto (usan- 
do la fuerza en una palanca) aumenta con el largo del brazo de palanca. En ma- 
temáticas “momento” significa ponderado por lo alejado que está del eje. 


18-3 Momentum angular 


Aunque hasta ahora hemos considerado solamente el caso especial de un cuerpo 
rigido, las propiedades de los torques y sus relaciones matemáticas son interesantes 
también, aun cuando un objeto no sea rigido. En realidad podemos demostrar un 
teorema muy notable: de la misma manera que una fuerza externa es la rapidez de 
variación de una cantidad p que llamamos momentum total de un conjunto de par- 
ticulas. asi el torque externo es la rapidez de variación de una cantidad L que 
llamamos momentum angular del grupo de particulas. 


R 


O, Fig. 18-3. Una particula se mueve alrededor de un eje O 


Para demostrar esto, vamos a suponer que hay un sistema de particulas en el 
cual hay algunas fuerzas actuando y averiguar qué sucede al sistema como con- 
secuencia de los torques debido a estas fuerzas. Primero. por supuesto, debemos 
considerar una sola particula. En la figura 18-3 hay una particula de masa m y un 
eje O: la particula no está rotando necesariamente en un circulo alrededor de la O, 
puede estarse moviendo en una elipse. como un planeta alrededor del sol. o en cual- 
quier otra curva. Se mueve de alguna manera y hay fuerzas sobre ella y acelera de 
acuerdo con la fórmula usual que la componente . de la fuerza es la masa por la 
componente x de la aceleración. etc. Pero veamos qué hace el torque. El torque es 
igual a xF,—yvF, y la fuerza en la 
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dirección x o y es la masa por la aceleración en la dirección x O 3; 


T = xF; — yF, 
= xm(d?*y/d1?) -- ym(d?x/dt?). (18.14) 


Ahora, aunque esto no parece ser la derivada de ninguna cantidad simple, es en 
realidad la derivada de la cantidad xm (dy/ di) — ym (dx/ dt): 


d dy A dx dy dx dy 
alma) -rG ea G 
EN, A (DN m(E) = xm (E) — T). 
IN GO di di) T PNG) 7 V” (dB 


¡De manera que es cierto que el torque es la variación de algo en el tiempo! Nos fi- 


jamos entonces en el “algo”, le damos un nombre: lo llamamos L, la cantidad de 
movimiento angular: 


(18.15) 


Il 


L = xm(dy/dt) — ym(dx/dt) 


= XP, — YPz- (18.16) 


Aunque esta discusión no es relativista, la segunda forma para L dada más 
arriba es correcta desde el punto de vista relativista. ¡Hemos encontrado asi que 
también hay un análogo rotacional para el momentum y que este análogo, el mo- 
mentum angular, está dado por una expresión en términos de las componentes del 
momentum lineal que es justamente igual que la fórmula para el torque en términos 
de las componentes de la fuerza! Asi, si queremos conocer el momentum angular de 
una particula respecto a un eje, tomamos solamente la componente tangencial del 
momemtum y la multiplicamos por el radio. En otras palabras, lo que vale para el 
momentum angular no es cuán rápido se mueve desde el origen, sino cuánto se 
mueve alrededor del origen. Sólo la parte tangencial del momentum vale para el 
momentum angular. Además mientras más lejos está la linea del momentum mayor 
es el momentum angular. Y también, ya que los hechos geométricos son los mismos 
ya sea que la cantidad esté indicada por p o F, es cierto que hay un brazo de 
palanca (¡no el mismo brazo de palanca de la fuerza en la particula!) que se obtiene 
al extender la linea del momentum y encontrar la distancia perpendicular al eje. 
Luego, el momentum angular es el módulo del momentum por el brazo de palanca 
del momentum. De manera que tenemos tres fórmulas para el momentum angular 
del mismo modo que tenemos tres fórmulas para el torque: 


L = Xpy = Pz 
= FPtang 
= p- brazo de palanca. (18.17) 


Lo mismo que el torque, el momentum angular depende de la posición del eje con 
respecto al cual se va a calcular. 


Antes de proseguir al tratamiento de más de una partícula, apliquemos los resul- 
tados anteriores a un planeta girando alrededor del sol. ¿En qué dirección esta la 
fuerza? 
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La fuerza está dirigida hacia el sol. ¿Cuál es, entonces, el torque en el objeto? 
Por supuesto, esto depende de donde tomemos el eje, pero obtenemos un resul- 
tado muy simple si lo tomamos en el sol mismo, ya que el torque es la fuerza por 
el brazo de palanca o la componente de la fuerza perpendicular a r multiplicado por 
r. Pero no hay fuerza tangencial ¡luego no hay torque con respecto a un eje en el sol! 
Por lo tanto, el momentum angular del planeta que gira alrededor del sol debe quedar 
constante. Veamos lo que eso significa. La componente tangencial de la velocidad por 
la masa y por el radio va a ser constante, porque esto es el momentum angular, y la 
rapidez de variación del momentum angular es el torque y en este problema el 
torque es cero. Por supuesto. ya que la masa también es una constante. esto significa 
que la velocidad tangencial por el radio es una constante. Pero esto es algo que ya 
sabiamos en el movimiento de un planeta. Supongan que consideramos una pequeña 
cantidad de tiempo Af. ¿Cuanto va a avanzar el planeta cuando se mueve de Pa 
O (Fig. 18-3)? ¿Qué drea va a barrer? Despreciando la muy pequeña área QQ'P 
frente al área OPQ que es mucho más grande, es simplemente la mitad de la base 
PO por la altura OR. En otras palabras, el area barrida en la unidad de tiempo va 
a ser igual a la velocidad por el brazo de palanca de la velocidad (por un medio). 
Asi, la velocidad de cambio del área es proporcional al momentum angular, que es 
constante. De manera que la ley de Kepler sobre areas iguales en tiempos iguales 
es una descripción en palabras del enunciado de la ley de conservación del momen- 
tum angular, cuando no hay torque producido por la fuerza. 


18-4 Conservación del momentum angular 


Ahora vamos a considerar qué sucede cuando hay un gran número de particu- 
las, cuando un objeto está hecho de muchos pedazos con muchas fuerzas actuando 
entre ellos y sobre ellos desde el exterior. Por supuesto, sabemos ya, que alrededor 
de cualquier eje fijo dado, el torque sobre la particula í (que es la fuerza sobre la 
particula į por el brazo de palanca de esa fuerza) es igual a la rapidez de variación del 
momentum angular de esa particula y que el momentum angular de la particula ¡es su 
momentum por el brazo de palanca de su momentum. Supongamos ahora que suma- 
mos los torques 7, para todas las particulas y lo llamamos torque total 7. Entonces 
éste va a ser la variación de la suma de los momenta angulares L; de todas las par- 
ticulas, y esto define una nueva cantidad que llamamos el momentum angular total 
L. Asi como el momentum total de un objeto es la suma de los momenta de todas 
sus partes, asi el momentum angular es la suma de los momenta angulares de todas 
las partes. Luego la variación del L total es el torque total: 


¿dL 
ieS dL: _ dL. (18.18) 


Ahora bien, podria parecer que el torque total es una cosa complicada. Están todas 
esas fuerzas internas y todas las fuerzas externas a considerar. Pero, si hacemos que 
la ley de Newton de acción y reacción diga, no simplemente que la acción y reac- 
ción son iguales, sino también que están dirigidas en sentidos exactamente opuestos 
a lo largo de la misma linea (Newton puede haber dicho esto realmente o no. pero 
lo supuso tácitamente). entonces 
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los dos torques sobre los objetos que están reaccionando, debido a sus interaccio- 
nes, van a ser iguales y opuestos porque los brazos de palanca para cualquier eje 
son iguales. Por lo tanto, los torques internos se anulan de a pares, y así tenemos el 
notable teorema que ¡la rapidez de variación del momentum angular total respecto 
a cualquier eje es igual al torque externo respecto a ese eje! 


T= YT; = Ten = dLjdl. (18.19) 


Tenemos entonces un teorema muy poderoso referente al movimiento de un gran 
conjunto de particulas, que nos permite estudiar al movimiento en conjunto sin 
tener que examinar la detallada maquinaria que hay adentro. Este teorema es válido 
para cualquier conjunto de objetos, formen un cuerpo rigido o no. 


Un caso sumamente importante del teorema anterior es la ley de conservación 
del momentum angular: si ningún torque externo actúa sobre un sistema de particu- 
las, el momentum angular se mantiene constante. 


Un caso especial de gran importancia es el de un cuerpo rigido, esto es. un 
objeto de una forma definida que está rotando. Considérese un objeto que tiene sus 
dimensiones geométricas fijas y que está rotando en torno a un eje fijo. Las diversas 
partes del objeto mantienen la misma relación entre si en todo instante. Tratemos 
ahora de encontrar el momentum angular total de este objeto. a la masa de una de 
sus particulas es m, y su posición o localización esta en (x; 1,) entonces el pro- 
blema es encontrar “el momentum angular de esa particula. ya ¿de el momentum 
angular total es la suma de los momenta angulares de tales particulas en el cuerpo. 
Para un objeto que se mueve en un circulo, el momentum angular, por Supuesto, es 
la masa por la velocidad por la distancia al eje, y la velocidad es igual a la velo- 
cidad angular por la distancia al eje: 


L; = mpr; = mirtw, (18.20) 


o sumando con respecto a todas las particulas í, obtenemos 


L = lo, (18.21) 
donde 
I = Y mr. (18.22) 


Este es el análogo de la ley según la cual el momentum es la masa por la veloci- 
dad. La velocidad se reemplaza por la velocidad angular y vemos que la masa queda 
reemplazada por una cosa nueva que llamamos el momento de inercia I, que es anà- 
logo a la masa. Las ecuaciones (18.21) y (18.22) dicen que un cuerpo tiene inercia 
de rotación que depende no precisamente de las masas, sino en lo lejos que estan del 
eje. Asi, si tenemos dos objetos con la misma masa, cuando ponemos las masas 
más alejadas del eje, la inercia de rotación va a ser mayor. Esto se demuestra fácil- 
mente mediante el dispositivo mostrado en la figura 18-4, donde se impide que un 
peso M caiga muy rápido porque debe hacer girar una larga barra pesada. Al prin- 
cipio, las masas mm están cerca del eje y M aumenta su velocidad a un cierto ritmo. 
Pero cuando cambiamos el momento de inercia al 
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poner las masas m mucho mas lejos del eje, entonces vemos que M acelera mucho 
menos rápidamente que antes, porque el cuerpo tiene mucho más inercia contra la 
rotación. El momento de inercia es la inercia contra la rotación y es la suma de las 
contribuciones de todas las masas por el cuadrado de sus distancias al eje. 


Fig. 18-4. La “inercia de rotación” de- 
pende del brazo de palanca de las masas. 


Hay una diferencia importante entre masa y momento de inercia que es espec- 
tacular. La masa de un objeto no cambia nunca, pero su momento de inercia se 
puede cambiar. Si nos paramos encima de una tarima rotatoria sin roce con nuestros 
brazos extendidos y sostenemos unos pesos en nuestras manos mientras rotamos 
lentamente, podemos cambiar nuestro momento de inercia juntando nuestros brazos, 
pero nuestra masa no cambia. Cuando hacemos esto, todo tipo de cosas maravilio- 
sas suceden debido a la ley de conservación del momentum angular: si el torque 
externo es cero, entonces el momentum angular, el momento de inercia por omega, 
se mantiene constante. Inicialmente estábamos rotando con un momento de inercia 
grande /, a baja velocidad angular w, y el momentum angular era 7, a». Después 
cambiamos nuestro momento de inercia al juntar nuestros brazos a, digamos, un 
valor 7.. Entonces el producto Jw, que debe mantenerse igual porque el momentum 
angular total debe permanecer constante, fue J, «,. Por lo tanto /, œw, = J, œw, De 
manera que si disminuimos el momento de inercia debemos aumentar la velocidad 
angular. 
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19-1 Propiedades del centro de masa 


En el capitulo anterior encontramos que si un gran numero de fuerzas está ac- 
tuando sobre una complicada masa de particulas, ya sea aue las particulas integren 
un cuerpo rigido, o una nube de estrellas o cualquier otra cosa, y calculamos la 
suma de todas las fuerzas (es decir, las fuerzas externas por supuesto, porque las 
fuerzas internas se anulan), entonces si consideramos el cuerpo en su totalidad y 
suponemos que tiene una masa total M, hay un cierto punto “dentro” del cuerpo, 
llamado el centro de masa tal que la fuerza externa neta resultante produce una 
aceleración de este punto como si toda la masa estuviera concentrada ahí. Discuta- 
mos ahora el centro de masas con un poco más detalle. 


La ubicación del centro de masa (abreviado CM) está dada por la ecuacion 


(19.1) 


Esta es, por supuesto, una ecuación vectorial que representa en realidad tres ecua- 
ciones, una para cada una de las tres dimensiones. Vamos a considerar solamente 
la dirección x porque si la podemos entender podemos entender las otras dos. ¿Qué 
significa Xem ?». mx;/7 m,? Supongamos por un momento que el objeto está 
dividido cn pequeños pedazos, cada uno de los cuales tiene la misma masa m; en- 
tonces la masa total es simplemente el número N de pedazos por la masa de un 
pedazo, por ejemplo un gramo o cualquier unidad. Entonces esta ecuación dice 
simplemente que sumemos todas las x y después dividamos por el número de cosas 
que hemos sumado: X¿y = M7 x¡/mN = 7. x,/ N. En otras palabras, Xy es el 
promedio de todas las x, si las masas son iguales. Pero supongamos que una de 
ellas seca cl doble de pesada que las otras. Entonces, en esa suma, la x aparece 
dos veces. Esto es fácil de entender, porque podemos pensar que esta masa doble 
estuviera partida en dos iguales, como las otras; entonces al tomar el promedio, 
por supuesto, debemos contar esa x dos veces porque hay dos masas ahi. De modo 
que Y cs la posición promedio. en la dirección x de todas las masas. siendo cada 
masa contada un 
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número de veces proporcional a la masa, como si estuviera dividida en “pequeños 
gramos”. De aqui es muy fácil demostrar que X debe estar en algún lugar entre la 
mayor y menor x y, por lo tanto, está dentro de la envoltura que incluye todo el 
cuerpo. No necesita estar en el material del cuerpo, porque el cuerpo podria ser un 
circulo, como un aro, y el centro de masas está en el centro del aro y no en el aro 
mismo. 


Por supuesto que si un cuerpo es simétrico en alguna forma, por ejemplo un rec- 
tangulo, de manera que tenga un plano de simetria, el centro de masa está en alguna 
parte del plano de simetria. En el caso del rectángulo hay dos planos y eso lo loca- 
liza univocamente. Pero si es un objeto simétrico cualquiera, el centro de gravedad 
esta en alguna parte en el eje de simetria, porque en estas circunstancias hay tantas 
x positivas como negativas. 


Fig. 19-1. El CM de un objeto compues- 
to se encuentra en la línea que une los CM 
de las dos partes componentes. 


Otra interesante proposición muy curiosa es la siguiente. Supongan que imagi- 
nemos un objeto hecho de dos pedazos A y B (Fig. 19-1). Entonces, el centro de 
masas de todo el objeto se puede calcular como sigue. Primero, encuéntrese el centro 
de masa del pedazo A y después el del pedazo B. Encuentre también la masa de 
cada pedazo M4 y Mp. Luego consideren otro problema, en el cual la masa puntual 
M, está en el centro de masa del objeto A, y otra masa puntual Mp está en el centro 
de masa del objeto B. El centro de masa de estas dos masas puntuales es entonces 
el centro de masa de todo el objeto. Eu otras palabras. si los centros de masa de 
varias partes de un objeto se han calculado. no tenemos que empezar todo de nuevo 
para encontrar el centro de masa del objeto entero: sencillamente tenemos que juntar 
los pedazos, tratando cada uno como una masa puntual situada en el centro de ma- 
sa de esa pieza. Veamos por qué es asi. Supongamos que queremos calcular el cen- 
tro de masa de un objeto completo, algunas de cuyas particulas se consideran que 
forman parte de un objeto A y otras de un objeto B. La suma total 7 mx, puede 
separarse en dos partes -la suma >) ¿mpx; para el objeto 4 solamente y la suma 
> amx; para el objeto B solamente. Ahora bien. si estuviéramos calculando el centro 
de masa del objeto 4 solamente tendriamos exactamente la primera de estas sumas 
y sabemos que ésta es M,X,. la masa total de las particulas de 4 por la posición 
del centro de masa de A, porque ¿se es el teorema del centro de masas. aplicado 
al objeto A. De la misma manera, con observar el objeto 8, obtenemos A/A y. por 
supuesto, sumando los dos se obtiene AZN: 


M Xoy = y mX; + 5 M;N; 
A 


B 


Mi, Xy + Mp Nh. (19.2) 
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Ahora, como M es evidentemente la suma de M4 + Mp vemos que la ecuación 
(19.2) se puede interpretar como un ejemplo particular de la fórmula del centro de 
masa para dos objetos puntuales, uno de masa M, ubicado en X, y otro de masa 
Mp ubicado en Xp 

El teorema respecto al movimiento del centro de masa es muy interesante. y ha 
jugado una parte importante en el desarrollo de nuestra comprensión de la fisica. 
Supongan que hacemos la hipótesis que la ley de Newton es válida para las peque 
ñas partes componentes de un objeto mucho más grande. Entonces este teorema 
muestra que la ley de Newton también es correcta para un objeto más grande. aun- 
que no estudiemos los detalles del objeto. sino solamente la fuerza total que actúa 
sobre él y su masa. En otras palabras, la ley de Newton tiene la propiedad peculiar 
que si es válida en una cierta escala pequeña también es válida en una escala mayor. 
Si no consideramos una pelota de béisbol como una cosa tremendamente compleja, 
hecha de miriadas de particulas que interactúan, sino que estudiamos sólo el movi- 
miento del centro de masa y las fuerzas externas sobre la pelota, encontramos 
F = ma, donde F es la fuerza externa sobre la pelota. m su masa y a es la acele- 
ración de su centro de masa. De manera que F = ma es una ley que se reproduce 
en una escala mayor. (Deberia haber una buena palabra, del griego quizás. para 
describir una ley que reproduzca la misma ley en una escala mayor.) 


Por supuesto, uno podria sospechar que las primeras leyes que los seres huma- 
nos deberian descubrir, serían aquellas que se van a reproducir en una escala mayor. 
¿Por qué? Porque la escala real de los engranajes y ruedas fundamentales del uni- 
verso es de dimensiones atómicas, que son tanto más finas que nuestras Observacio- 
nes, que no estamos ni cerca de esa escala en nuestras observaciones ordinarias. 
De manera que las primeras cosas que descubriéramos deberian ser válidas para ob- 
jetos de un tamaño nada especial relativo a una escala atómica. Si las leyes para las 
particulas pequeñas no se reprodujeran a una escala mayor, no descubririamos estas 
leyes muy facilmente. ¿Y qué pasa con el problema inverso? ¿Deben ser las leyes 
en una escala pequeña las mismas que en una escala mayor? Por supuesto que no 
es necesariamente asi en la naturaleza, que las leyes a un nivel atómico tengan que 
ser las mismas que en una escala mayor. Supongamos que las verdaderas leyes de 
movimiento de los átomos fueran dadas por alguna ecuación extraña que no tuviera 
la propiedad de que cuando vamos a una escala mayor reproduzcamos la misma 
ley, pero en cambio tenga la propiedad de que si vamos a una escala mayor, poda- 
mos aproximarla mediante una cierta expresión tal que si extendemos la expresión 
más y más, se sigue reproduciendo en una escala cada vez mayor. Esto es posible 
y de hecho es la manera en que se realiza. Las leyes de Newton son la “cola” de las 
leyes atómicas, extrapoladas a un tamaño muy grande. Las leyes reales del movi- 
miento de las particulas en una escala fina son muy peculiares, pero si tomamos 
una gran número de ellas y las combinamos, esas leyes aproximan. pero sólo apro- 
ximan, a las leyes de Newton. Las leyes de Newton nos permiten ir a una escala 
cada vez mayor y todavia parece ser la misma ley. De hecho, se hace cada vez más 
precisa a medida que la escala se hace mayor. Este factor autorreproductor de las 
leyes de Newton es asi, no un aspecto fundamental de la naturaleza, sino un aspecto 
histórico importante. Nunca descubririamos las leyes fundamentales de las partículas 
atómicas en una primera observación porque las primeras observaciones son muy 
toscas. De hecho resulta que las leyes atómicas fundamentales, que llamamos mecá- 
nica cuántica, son bastante diferentes de las leyes de Newton y son dificiles de com- 
prender porque todas nuestras experiencias directas son con objetos en una escala 
grande y los atomos en una escala chica se comportan de una manera 
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que no vemos en una escala grande. De manera que no podemos decir, “un átomo es lo 
mismo que un planeta girando alrededor del sol”, o nada por el estilo. No se parece a na- 
da con lo cual estemos familiarizados porque no hay nada como él. A medida que apli- 
camos la mecánica cuántica a objetos cada vez mayores, las leyes del comporta- 
miento de muchos átomos juntos :no se reproducen, pero producen nuevas leyes, 
que son las leyes de Newton, que entonces continúan reproduciéndose desde diga- 
mos tamaño de micro-microgramo, que ya son billones y billones de átomos, hasta 
el tamaño de la tierra y mayores. 

Volvamos al centro de masa. El centro de masa se llama a veces centro de gra- 
vedad, porque en muchos casos la gravedad se puede considerar uniforme. Supon- 
gan que tenemos dimensiones suficientemente chicas de manera que la fuerza gravi- 
tacional no sólo es proporcional a la masa, sino además es paralela en todas partes 
a una linea fija. Luego consideren un objeto en el cual hay fuerzas gravitacionales 
en cada una de sus masas constituyentes. Sea m; la masa de una parte. Entonces, 
la fuerza gravitacional en esa parte es m; por g. La pregunta ahora es ¿dónde pode- 
mos aplicar una fuerza única para contrarrestar la fuerza gravitacional sobre el con- 
junto, de manera que todo el objeto, si es un cuerpo rigido, no gire? La respuesta es 
que esta fuerza debe pasar por el centro de masa y demostramos esto de la siguien- 
te manera. Para que el cuerpo no gire, el torque producido por todas las fuerzas 
debe sumar cero, porque si hay un torque hay una variación en el momentum angu- 
lar y por lo tanto una rotación. Así que debemos calcular el total de todos los tor- 
ques relativo a todas las particulas y ver cuánto torque hay con respecto a un eje 
dado; debe ser cero si este eje está en el centro de masa. Ahora, midiendo x hori- 
zontalmente e y verticalmente, sabemos que los torques son las fuerzas en la direc- 
ción y por el brazo de palanca x (es decir, la fuerza por el brazo de palanca alrede- 
dor del cual queremos medir el torque). El torque es la suma 


pos y migx; = 2 MiNi (19.3) 


de manera que si el torque total debe ser cero, la suma > m;x; debe ser cero. Pero 
> mx, = MX, la masa total por la distancia del centro de masa al eje. De manera 
que la distancia x del centro de masa desde el eje es cero. 

Por supuesto, que hemos comprobado el resultado sólo para la distancia x, pero 
si usamos el verdadero centro de masa, el objeto se va a equilibrar en cualquier po- 
sición, porque si lo giramos en 90%, tendremos y en vez de x. En otras palabras, 
cuando un objeto está soportado en su centro de masa, no hay torque en el debido 
a un campo gravitacional paralelo. En el caso que el objeto sea tan grande que el 
no paralelismo de las fuerzas gravitacionales sea apreciable, el centro en el cual se 
debe aplicar la fuerza equilibrante no es fácil de describir y se separa ligeramente 
del centro de masa. Esta es la razón por la cual hay que distinguir entre centro de 
masa y centro de gravedad. El hecho de que un objeto soportado exactamente en el 
centro de masa esté en equilibrio en todas las posiciones tiene Otra consecuencia 
interesante. Si en vez de la gravitación tenemos una pseudofuerza debida a la acele- 
ración, podemos usar exactamente el mismo procedimiento matemático para encon- 
trar la posición donde sujetarlo de manera que no haya torque producido por la 
fuerza inercial de la aceleración. Supongan que el objeto se mantiene de alguna ma- 
nera dentro de una caja y que la caja y todo lo que contiene 
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está acelerando. Sabemos que, desde el punto de vista de alguien en reposo relativo a esta 
caja acelerada, habrá una fuerza efectiva debida a la inercia. Esto es, para lograr que el 
objeto siga con la caja debemos empujarlo para acelerarlo y esta fuerza es “equilibrada” 
por la “fuerza de inercia”, que es una pseudofuerza igual a la masa por la aceleración 
de la caja. Para el hombre en la caja, esto es lo mismo que si el objeto estuviera en 
un campo gravitacional uniforme cuyo valor de “g” es igual a la aceleración a. Por 
lo tanto, la fuerza inercial debida a la aceleración de un objeto no tiene torque con 
respecto al centro de masa. 


Este hecho tiene una consecuencia muy interesante. En un sistema inercial que 
no esté acelerando, el torque es siempre igual a la rapidez de variación del momen- 
tum angular. Sin embargo, con respecto a un eje que pasa por el centro de masa 
de un objeto que está acelerando todavía es válido que el torque es igual a la rapi- 
dez de variación del momentum angular. Aún si el centro de masa está acelerando 
podemos elegir un eje especial, a saber, el que pasa por el centro de masa de manera 
que siga siendo verdadero que el torque es igual a la rapidez de variación del mo- 
mentum angular respecto a ese eje. De manera que el teorema que el torque es igual 
a la rapidez de variación del momentum angular es válido en dos casos generales: 
(1) un eje fijo en un espacio inercial; (2) un eje a través del centro de masa, aunque 
el objeto esté acelerando. 


19-2 Cómo ubicar el centro de masa 


La técnica matemática para el cálculo de centros de masa queda en al ámbito 
de un curso de matemática y estos problemas proporcionan un buen ejercicio en el 
cálculo integral. Sin embargo, después que uno ha aprendido el cálculo integral, y 
desea saber cómo localizar el centro de masa, es bueno conocer algunos trucos que 
pueden usarse para eso. Uno de estos trucos hace uso de lo que se llama teorema 
de Pappus. Funciona asi: si tomamos un área cerrada cualquiera en un plano y ge- 
neramos un sólido moviéndola en el espacio de manera que cada punto siempre 
se mueve perpendicular al plano del área, ¡el sólido resultante tiene un volumen igual 
al área de la sección por la distancia que el centro de masas se ha movido! Por cier- 
to que esto es válido si movemos el área en una linea recta perpendicular a si misma, 
pero si la movemos en un circulo o en cualquier otra curva entonces genera un volu- 
men bastante peculiar. En una trayectoria curva la parte de afuera gira más lejos 
y la parte de adentro gira más cerca y los efectos se compensan. De manera que si 
queremos localizar el centro de masa de una lámina plana de densidad uniforme 
podemos recordar que el volumen generado al hacerla rotar alrededor de un eje es 
igual a la distancia que gira el centro de masa por el área de la lámina. 

Por ejemplo, si queremos encontrar el centro de masa de un triángulo rectángulo 
de base D y altura H (Fig. 19-2), podemos resolver el problema de la siguiente ma- 
nera. Imaginen un eje a lo largo de H y roten el triángulo alrededor de ese eje en 
360 grados. Esto genera un cono. La distancia que la coordenada x del centro de 
masa se ha movido es 2rx. El área que se ha movido es el área del triangulo 4HD. 
De manera que la distancia x del centro de masa por el área del triángulo es el vo- 
lumen barrido, que es por supuesto 1D?*H/3. Asi Qx) GHD) = 1/31D"H, o x = 
D /3. De una manera análoga, rotando alrededor del otro eje o por 
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simetria encontramos y = H/3. De hecho, el centro de masa de cualquier área unifor- 
me triangular está donde se cortan las medianas, las lineas que van desde los vértices 
hasta la mitad de los lados opuestos. Ese punto está a 1/3 de cada mediana. C/ave: Re- 
banen el triangulo en pequeños pedazos paralelos a una base. Noten que la mediana 
bisecta cada pedazo y, por lo tanto, el centro de masa debe estar en esta linea. 


Fig. 19-2. Un triángulo rectángulo y un 
cono circular generado por rotación del 
triángulo. 


Tratemos ahora una figura más complicada. Supongamos que se desea encon- 
trar la posición del centro de masa de un disco semicircular uniforme —un disco 
partido por la mitad—. ¿Dónde está el centro de masa? Para un disco completo está 
en el centro, por supuesto, pero para medio disco es más dificil. Sea r el radio y x 
la distancia del centro de masa desde el borde recto del disco. Gírenlo alrededor 
de este borde como un eje para generar una esfera. Entonces el centro de.masa ha 
girado en 27x; el área es r?/2 (porque es sólo la mitad de un circulo). El volumen 
generado es, por supuesto, 4,11?/3 de donde encontramos 


(2r (irr?) = 4rr? 3, 
x = 4r/3r. 


Hay otro teorema de Pappus que es un caso especial del anterior y, por lo tanto, 
igualmente válido. Supongamos que, en vez de un disco sólido semicircular, tenga- 
mos un pedazo de alambre semicircular con densidad de masa uniforme a lo largo 
del alambre, y queremos encontrar su centro de masa. En este caso no hay masa 
en el interior, solamente en el alambre. Entonces resulta que el área barrida por una 
curva plana, cuando se mueve como antes, es la distancia que el centro de masa 
se mueve por el largo de la linea. (La linea se puede considerar como un área muy 
angosta y el teorema anterior se le puede aplicar.) 


19-3 Cómo obtener el momento de inercia 


Discutamos ahora el problema de encontrar los momentos de inercia de varios ob- 
jetos. La formula para el momento de inercia alrededor del eje z de un objeto es 


1 = Y máxi + yi) 
I= fæ + y?) dm = fe + yp dv. (19.4) 
O sea, debemos sumar las masas cada una multiplicada por el cuadrado de su dis- 


tancia 
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(«¿+y?) al eje. Noten que no es la distancia tridimensional, sólo la distancia bidimensio- 
nal al cuadrado aun para un objeto tridimensional. En la mayor parte nos vamos a res- 
tringir a objetos bidimensionales, pero la fórmula para la rotación alrededor del eje z 
es la misma en tres dimensiones. 


E 
y 


Fi 
j 
r 
| 
i 
y 


Fig. 19-3. Una barra recta de largo L 
x——l hdr rotando con respecto a un eje que pasa por 
un extremo. 


Como un ejemplo simple, consideren una barra que rota alrededor de un eje 
perpendicular a uno de sus extremos (Fig. 19-3). Ahora debemos sumar todas las 
masas multiplicadas por las distancias x al cuadrado (siendo todas las y cero en 
este caso). Por supuesto lo que entendemos por “suma” es la integral de x? por los 
pequeños elementos de masa. Si dividimos la barra en pequeños elementos de largo 
dx, los elementos de masas correspondientes son proporcionales a dx, y si dx fuera 
el largo de toda la barra, la masa seria M. Por lo tanto 


dm = Mdx/L 
y asi 


= = 19. 
L L Jo 3 daa) 
Las dimensiones del momento de inercia son siempre masa por distancia al cuadra- 
do, asi que todo lo que tuvimos que encontrar fue el factor 1/3. 

Ahora bien ¿cuánto vale 7 si el eje de rotación está en el centro de la barra? 
Podríamos simplemente realizar la integral de nuevo haciendo variar x de 3L a 
+ 1L. Pero notemos algunas cosas acerca del momento de inercia. Podemos imagi- 
nar la barra como dos barras cada una de masa M/2 y largo L/2; los momentos 
de inercia de las dos barras pequeñas son iguales y ambos están dados por la 
fórmula (19-5). Luego el momento de inercia es 


_AM/PNEJ2Y? _ ML? 
3 12 


I (19.6) 


Por lo tanto es más fácil girar una barra alrededor de su centro que balancearla 
alrededor de un extremo 

Podríamos, por supuesto, proseguir calculando los momentos de inercia de va- 
rios otros cuerpos de interés. Sin embargo, aunque estos cálculos proporcionan una 
cierta cantidad importante de ejercicios en el cálculo integral, no son básicamente 
de interés como tales para nosotros. Sin embargo, hay un teorema que es muy útil. 
Supongan que tenemos un objeto y queremos encontrar su momento de inercia con res- 
pecto a algún eje. Eso significa que queremos la inercia necesaria para ponerlo 
en rotación alrededor de ese eje. Si sujetamos el objeto en pivotes en el centro de 
masa de manera que el objeto no gire a medida que rota alrededor del eje (porque 
no hay torque en él debido a efectos inerciales y por lo tanto no va a girar cuando 
lo empezamos a mover), entonces las fuerzas necesarias para rotarlo son las mismas 
que si la masa estuviera concentrada en el centro de masa y el momento de inercia 
sería simplemente /, = MR? cm, donde Rey es la distancia desde el eje al centro de 
masa. Pero, 
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por supuesto, ésa no es la fórmula correcta para el momento de inercia de un 
objeto que realmente está rotando a medida que da vuelta, porque no solamente 
está el centro de masa moviéndose en un circulo que contribuirá una canti- 
dad 7, al momento de inercia, sino que también tenemos que girarlo respecto a su 
centro de masa. Así que no es irracional que debamos sumar a 7, el momento de 
inercia 7, alrededor del centro de masa. Asi que es una buena suposición que el 
momento de inercia total alrededor de cualquier eje será 


I = Ie + MRén. (19.7) 


Este teorema se llama teorema de los ejes paralelos y se puede demostrar facil- 
mente. El momento de inercia respecto a cualquier eje es la suma de la masa por la 
suma de las x; y las y; cada una al cuadrado: 7 = S (12 +y)m, Vamos a con- 
centrarnos sobre las x; pero, por supuesto, las y funcionan igual. Ahora x es la dis- 
tancia de una cierta masa puntual desde el origen, pero veamos cómo aparecería si 
midiéramos x’ desde el CM en vez de x desde el origen. Para estar listos para este 
analisis escribimos 


xi = xX; + Xom. 


Entonces simplemente elevamos al cuadrado 
2 2 
x? = x? + 2Xcmxi + Xóm. 


Asi, ¿qué sucede cuando se multiplica esto por m; y se suma para todo i? Sacando 
las constantes afuera del signo de suma obtenemos 


L = DT mx? + 2 Xem y mix; + Xin D Mi. 


La tercera suma es fácil; es simplemente MX’ cm. En la segunda suma hay dos par- 
tes, una de ellas es S mx que es la masa total por la coordenada x’ del centro de 
masa. Pero esto no contribuye nada porque x' está medida desde el centro de 
masa y en estos ejes la posición promedio de todas las particulas ponderadas por 
las masas es cero. La primera suma es, por supuesto, la parte x de J, Asi llegamos 
a la ecuación (19.7) como habiamos adivinado. 


Verifiquemos (19.7) como un ejemplo. Veamos si resulta para la barra. Para un 
eje que pasa por un extremo el momento de inercia debe ser mL?/3 porque asi lo 
calculamos. El centro de masa de una barra está, por supuesto, en el centro de la 
barra a una distancia L/2. Por lo tanto deberiamos encontrar que ML?/3 = ML?/ 
12 + M(L/2). Ya que un cuarto más un doceavo es un tercio, no hemos cometido 
ningún error fundamental. 


Entre paréntesis, en realidad no necesitábamos usar una integral para encontrar 
el momento de inercia (19.5). Si sencillamente suponemos que es ML? por y, un co- 
eficiente desconocido, y luego usamos el argumento acerca de las dos mitades para 
obtener jp, para (19.6), entonces con nuestro razonamiento acerca de la transfe- 
rencia de ejes podriamos probar que y = ]p + j, de manera que y debe ser 1/3. 
¡Siempre habrá alguna otra manera de hacerlo! 

Al aplicar el teorema de los ejes paralelos es por cierto importante recordar que 


el eje para l, debe ser paralelo al eje con respecto al cual se quiere el momento de 
inercia. 
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Vale la pena mencionar otra propiedad del momento de inercia porque a menudo 
es útil para encontrar el momento de inercia de cierto tipo de objetos. Esta propie- 
dad consiste en que si uno tiene una figura plana y un conjunto de ejes coordenados 
con origen en el plano y el eje z perpendicular al plano, entonces el momento de 
inercia de esta figura con respecto al eje z es igual a la suma de los momentos de 
inercia con respecto a los ejes x e y. Esto se demuestra fácilmente notando que 


L= J mo? + z) = Dm 


(ya que z; = 0). Análogamente 


L=} mo? + z4) = Dima, 


mai + Y moyi 
= L +l, 


Como un ejemplo, el momento de inercia de una placa rectangular uniforme 
de masa M, ancho w y largo L con respecto a un eje perpendicular a la lámina y 
que pasa por su centro es simplernente 


I = M(w + L3)/12, 


porque su momento de inercia con respecto a un eje en su plano y paralelo a su 
largo es Mw?/12, es decir, precisamente como para una barra de largo w y el mo- 
mento de inercia con respecto al otro eje en su plano es ML?/12 precisamente como 
para una barra de largo L. 

Para resumir el momento de inercia de un objeto con respecto a un eje dado 
y que llamaremos eje z tiene las siguientes propiedades: 


pero 


ll 


l= Y máxi + yo) 


(1) El momento de inercia es 


L= J mo? +y) = [0 + y) dm. 


i 


(2) Si un objeto está hecho de un cierto número de partes, cuyos momentos 
de inercia son conocidos, el momento de inercia total es la suma de los 
momentos de inercia de las partes. 


(3) El momento de inercia con respecto a cualquier eje dado es igual al momen- 
to de inercia con respecto a un eje paralelo a través del CM más la masa 
total por el cuadrado de la distancia del eje al CM. 


(4) Si el objeto es una figura plana, el momento de inercia con respecto a un 
eje perpendicular al plano es igual a la suma de los momentos de inercia 
con respecto a dos ejes perpendiculares entre si que están en el plano y se 
cortan en el eje perpendicular. 


Los momentos de inercia de unas cuantas formas elementales con densidad de 
masa uniforme se dan en la tabla 19-1, y los momentos de inercia de algunos otros 


objetos que pueden deducirse de la tabla 19-1, usando las propiedades anteriores, 
están dados en la tabla 19-2. 
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Tabla 19-1 


Barra delgada, largo L ` Lala barra en el centro ML?/12 


Anillo circular delgado, al anillo en el centro M(r? + r2)/2 
radios, F, y r, NE 
Esfera, radio r a través del centro 2Mr?/5 


Tabla 19-2 


Lámina rect., lados a, b Il b en el centro Ma*/12 

Lámina rect., lados a, b La la lámina en el M(a? + 53/12 
centro , 

Anillo delgado, radios r,, r, cualquier diámetro Mi + r2)/4 


Paralelepipedo rect., lados Il c. a través del centro | M(a? + b?)/12 
a, b,c 

Cilindro circular recto Il L, por el centro Mr?/2 
radio r, largo L 

Cilindro circular recto, L por el centro M(?/4 + L?/12) 
radio r, largo L 


19-4 Energía cinética de rotación 


Prosigamos ahora discutiendo la dinámica. En la analogia entre movimiento 
lineal y movimiento angular que dicutimos en el capitulo 18 usamos el teorema del 
trabajo, pero no hablamos de energia cinética. ¿Cuál es la energia cinética de un 
cuerpo rígido que rota alrededor de un cierto eje con velocidad angular «a»? No po- 
demos adivinar inmediatamente la respuesta correcta usando nuestras analogias. El 
momento de inercia corresponde a la masa, la velocidad angular corresponde a la 
velocidad, asi que la energía cinética deberia ser jla»?, y realmente lo es, como se va 
a demostrar ahora. Supongan que el objeto está rotando alrededor de cierto eje de 
manera que cada punto tiene una velocidad cuyo módulo es wri, donde r; es el radio 
desde el punto en particular al eje. Entonces si mi es la masa de ese punto, la energia 
cinética total del todo es simplemente la suma de las energías cinéticas de todos 
los pequeños pedazos: 


2 2 
T=¿ ER mwi = DD m;riw). 


Ahora bien, œ? es una constante, la misma para todos los puntos. Así 


T= lw L mir? = yow’. (19.8) 
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Al final del capitulo 18 indicamos que existen algunos fenómenos interesantes 
asociados con un objeto que no es rígido, pero que cambia de una configuración 
rigida con un momento de inercia definido a otra configuración rigida. A saber, en 
nuestro ejemplo de la mesa giratoria, teniamos un cierto momento de inercia f,, con 
nuestros brazos extendidos y una cierta velocidad angular «w»,. Cuando acercamos 
los brazos, teníamos un momento de inercia J, y una velocidad angular diferente 
w, pero de nuevo estábamos “rígidos”. El momentum angular se mantenía cons- 
tante, ya que no habia torque con respecto al eje vertical de la mesa giratoria. Esto 
significa que Jw, = f,w,. ¿Y qué pasa con la energia? Esta es una pregunta inte- 
resante. Con nuestros brazos recogidos giramos más rápido, pero nuestro momento 
de inercia es menor y parece como si las energias pudieran ser iguales. Pero no lo 
son, porque lo que se contrapesa es Jw y no Iw’. Asi, si comparamos la energia 
cinética antes y después, la energía cinética antes es w} = Lw, donde L = 
Iw, = lw, es el momentum angular. Después, mediante el mismo razonamiento, 
tenemos T = ¿Lw), y como w,>w,, la energia cinética de rotación es mayor de lo 
que era antes. De manera que teniamos una cierta energia cuando nuestros brazos 
estaban extendidos y cuando los recogiamos estábamos girando más rápido y tenia- 
mos mas energía cinética. ¿Qué pasó con el teorema de conservación de la energia? 
Alguien debe haber realizado un trabajo. ¡Nosotros realizamos trabajo! ¿Cuándo 
realizamos ese trabajo? Cuando movemos un peso horizontalmente, no realizamos 
ningún trabajo. Si sujetamos algo y lo acercamos no realizamos trabajo. ¡Pero eso 
es cuando no estamos rotando! Cuando estamos rotando hay una fuerza centrifuga 
en los pesos. Están tratando de alejarse, de manera que cuando estamos girando 
tenemos que atraer los pesos en contra de la fuerza centrifuga. De manera que el 
trabajo que realizamos en contra de la fuerza centrifuga deberia estar de acuerdo con 
la diferencia en la energía de rotación y por supuesto lo está. De ahi viene la energia 
cinética adicional. 


Hay todavia otro aspecto interesante que podemos tratar sólo descriptivamente 
como una cosa de interés general. Este aspecto es un poco más avanzado, pero vale 
la pena indicarlo porque es bastante curioso y produce efectos interesantes. 

Consideren el experimento de la mesa rotatoria de nuevo. Consideren el cuerpo 
y los brazos separadamente, desde el punto de vista del hombre que está rotando. 
Después que los pesos se han acercado, todo el objeto está rotando más rápidamen- 
te; pero, observen, la parte central del cuerpo no ha cambiado; sin embargo, está 
rotando más rápido después del suceso que antes. De manera que si dibujamos un 
circulo alrededor del cuerpo interno y consideramos objetos dentro del circulo sola- 
mente su momentum angular va a cambiar; ellos van más rápido. Por lo tanto debe 
existir un torque ejercido sobre el cuerpo mientras encogemos nuestros brazos. Nin- 
gún torque puede ser ejercido por la fuerza centrifuga, porque es radial. Esto signi- 
fica que entre las fuerzas que se desarrollan en un sistema en rotación, la fuerza 
centrifuga no es toda la historia, existe otra fuerza. Esta otra fuerza se llama 
Juerza de Coriolis y tiene la propiedad muy extraña de que cuando movemos algo 
en un sistema en rotación, parece que lo empujaran hacia el lado. Al igual que la 
fuerza centrifuga es una fuerza aparente. Pero si vivimos en un sistema que está 
rotando y movemos algo radialmente, encontramos que también debemos empujarlo 
hacia el lado para moverlo radialmente. Este empuje hacia el lado que tenemos que 
ejercer es lo que giró nuestro cuerpo. 


Desarrollemos una fórmula para mostrar cómo funciona realmente la fuerza 
de Coriolis. Supongan que Pedro está sentado sobre un carrusel que a él le parece 
en reposo. Pero desde el 
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punto de vista de Juan, que está parado en el suelo y que conoce las leyes correctas 
de la mecánica, el carrusel está dando vueltas. Supongan que hemos dibujado una 
línea radial en el carrusel y que Pedro está moviendo una masa radialmente a lo 
largo de esta línea. Desearíamos demostrar que se necesita una fuerza hacia el lado 
para hacerlo. Podemos hacerlo observando el momentum angular de la masa. Ella 
está siempre dando vueltas con la misma velocidad angular que w, de manera que 
el momentum angular es 


L = Mig = mwr’ r = mur?. 


Asi cuando la masa está cerca del centro, tiene un momentum angular relativamente 
pequeño, pero si nos movemos a una posición más lejana, si aumentamos r, m tiene 
mayor momentum angular de manera que se debe ejercer un torque para moverlo 
a lo largo del radio. (Para caminar a lo largo de un radio en un carrusel uno tiene que 
inclinarse y empujar hacia el lado. Inténtenlo alguna vez.) El torque que se necesita 
es la rapidez de variación de L en el tiempo a medida que m se mueve a lo largo del 
radio. Si m se mueve solamente a lo largo del radio, omega se mantiene constante 
de manera que el torque es 


donde F, es la fuerza de Coriolis. Lo que realmente deseamos saber es qué fuerza 


hacia el lado debe ejercer Pedro para que mueva m con una velocidad v, = dr/ dt. 
Es F, = t/r = 2mwv,. 


i 3 


2 2 2 Fig. 19-4. Tres vistas sucesivas de un 
punto que se mueve radialmente en una 
3 ] mesa giratoria que está rotando. 


Ahora que tenemos una fórmula para la fuerza de Coriolis, examinemos esta si- 
tuación con un poco más de cuidado, para ver si podemos entender el origen de 
esta fuerza desde un punto de vista más elemental. Observemos que la fuerza de 
Coriolis es la misma para cualquier radio ¡y está presente aún en el origen! Pero 
es especialmente fácil de entender en el origen simplemente mirando qué sucede 
desde el sistema inercial de Juan que está parado en el suelo. La figura 19-4 muestra 
tres vistas sucesivas de m justo cuando pasa por el origen para.f = 0. Debido a la 
rotación del carrusel vemos que m no se mueve en línea recta, sino que en una tra- 
yectoria curva tangente a un diámetro del carrusel donde r = 0. Para que m se mue- 
va en una curva debe existir una fuerza que la acelere en el espacio absoluto. Esta 
es la fuerza de Coriolis. 


Este no es el único caso en el cual la fuerza de Coriolis aparece. También po- 
demos demostrar que si un objeto se mueve con velocidad constante en una circun- 
ferencia, también hay una fuerza de Coriolis. ¿Por qué? Pedro ve una velocidad v,y alre- 
dor de un circulo. Por otra parte Juan ve a m moviéndose alrededor de un circulo 
con velocidad v; = Yy+«wr, porque m también es arrastrada por el carrusel. Por 
lo tanto, sabemos lo que la fuerza es realmente, es decir, la fuerza centrifuga total 
debida a la velocidad v, o sea mvjr; ésa es la fuerza real. Desde el punto de vista 
de Pedro, esta fuerza 
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centripeta consta de tres partes. Podemos escribirla como sigue: 


2 2 
mv mv 2 
Piane == = — 2myo — mar. 


Ahora bien, F, es la fuerza que vería Pedro. Tratemos de entenderlo. ¿Podría Pedro 
percibir el primer término? “Si”, diría él, “aunque yo no estuviera rotando, habria 
una fuerza centripeta si yo tuviera que correr alrededor del circulo con velocidad 
vu”. Esta es simplemente la fuerza centripeta que Pedro esperaria, que no tiene nada 
que ver con la rotación. Además, Pedro está perfectamente consciente de que hay 
otra fuerza centripeta que actuaría aun en objetos que están quietos en su carrusel. 
Este es el tercer término. Pero hay además de éstos otro término, o sea, el segundo 
término que es de nuevo 2mwv. La fuerza de Coriolis Fe era tangencial cuando la 
velocidad era radial y ahora es radial cuando la velocidad es tangencial. De hecho 
una expresión tiene un signo negativo respecto a la otra. La fuerza está siempre en 
la misma dirección con respecto a la velocidad, cualquiera sea la dirección en que 
está la velocidad. La fuerza forma un ángulo recto con la velocidad y es de módulo 
2mwv. 
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20-1 Torques en tres dimensiones 


En este capitulo vamos a discutir una de las consecuencias más notables y di- 
vertidas de la mecánica, el comportamiento de una rueda en rotación. Para hacer 
esto debemos ampliar la formulacıón matemática del movimiento rotatorio, los prin- 
cipios del momentum angular, el torque, etc., a un espacio tridimensional. No vamos 
a usar estas ecuaciones en toda su generalidad ni estudiar todas sus consecuencias 
porque esto tomaría muchos años y pronto debemos abocarnos a otros temas. En 
un curso introductorio podemos presentar sólo las leyes fundamentales y aplicarlas a 
unas pocas situaciones de interés especial. 

Primero, notemos que si tenemos una rotación en tres dimensiones, ya sea de un 
cuerpo rígido o de cualquier otro sistema, lo que dedujimos para dos dimensiones 
todavía es válido. Es decir, todavía es cierto que xF,—yF, es el torque “en el plano 
xy” o el torque en “torno al eje z”. También resulta que este torque es todavia 
igual a la rapidez de variación de xp,— YD, porque si volvemos a la deducción de la 
ecuación (18.15) a partir de las leyes de Newton, vemos que no hemos tenido que 
suponer que el movimiento era en el plano; cuando derivamos xp,— YP,, Obtenemos 
xF,-—yF,, de manera que este teorema todavia es válido. Entonces, a la cantidad 
xp, — yp, la llamamos momentum angular correspondiente al plano xy, o momentum 
angular respecto al eje z. Asegurado esto, podemos usar cualquier otro par de ejes 
y Obtener otra ecuación, Por ejemplo, podemos usar el plano yz y está claro, por 
simetría, que si simplemente sustituimos y por x y z por y encontraríamos yF,—zF, 
para el torque y yp,— zp, seria el momentum angular asociado con el plano yz. Por 
supuesto que podemos tener otro plano, el zx, y para éste encontraríamos zF,— xF, = 


= d/dt (2p,—xp.). 


Que estas tres ecuaciones puedan ser deducidas para el movimiento de una par- 
ticula es bastante claro. Además si sumáramos cosas como los xp, yp, para muchas 
particulas y las llamáramos momentum angular total, tendriamos tres tipos para los 
tres planos xy, yz y zx; y si hiciéramos lo mismo con las fuerzas, 
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hablariamos del torque en los planos xy, yz y zx también. Asi tendriamos leyes tales 
que el torque externo asociado con cualquier plano es igual a la rapidez de ecc 
del momentum angular asociado con ese plano. Esto es precisamente una generali- 


zación de lo que escribimos en dos dimensiones. 


Pero alguien puede decir ahora: “Ah, pero hay mas planos; después de todo, ¿no 
podemos acaso tomar otro plano en un cierto ángulo y calcular el torque en ese 
plano de las fuerzas? Ya que tendríamos que escribir otro conjunto de ecuaciones para 
cada uno de estos planos ¡tendriamos muchas ecuaciones! ”. Resulta sumamente intere- 
sante que si formáramos la combinación x’Fy — y”F- para otro plano, midiendo x’, F», 
etcetera, en ese plano, el resultado puede escribirse como una cierta combinación de las 
tres expresiones para los planos xy, yz y zx. No hay nada nuevo en ello. En otras pala- 
bras, si sabemos cuáles son los tres torques en los planos xy, yz y zx, el torque en 
cualquier otro plano y correspondientemente el momentum angular también se puede 
escribir como una combinación de éstos: 6 por 100 de uno y 92 por 100 de otro, 
etcétera. Ahora vamos a analizar esta propiedad. 


Supongan que en los ejes xyz, Juan ha calculado todos sus torques y sus mo- 
menta angulares en sus planos. Pero Pedro tiene ejes x, y, z' en alguna otra 
dirección. Para hacerlo más sencillo, vamos a suponer que sólo los ejes x e y han 
sido rotados. Las x e y de Pedro son nuevas pero su z' es la misma. Esto es, tiene 
nuevos planos para, digamos, yz y zx. Por lo tanto, tiene nuevos torques y momenta 
angulares para calcular. Por ejemplo, su torque en el plano xy seria igual a 
xXFy—y Fy, etc. Lo que ahora tenemos que hacer es encontrar la relación entre los 
nuevos torques y los antiguos, para que podamos hacer una conexión entre un con- 
junto de ejes y el otro. Alguien podría decir: “Eso parece igual que lo que hicimos 
con vectores.” Efectivamente eso es exactamente lo que estamos intentando hacer. 
Entonces él puede decir: “Bueno. ¿no es el torque simplemente un vector?” Resulta 
ser un vector. pero no lo sabemos de inmediato sin hacer un análisis. Asi que en 
las etapas siguientes vamos a hacer el analisis. No vamos a discutir cada etapa en 
detalle porque sólo queremos ilustrar cómo funciona. Los torques calculados por 
Juan son 


(20.1) 


las ] 
E 
li 
== 
AE 
| 
A 
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Nos apartamos del tema en este punto para hacer notar que en casos como éste 
uno puede equivocarse de signo para alguna cantidad si las coordenadas no se ma- 
nejan en forma correcta. ¿Por qué no escribir t, = zF,- zF.? El problema surge 
del hecho de que el sistema de coordenadas puede ser “derecho” o “izquierdo”. 
Habiendo elegido (arbitrariamente) un signo para T,, digamos entonces la expre- 
sion para las otras dos cantidades se puede encontrar siempre intercambiando las 
letras xyz en cualquiera de los dos Ordenes 


(0) Y 


D a 


IZ — y 
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Pedro calcula ahora los torques en su sistema: 


Try = xFy m y Ev, 
E E (20.2) 


Tui = PFa maT 


Supongamos ahora que un sistema de coordenadas se rota en un ángulo fijo 0 de 
tal manera que los ejes z y z” sean los mismos. (Este ángulo 0 no tiene nada que ver 
con objetos en rotación o con lo que pasa dentro del sistema de coordenadas. Es 
simplemente la relación entre los ejes usados por un hombre y los ejes usados por 
el otro y se supone que es constante.) Luego las coordenadas de los dos sistemas 
están relacionadas mediante 

x’ = xc0s9 + ysen0, 


' = ycos O — xsen ð, (20.3) 


l 


2 
De la misma manera, como la fuerza es un vector, se transforma en el nuevo sistema 
igual que x, y, y z, ya que una cosa es un vector si y sólo si las diversas compo- 
nentes se transforman de la misma manera que x, y y z: 


Fy = F cos + F,sen 0, 
Fp = F,qos 9 — F, sen 9, (20.4) 
Fx = F: 


Ahora podemos averiguar cómo se transforma el torque simplemente sustituyen- 
-do en la (20.2) x”, y y z' por las expresiones (20.3) y KR, , Fy, Fy, por las dadas por 
(20.4). De manera que tenemos una fila bastante larga de términos para tyy y (bas- 
tante sorprendente en un principio) resulta que sale xF,-yF,, que reconocemos 
como el torque en el plano xy: 


li 


, = (xcos0 + ysenð)(F, cos 9 — F, sen 0) 

—(y cos 6 — x sen 9 MF, cos 0 + F, sen 9) 

= xF,(cos? 9 + sen? 0) — yF.(sen? 0 -+ cos? 0) 
+xF,(—sen 8 cos 0 + sen 8 cos 0) 
+ yF (sen 6 cos 0 — sen 8 cos 8) 


= xFy — yF: = Tiy (20.5) 


Tr'y 


El resultado es claro, porque si sólo giramos nuestros ejes en el plano, la torsión 
alrededor de z en ese plano no es diferente de lo que era antes, ¡porque es el mismo 
plano! Lo que va a ser más interesante es la expresión para 7 ,, porque este plano 
es nuevo. Ahora hacemos exactamente lo mismo con el plano yz” y resulta: 
Tyz = (cosl — x sen 0)F, 
—z(F, cos 0 — F, sen 0) 
= (yF, — zF,)c0s 0 + (zF; — xF,) sen 0 
Tyz COS O + T¿z Sen O. (0.6) 


i! 
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Finalmente lo hacemos para z'x': 


To, = 2(F,¿cos 0 + F, sen 0) 

—(xcos 8 + y sen 0)F, 

(zF; — xF,)cos 9 — (yF, — zF) sen 0 

T¿z COS 0 — Ty, sen 0. (20.7) 


Il 


li 


Queríamos obtener una regla para encontrar los torques en nuevos ejes en función 
de los torques en los ejes antiguos y ahora tenemos la regla. ¿Cómo podremos 
recordar siempre esta regla? Si examinamos cuidadosamente (20.5), (20.6) y (20.7) 
vemos que hay una intima relación entre estas ecuaciones y las ecuaciones para 

, y y z. Si de alguna manera pudiéramos llamar 7 „ la componente z de algo, 
enel la componente z de 7, entonces va a estar bien, entenderiamos (20.5) 
como una transformación de vectores ya que la componente z no variaria, como 
debe ser. De la misma manera, si asociamos con el plano yz la componente x de 
nuestro vector recientemente inventado y con el plano zx la componente y, estas 
expresiones de transformación se leerian 


T» = Tz, 
Ty” = Tz COS O + Tysen 9, (20.8) 
Ty = Ty COS 9 — Tsen 9, 


¡que es precisamente la regla para los vectores! 

Por lo tanto, hemos demostrado que podemos identificar la combinación 
xF,-yF, con lo que llamamos comúnmente la componente z de un cierto vector 
inventado artificialmente. Aunque el torque es una torsión en el plano y no tiene 
a priori carácter de vector, matemáticamente se comporta como vector. Este vector 
es perpendicular al plano de la torsión y su largo es proporcional a la intensidad de 
la torsión. Las tres componentes de una cantidad tal se transformarán como un vec- 
tor real. 

Asi que representamos torques por vectores; con cada plano en el cual se supo- 
ne que el torque está actuando, asociamos una linea en ángulo recto, como regla. 
Pero “en angulo recto” deja el signo sin especificar. Para obtener el signo correcto 
debemos adoptar una regla tal que nos diga que si el torque fuera en un cierto senti- 
do en el plano xy, el eje que queremos asociar con cl tenga la dirección z “hacia 
arriba”. O sea, alguien tiene que definir “derecha” e “izquierda” para nosotros. 
Suponiendo que el sistema de coordenadas es x, y, z en un sistema derecho, enton- 
ces la regla va a ser la siguiente: si pensamos en la torsión como si estuviéramos 
girando un tornillo con filete derecho, la dirección del vector que vamos a asociar 
con esa torsión es la dirección en que avanzaría el tornillo. 


, ¿Por qué es el torque un vector? Es un milagro de buena suerte que podamos 
asociar un solo eje con un plano y que, por lo tanto, podamos asociar un vector 
con un torque; es una propiedad especial del espacio tridimensional. En dos dimen- 
siones el torque es un escalar común y no necesita tener una dirección asociada 
a él. En tres dimensiones es un vector. Si tuviéramos cuatro dimensiones, tendría- 
mos grandes dificultades porque (si tuviéramos el tiempo, por ejemplo, como cuarta 
dimensión) no solamente tendriamos plano xy, yz y zx, también tendriamos planos 
Ix, LY, y 1z. 
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Habria seis planos y uno no puede representar seis cantidades como un vector en 
cuatro dimensiones. 


Vamos a estar viviendo en tres dimensiones por mucho tiempo; asi que está bien 
notar que el tratamiento matemático anterior no dependió del hecho que x era 
posición y F fuerza; dependió sólo de las leyes de transformación para vectores. 
Por lo tanto, si en vez de x usáramos la componente x de algún otro vector, no 
habría ninguna diferencia. En otras palabras, si fuéramos a calcular PR abx 
donde a y b son vectores y lo llamáramos componente z de una nueva cantidad c, 
entonces estas nuevas cantidades forman un vector e. Necesitamos una notación 
matemática para la relación entre el nuevo vector, con sus tres componentes, y los 
vectores a y b. La notación que ha sido diseñada para esto es e = a x b. Tendre- 
mos entonces, además del producto escalar común en la teoría del cálculo vectorial, 
un nuevo tipo de producto, llamado producto vectorial. Asi, si e = a x b, esto es lo 
mismo que escribir 


Cc; = ayb: — aby, 


Cy = azb; — azbz, (20.9) 


Cz = Azby — aybz. 


Si invertimos el orden de a y b, llamando b a a, y a a b, tendremos el signo c 
cambiado porque c, sería b,a; -b ,4,. Por lo tanto, el producto vectorial no es como 
la multiplicación ordinaria, donde ab = ba; para el producto vectorial b x a = —a x 
x b. De esto, podemos demostrar inmediatamente que si a = b, el producto vecto- 
rial es cero. Luego a x a = 0. 


El producto vectorial es muy importante para representar los aspectos de la 
rotación y es importante que entendamos la relación geométrica de los tres vectores 
a, b y c. Por supuesto, que la relación entre las componentes está dada por la 
ecuación (20.9) y de ahí uno puede determinar cuál es la relación geométrica. La 
respuesta es, primero, que el vector e es perpendicular tanto a a como a b. (Traten 
de calcular c-a y vean si no se les reduce a cero.) Segundo, el módulo de e resulta 
ser el módulo de a por el módulo de b por el seno del ángulo entre ellos. ¿En qué 
sentido apunta e? Imaginen que giremos a hasta b en un ángulo menor que 180°; 
un tornillo con filete derecho girando de esta manera avanzará en el sentido de e. 
El hecho que digamos un tornillo “derecho” en vez de un tornillo “izquierdo” es 
una convención y debe recordarse siempre que si a y b son vectores “honestos” en 
el sentido ordinario, el nuevo tipo de “vector” que hemos creado haciendo a x b 
es artificial o de carácter ligeramente diferente de a y b, pues fue formado mediante 
una regla especial. Si a y b se llaman vectores ordinarios, tenemos un nombre es- 
pecial para ellos, los llamamos vectores polares. Ejemplos de tales vectores son la 
coordenada r, la fuerza F, el momentum P, la velocidad v, el campo eléctrico E, 
etcétera; éstos son vectores polares ordinarios. Los vectores que incluyen un produc- 
to vectorial en su definición se llaman vectores axiales o seudovectores. Ejemplo 
de seudovectores son, por supuesto, el torque T y el momentum angular L. Resulta 
que la velocidad angular w es un pseudovector como lo es el campo magnético B. 
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Para completar las propiedades matemáticas de los vectores, debemos saber 
todas las reglas para su multiplicación, usando productos escalar y vectorial. Por 
ahora, vamos a necesitar muy poco de esto en nuestras aplicaciones, pero para que 
quede completo vamos a escribir todas las reglas de la multiplicación de vectores 
para que podamos usar los resultados más tarde. Estos son: 


(a) aX(b+0co=axb+axXc, 


(b) (aa) X b = a(a X b), 

(c) a: (b X c) = (a Xb)-c, (20.10) 
(d) ax (bx c¢c)= b(a:c) — c(a: b), 

(e) aXa=0, 


(£) a: (a X b) = 0. 


20-2 Las ecuaciones de rotación usando productos vectoriales 


Preguntémonos ahora si hay alguna ecuación en la fisica que pueda ser escrita 
usando el producto vectorial. La respuesta es, por cierto, que hay una gran cantidad 
de ecuaciones que se pueden escribir asi. Por ejemplo, vemos inmediatamente que el 
torque es igual al producto vectorial de la posición por la fuerza: 


r=r xF. (20.11) 


Este es un resumen vectorial de las tres ecuaciones t, = yF, — zF,, etc. Por la misma 
razón el vector momentum angular, si hay una sola particula presente, es la distan- 
cia desde el origen multiplicada por el vector momentum: 


L=rXp. (20.12) 


Para una rotación en un espacio tridimensional, la ley dinámica análoga a la ley 


F = dp/dt de Newton, es que el vector torque es la derivada respecto al tiempo 
del vector momentum angular: 


r = dL/d:. (20.13) 


Si sumamos (20.13) para muchas particulas, el torque externo en un sistema es la 
derivada del momentum angular total respecto al tiempo: 


Toxt > dLiot/dt. (20.14) 


Otro teorema: si el torque total externo es cero, el vector momentum angular 
total del sistema es una constante. Esto se liama la ley de conservación del momen- 
tum angular. Si no existe torque en un sistema dado, su momentum angular no 
puede cambiar. 


¿Qué pasa con la velocidad angular? ¿Es un vector? Ya hemos discutido la rota- 
ción de un objeto sólido alrededor de un eje fijo, pero por el momento supongan que 
lo estamos girando simultáneamente con respecto a dos ejes. Podria estar girando 


dentro de una caja mientras la caja está girando con respecto a algún otro eje. ¡El 
resultado neto de 
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estos movimientos combinados es que el objeto simplemente gira con respecto a 
algún eje nuevo! Lo maravilloso de este nuevo eje es que se puede imaginar de 
la siguiente manera. Si escribimos la velocidad de rotación en el plano xy como 
un vector en la dirección z cuyo largo es igual a la velocidad de rotación en el 
plano, y si otro vector se dibuja en la dirección y digamos. que es la velocidad 
de rotación en el plano zx, entonces, si los sumamos vectorialmente mediante la 
regla del paralelogramo, el módulo del resultado nos dice con qué velocidad está gi- 
rando el objeto y la dirección nos dice en qué plano. Es decir, simplemente, la velo- 
cidad angular es un vector del cual obtenemos las magnitudes de las rotaciones en 
tres planos como proyecciones en ángulo recto sobre estos planos*. 

Como una aplicación simple del uso del vector velocidad angular podemos 
calcular la potencia gastada por el torque que actúa sobre un cuerpo rigido. La po- 
tencia es, por cierto, la variación del trabajo con relación al tiempo; en tres dimen- 
siones, la potencia resulta ser P = T + w. 


Todas las fórmulas que escribimos para una rotación plana pueden ser generali- 
zadas a tres dimensiones. Por ejemplo, si un cuerpo rigido está girando con respecto 
a un cierto eje con velocidad angular «w, nos podemos preguntar, “¿Cual es la velo- 
cidad de un punto a una cierta posición radial r?” Dejaremos como problema para 
el estudiante el demostrar que la velocidad de una particula en un cuerpo rigido está 
dada por v = w X r, donde « es la velocidad angular y r la posición. También, co- 
mo otro ejemplo de productos vectoriales, tuvimos una formula para la fuerza de Co- 
riolis, que también puede ser escrita usando productos vectoriales: F, = 2mv x w. 
Es decir, si una particula se mueve con velocidad v en un sistema de coordenadas 
que está en realidad rotando con velocidad angular «» y queremos pensar en térmi- 


nos de un sistema coordenadu en rotación, entonces debemos agregar la seudo- 
fuerza F.. 


Fig. 20-1. Antes: el eje es horizontal; 
momentum angular respecto al eje vertical = 

O. Después: el eje es vertical; momentum 
angular respecto al eje vertical es todavía 
cero; el hombre y la silla giran en dirección 
opuesta al giro de la rueda. 


Antes Después 


20-3 El giroscopio 


Volvamos ahora a la ley de conservación del momentum angular. Esta ley puede 
demostrarse con una rueda que gira rápidamente, o giroscopio, como sigue (ver fi 
gura (20-1). Si nos sentamos en una silla giratoria y sujetamos la rueda que gira con su 


* Que esto es cierto puede deducirse componiendo los desplazamientos de las par 


tículas del cuerpo durante un tiempo infinitesimal As. Esto no es evidente y se deja 
para aquellos que estén interesados en resolverlo. 
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Fig. 20-2. Un giroscopio. 


e horizontal, la rueda tiene un momentum angular con respecto al eje horizontal. 
| momentum angular con respecto a un eje vertical no puede cambiar debido al 
vote (sin fricción) de la silla, de manera que si giramos el eje de la rueda hacia la 
tical, entonces la rueda tendría momentum angular con respecto al eje vertical, 
arque ahora está girando alrededor de este eje. Pero el sistema (la rueda, nosotros 
la silla) no puede tener una componente vertical, de manera que nosotros y la silla 
zbemos girar en la dirección opuesta a la rueda en rotación, para compensarlo. 

Primero analicemos con mayor detalle lo que acabamos de describir. Lo que es 
rprendente y que debemos entender es el origen de las fuerzas que nos giran a 
osotros y a la silla a medida que giramos el eje del giroscopio hacia la vertical. La 
gura 20-2 muestra la rueda girando rápidamente en torno al eje y. Luego su velo- 
idad angular es en torno a ese eje y resúlta que su momentum angular también 
stá en esa dirección. Supongan ahora que queremos rotar la rueda alrededor del 
je x con una velocidad angular (2; ¿qué fuerzas se necesitan? Después de un corto 
empo Af, el eje ha girado a una nueva posición, inclinada en un ángulo A 6 con la 
orizontal. Ya que la mayor parte del momentum angular se debe a la rotación alre- 
edor del eje (la rotación lenta contribuye muy poco), vemos que el vector momen- 
ım angular ha cambiado. ¿Cuál es el cambio del momentum angular? El momentum 
ngular no cambia en módulo, pero cambia en dirección una cantidad A0. El mó- 
ulo del vector AL es entonces AL = L,A0, de manera que el torque, que es la 
ariación en el tiempo del momentum angular, es T = AL/A1 = L,A40/At = LQ. 
"omando en cuenta las direcciones de las diversas cantidades vemos que 


T =2X Lo. (20.15) 


or lo tanto, si Q y L, son horizontales como se muestra en la figura t es vertical, 
ara producir este torque deben aplicarse a los extremos del eje unas fuerzas 
'orizontales F y —F. ¿Cómo se aplican estas fuerzas? Con nuestras manos, mien- 
ras tratamos de rotar el eje de la rueda hacia la dirección vertical. Pero la tercera 
ey de Newton exige que fuerzas iguales y contrarias (y torques iguales y opuestos) 
ictúen en nosotros. Esto nos obliga a rotar en el sentido opuesto con respecto al 
je z vertical. 

Este resultado puede ser generalizado para un trompo que gira rápidamente. En 
l caso familiar de un trompo que gira, la gravedad que actúa en su centro de masa 
roporciona un torque con respecto al punto de contacto con el suelo (ver figura 
0-3). Este torque es en la dirección horizontal y hace que el trompo precese con su 
je moviéndose en un cono circular respecto a la vertical. Si (2 es la velocidad angu- 
ar (vertical) de precesión, encontramos de nuevo que 


t = dL/dt = Q X Lo. 
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Fig? 20-3. Un trompo girando rápida- 
mente. Noten que la dirección del vector 
torque es la dirección de la precesión. 


Asi, cuando aplicamos un torque a un trompo que está girando muy rápidamente, la 
dirección del movimiento precesional es en la dirección del torque, perpendicular a 
las fuerzas que producen el torque. 


Ahora podemos pretender que entendemos la precesión de los giroscopios y real- 
mente lo entendemos matemáticamente. Sin embargo, ésta es una cosa matemática 
que en un sentido aparece como un “milagro”. Va a suceder que a medida que nos 
adentremos en la fisica cada vez más avanzada, muchas cosas simples van a poder 
ser deducidas en forma matemática más rápidamente que lo que se las puede enten- 
der en un sentido fundamental o simple. Esta es una caracteristica extraña y a 
medida que entramos en trabajo más y más avanzado hay circunstancias en las cua- 
les la matemática va a producir resultados que nadie ha sido realmente capaz de 
entender de una manera directa. Un ejemplo es la ecuación de Dirac que aparece en 
una forma muy simple y hermosa, pero cuyas consecuencias son difíciles de enten- 
der. En nuestro caso particular, la precesión de un trompo parece algo como un 
milagro incluyendo ángulos rectos y circulos y torsiones y tornillos derechos. Lo 
que debemos tratar de hacer es entenderla de una manera más física. 


¿Cómo podemos explicar el torque en términos de las fuerzas reales y las acele- 
raciones? Notamos que cuando una rueda está precesando, las particulas que giran 
en la rueda no se están moviendo realmente en un plano porque la rueda está prece- 
sando (ver figura 20-4). Como explicambs anteriormente (Fig. 19-4), las particulas 
que están cruzando el eje de precesión se están moviendo en trayectorias curvas y 
esto requiere la aplicación de una fuerza lateral. Esta es suministrada por nuestro 
empuje en el eje, que entonces comunica la fuerza al aro a través de los rayos. “Es- 
pere”, dice alguien, “¿qué pasa con las particulas que están volviendo por el otro 
lado?” No toma mucho tiempo decidir que debe haber una fuerza en la dirección 
opuesta en ese lado. La fuerza neta que debemos aplicar es, por lo tanto, cero. Las 
fuerzas se anulan, pero una de ellas debe ser aplicada en un lado de la rueda y la otra 
debe ser aplicada en el otro lado de la rueda. Podriamos aplicar estas fuerzas direc- 
tamente, pero como la rueda es sólida está permitido hacerlo empujando en el eje ya 
que las fuerzas pueden ser llevadas hacia arriba por los rayos. 


Fig. 20-4. El movimiento de las partí- 
culas en la rueda en rotación de la figura 
20-2, cuyo eje está rotando, es en /íneas 
curvas. 
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Todo lo que hemos probado hasta ahora es que si la rueda esta precesando, pue- 
de equilibrar el torque debido a la gravedad o cualquier otro torque aplicado. Pero 
todo lo que hemos demostrado es que esto es una solución de una ecuación. Esto 
es, si el torque está dado y si logramos que la rotación empiece bien, entonces la 
rueda va a precesar suave y uniformemente. Pero no hemos probado (y no es cierto) 
que una precesión uniforme es el movimiento más general que un cuerpo en rotación 
puede tener como resultado de un torque dado. El movimiento general incluye tam- 
bién un “tambaleo” con respecto a la precesión principal. Este “tambaleo” se llama 
nutación. 

A algunas personas les agrada decir que si uno ejerce un torque en un girosco- 
pio, éste gira y precesa y que el torque produce la precesión. Es muy extraño que 
cuando uno suelta de repente un giroscopio, no cae bajo la acción de la gravedad 
¡sino que se mueve hacia el lado! ¿Por qué sucede que la fuerza de gravedad que es 
hacia abajo, que conocemos y sentimos, lo hace ir hacia un lado? Ninguna de las 
fórmulas en el mundo tales como la (20.15) nos lo van a decir, porque (20.15) es 
una ecuación especial, válida solamente después que el giroscopio esté precesando 
bellamente. Lo que realmente sucede, en detalle, es lo siguiente. Si mantuviéramos el 
eje totalmente fijo, de manera que no pueda precesar de ninguna manera (pero el 
trompo está girando) entonces no hay ningún torque actuando, ni siquiera un torque 
producido por la gravedad porque está equilibrado por nuestros dedos. Pero si lo 
soltamos de repente, instantáneamente va a haber un torque debido a la gravedad. 
Cualquier persona cuerda pensaría que el trompo va a caer, y eso es lo que empieza 
a hacer, lo que puede ser visto si el trompo no está girando muy rápido. 


p Fig. 20-5. Movimiento real del extremo 
del eje del giroscopio bajo la acción de la 
gravedad inmediatamente después de soltar 
el eje que se había mantenido fijo previa- 
mente. 


El giroscopio realmente cae, como era de esperar. Pero tan pronto como cae es- 
tá girando y para que este giro continúe se necesitaria un torque. En la ausencia de 
un torque en esta dirección, el giroscopio empieza a “caer” en la dirección opuesta 
a la de la fuerza que falta. Esto da al giroscopio una componente del movimiento 
alrededor del eje vertical, como tendria en una precesión estable. Pero el movimien- 
to real “sobrepasa” la velocidad de precesión estable y el eje realmente se levanta 
de nuevo al nivel del cual partio. La trayectoria seguida por el extremo del eje es 
una cicloide (la trayectoria seguida por un guijarro pegado en el neumático de un 
automóvil). Ordinariamente, este movimiento es muy rápido para ser seguido por el 
ojo y se amortigua rapidamente debido al roce en los rodamientos, dejando sola- 
mente el movimiento de precesión estable (Fig. 20-5). Mientras más lento gira la 
rueda, la nutación es más evidente. 
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Cuando el movimiento se estabiliza, el eje del giroscopio está un poco más bajo 
de lo que estaba al principio. ¿Por qué? (Estos son los detalles más complicados, 
pero los traemos a colación porque no queremos que el lector se forme la idea que el 
giroscopio es un milagro absoluto. Es una cosa maravillosa, pero no es un milagro.) 
Si estuviéramos sujetando el eje totalmente horizontal, y lo soltáaramos de repente, 
entonces la sencilla ecuación de precesión nos diria que precesa, que gira en un 
plano horizontal. ¡Pero eso es imposible! Aunque lo despreciamos antes, es cierto 
que la rueda tiene algún momento de inercia con respecto al eje de precesión y si 
se está moviendo alrededor de ese eje, aunque sea despacio, posee un débil momen- 
tum angular respecto al eje. ¿De dónde viene? Si los pivotes son perfectos no hay 
torque con respecto al eje vertical. ¿Cómo entonces se pone a precesar si no hay 
cambio de momentum angular? La respuesta es que el movimiento cicloidal del ex- 
tremo del eje se amortigua hacia el movimiento promedio estable del centro del 
círculo rodante equivalente. O sea, se estabiliza un poco más abajo. Porque está 
bajo, el momentum angular de giro tiene ahora una componente vertical pequeña, 
que es exactamente lo que se necesita para la precesión. Así que ven ustedes 
que tiene que bajar un poco para poder dar vueltas. Tiene que ceder un poco a la 
gravedad; al bajar su eje un poquito, mantiene la rotación alrededor del eje vertical. 
Esa es, entonces, la manera en que un giroscopio funciona. 


Fig. 20-6. El momentum angular de un 
cuerpo en rotación no es necesariamente 
paralelo a la velocidad angular. 


20-4 Momentum angular de un cuerpo sólido 


Antes de dejar el tema de las rotaciones en tres dimensiones, vamos a discutir, 
por lo menos cualitativamente, unos cuantos efectos que suceden en las rotaciones 
tridimensionales, los cuales no son evidentes. El efecto principal es que en general 
el momentum angular de un cuerpo rigido no esta necesariamente en la misma direc- 
ción que la velocidad angular. Consideren una rueda que está sujeta a un eje en 
forma asimétrica; pero, eso si, con el eje que pasa por el centro de gravedad (Fig. 
20-6). Cuando giramos la rueda en torno al eje, cualquiera sabe que va a haber una 
vibración en los rodamientos debido a la manera ladeada que la montamos. Cualita- 
tivamente, sabemos que en el sistema en rotación hay una fuerza centrifuga actuan- 
do en la rueda, que trata de alejar su masa Jo más posible del eje. Esto tiende a 
alinear el plano de la rueda de manera que sea perpendicular al eje. Para resistir 
esta tendencia, los rodamientos ejercen un torque. Si hay un torque ejercido por los 
rodamientos, debe haber una rapidez de variación del momentum angular. ¿Cómo 
puede haber una rapidez de variación del momentum angular cuando estamos sim- 
plemente rotando la rueda con respecto al eje? Supongan que separamos la veloci- 
dad angular œw en componentes w, y w, perpendicular y paralela al plano de la 
rueda. ¿Cuál es el momentum angular? Los momentos de inercia con respecto a 
estos dos ejes son diferentes, de manera que las componentes del momentum angu- 
lar, que 


20-11 


(en estos ejes particulares y especiales solamente) son iguales a los momentos de 
inercia por las componentes de la velocidad angular correspondientes, están en una 
razón diferente de la que estan las componentes de la velocidad angular. Por 
lo tanto, el vector momentum angular está en una dirección en el espacio que no es 
a lo largo de eje. Cuando giramos el objeto, tenemos que girar el vector momentum 
angular en el espacio, asi que debemos ejercer torques sobre el eje. 

Aunque es muy complicado para demostrarlo aqui, hay una propiedad muy im- 
portante e interesante del momento de inercia que es fácil de describir y usar y que 
es la base de nuestro análisis anterior. Esta propiedad es la siguiente: un cuerpo ri- 
gido cualquiera, aun uno tan irregular.como una papa, posee tres ejes perpendicula- 
res entre sí a través del CM, de manera tal que el momento de inercia con respecto 
a uno de estos ejes es el valor máximo posible para cualquier eje a través del CM, 
el momento de inercia con respecto a otro eje tiene el menor valor posible y el mo- 
mento de inercia con respecto al tercer eje es intermedio entre estos dos (o igual a 
uno de ellos). Estos ejes se llaman ejes principales del cuerpo y tienen la importante 
propiedad que si el cuerpo está rotando con respecto a uno de ellos, su momentum 
angular esta en la misma dirección que su velocidad angular. Para un cuerpo con 
ejes de simetria, los ejes principales están según los ejes de simetria. 


Fig. 20-7. La velocidad angular y el 
momentum angular de un cuerpo rígido 
(A>B>C), 


Si tomamos los ejes x, y y z según los ejes principales, y llamamos 4, By Ca 
los momentos de inercia correspondientes, podemos calcular fácilmente el momen- 
tum angular y la energia cinética de rotación del cuerpo para cualquier velocidad 
angular w. Si descomponemos w en res Wy Wy Y 0, según los ejes x, y, 
z v usamos versores i, j, k también según x, y, z, podernos escribir el momentum 
angular como 


L = 40,1 + Bwj + Cok. (20.16) 


La energia cinética de rotación es 


KE = (Au? + Ba? + Co?) (20.17) 


IL- w. 
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El oscilador armónico 


21-1 Ecuaciones diferenciales lineales  . y 21-4 Condiciones iniciales 
21-2 El oscilador armónico 21-5 Oscilaciones forzadas 


21-3 Movimiento armónico y movimiento circular 


21-1 Ecuaciones diferenciales lineales 


En el estudio de la fisica, el curso comúnmente es dividido en una serie de temas 
como mecánica, electricidad, Óptica, etc., y uno estudia un tema después de otro. 
Por ejemplo, este curso hasta ahora ha tratado principalmente la mecánica. Pero 
una Cosa rara sucede una y otra vez: las ecuaciones que aparecen en los diferentes 
campos de la fisica y aun en otras ciencias, son a menudo casi exactamente iguales, 
de manera que muchos fenómenos tienen analogías en estos diferentes campos. Pa- 
ra dar un ejemplo más sencillo, la propagación de las ondas sonoras es en muchos 
aspectos análoga a la propagación de las ondas luminosas. Si estudiamos acústica 
con gran detalle, descubrimos que mucho del trabajo es el mismo que si estuviéra- 
mos estudiando óptica con gran detalle. Asi, el estudio de un fenómeno en un campo 
puede permitir la extensión de nuestro conocimiento en otro campo. Es mejor darse 
cuenta desde un principio que estas extensiones son posibles, porque de otra ma- 
nera uno podria no entender la razón por la cual se gasta una gran cantidad de 
tiempo y energia en algo que parece ser sólo una pequeña parte de la mecánica. 


El oscilador armónico, que estamos a punto de estudiar, tiene analogias intimas 
en muchos otros campos; aunque empezamos con un ejemplo mecánico de una ma- 
sa fija a un resorte o un péndulo con una pequeña amplitud o algunos otros dis- 
positivos mecánicos, realmente estamos estudiando una cierta ecuación diferencial. 
Esta ecuación aparece una y otra vez en la fisica y en otras ciencias y de hecho 
pertenece a tantos fenómenos que su estudio a fondo bien vale la pena. Alguno de 
los fenómenos que incluye esta ecuación son las oscilaciones de una masa en un 
resorte; las oscilaciones de las cargas que fluyen de una parte a otra en un circuito 
eléctrico; las vibraciones de un diapasón que está generando ondas sonoras; las vi- 
braciones análogas de los electrones en un átomo que generan ondas luminosas; las 
ecuaciones de funcionamiento de un servosistema, como un termostato tratado de 
ajustar una temperatura; complicadas interacciones en reacciones químicas; el cre- 
cimiento de una colonia de bacterias en interacción con el aprovisionamiento de 
alimento y los venenos que las bacterias producen; los zorros que se comen los co- 
nejos que se comen el pasto, etc.; todos estos fenómenos obedecen a ecuaciones 
que son muy 
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similares entre sí y ésta es la razón por la cual estudiamos el oscilador mecánico con 
tanto detalle. Las ecuaciones se llaman ecuaciones diferenciales lineales con co- 
eficientes constantes. Una ecuación diferencial lineal con coeficientes constantes es 
una ecuación diferencial que consiste en la suma de varios términos, siendo cada 
término una derivada de la variable dependiente con respecto a la variable indepen- 
diente y multiplicada por alguna constante. Asi 


a, d”x/dt" + an-ı d”7'x/dt" -- + a, dx/dt + aox = K (21.1) 


se llama una ecuación diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes (ca- 
da a; es constante). 


21-2 El oscilador armónico 


Tal vez el sistema mecánico más simple cuyo movimiento sigue una ecuación 
diferencial lineal con coeficientes constantes es una masa fija a un resorte: primero 
el resorte se estira para compensar la gravedad; una vez compensada, estudiamos 
el desplazamiento vertical de la masa desde su posición de equilibrio (Fig. 21-1). 
Vamos a llamar x a este desplazamiento hacia arriba y vamos a suponer también 
que el resorte es totalmente lineal, en cuyo caso la fuerza que tira en contra cuando 
el resorte está estirado es precisamente proporcional a la cantidad de estiramiento. 
O sea, la fuerza es — kx (con un signo para recordarnos que tira en contra). Luego, 
la masa por la aceleración debe ser igual a — kx: 


md?x/dt? = —kx. (21.2) 


Para simplificar, supongamos que suceda (o cambiamos nuestra unidad de medida 
del tiempo) que el cociente k/m = 1. Primero estudiaremos la ecuación 


d?’x/d? = —x. (21.3) 


Más tarde vamos a volver a la ecuación (21.2) con k y m presentes explicitamente. 


Fig. 21-1. Una masa fija a un resorte: 
un ejemplo simple de un oscilador armónico. 


Ya hemos analizado la ecuación (21.3) en detalle numéricamente; cuando recién 
introducimos el tema de la mecánica resolvimos esta ecuación (vean la ecuación 
9.12) para encontrar el movimiento. Mediante integración numérica encontramos 
una curva (Fig. 9-4) que mostraba que si m estaba inicialmente desplazada pero en 
reposo, bajaba y pasaba por cero; después no seguimos más lejos, pero por supues- 
to sabemos que sigue moviéndose hacia arriba y hacia abajo —oscíla—. Cuando 
calculamos el movimiento numéricamente, encontramos que pasaba por el punto de 
equilibrio en el £ = 1,570. La 


duración de todo el ciclo es 4 veces más larga; o sea £, = 6,28 “seg”. Esto fue 
encontrado numéricamente, antes de que supigramos mucho cálculo integral. Supo- 
nemos que entretanto el Departamento de Matemática ha introducido una función 
que cuando se deriva dos veces es igual a si misma con signo menos. (Por supuesto 
que hay maneras de obtener esta función de un modo directo, pero son más compli- 
cadas que saber de antemano cuál es la respuesta.) La función es x = cos £. Si la 
derivamos encontramos dx/dt=-sen t y @x/dť? = —cos t=-x. La función 
x= cos ź empieza pará 1 =0 con x= | y sin velocidad inicial; ésta fue la situación 
con la que empezamos cuando hicimos nuestro” trabajo numérico. Ahora que sabe- 
mos que x= cos t, podemos calcular un valor preciso del tiempo en el cual debe 
pasar por x= 0. La respuesta es £ = 1/2 ó 1,57108. Estuvimos equivocados en la 
última cifra debido a errores de cálculo numérico; ¡pero fue muy aproximado! 


Ahora para seguir adelante con el problema original, restauremos las unidades de 
tiempo a segundos reales. ¿Cuál es la solución entonces? Primero que nada, podemos ` 
pensar que podemos hacer aparecer las constantes k y m multiplicando cos £ por 
algo. Asi probemos la ecuación x= A cos t, entonces encontramos dx/dt = —A 
sen t, y Px/d =-A cos t= —x. Descubrimos asi con horror que no logramos 
resolver la ecuación (21.2) ¡sino que obtuvimos de nuevo la ecuación (21.3)! Este 
hecho ilustra una de las propiedades más importantes de las ecuaciones diferencia- 
les lineales: si multiplicamos una solución de la ecuación por una constante, esto 
es nuevamente una solución. La razón matemática de esto es clara. Si x es una so- 
lución y multiplicamos ambos miembros de la ecuación por A, digamos, vemos que 
todas las derivadas también están multiplicadas por A y por lo tanto 4x es una 
solución tan buena como lo era x de la ecuación original. La fisica de ello es la si- 
guiente. Si tenemos un peso fijo a un resorte y lo estiramos el doble, la fuerza tam- 
bicn es el doble, la aceleración resultante es el doble, la velocidad que adquiere en 
un tiempo dado es el doble, la distancia recorrida en un tiempo dado es el doble; 
pero debe recorrer una distancia doble para volver al origen porque se estiro el do- 
ble. De manera que se demora el mismo tiempo en volver al origen, prescindiendo 
del desplazamiento inicial. En otras palabras, en una ecuación lineal el movimiento 
tiene el mismo esquema temporal, cualquiera que sea su intensidad. 


Estuvo mal lo que se hizo -sólo nos enseñó que podemos multiplicar la solución 
por cualquier cosa y satisfacer la misma ecuación. pero no una ecuación diferente—. 
Después de unos pocos intentos para obtener una ecuación con una constante di- 
ferente multiplicamos a x. encontramos que debemos alterar la escala de tiempo. 
En otras palabras. la ecuación (21.2) tiene una solución de la forma 


X = COS wol. (21.4) 


(Es importante darse cuenta que en este caso «», no es una velocidad angular de 
un cuerpo en rotación. pero nos quedamos sin letras si no se permite usar la misma 
letra para mas de una cosa.) La razón por la cual pusimos el subindice “0” en o es 
que vamos a tener mas omegas dentro de poco: recordemos que wọ se refiere al mo- 
vimiento natural de este oscilador. Ahora probemos la ecuación (21.4) y esta vez 
tenemos más exito porque dx/dt= ~a y AEx/df =—«wj COS agt = agy. Asi 
que finalmente hemos resuelto la ecuación que realmente queriamos resolver. La 
ecuación (Ex /dl = =wx es la misma que la ecuación (21.2) si o3 = k/m. 


Lo siguiente que tenemos que investigar es el significado físico de wọ. Sabemos 
que la función coseno se repite cuando su argumento es 2. De manera que 
x = Cos wf va a repetir su movimiento, va a realizar un ciclo completo, cuando 
el “ángulo” cambie en 2. La cantidad wt se llama a menudo fase del movimien- 
to. Para cambiar wot por 2%, el tiempo debe cambiar en una cantidad 1, llamada 
el período de una oscilación completa; por supuesto, t debe ser tal que Wwyf, = 27. 
Esto es, wato debe corresponder a un ciclo del ángulo, entonces todo se va a repe- 
tir— si aumentamos ( en f, agregamos 27 a la fase. Asi 


to = 2r/wo = 2rV m/k. (21.5) 


De manera que si tuviéramos una masa más pesada fija a un resorte, demoraria 
más en oscilar de una parte a otra. Esto se debe a que tiene mayor inercia y asi, 
aunque las fuerzas son las mismas, demora más poner la masa en movimiento. O, si 
el resorte es más duro, se va a mover más rápido y esto está bien: el periodo es me- 
nor si el resorte es más duro. 

Noten que el periodo de oscilación de una masa fija a un resorte no depende 
en forma alguna de cómo se inició, de cuánto lo hemos estirado. El período está 
determinado, pero la amplitud de la oscilación no está determinada por la ecuación 
de movimiento (21.2). La amplitud queda determinada, de hecho, por la manera 
en que lo soltamos, por lo que llamamos condiciones iniciales o condiciones de 
partida. 

Realmente, no: hemos encontrado completamente la solución más general posi- 
ble de la ecuación (21.2). Hay otras soluciones. Debería estar claro el porqué: 
porque todos los casos representados por x = a cos wat empiezan con un despla- 
zamiento inicial y sin velocidad inicial. Pero es posible, por ejemplo que la masa 
empieze en x = 0 y podriamos darle entonces un golpe impulsivo de manera que 
tenga alguna velocidad para £ = 0. Este movimiento no está representado por un 
coseno —está representado por un seno—. Para expresarlo de otra manera, si x = 
cos wot es una solución, entonces, ¿no es evidente que seguiria moviéndose de la 
misma manera que si entrásemos en la sala en un cierto tiempo (que llamariamos 
‘t= 0”) y viéramos la masa en el momento que pasa por x= 0? Por lo tanto, 
x= cos wt no puede ser la solución más general; debe ser posible correr el co- 
mienzo del tiempo, por decirlo asi. Como un ejemplo, podríamos escribir la solu- 
ción de esta manera: x = a cos œw, (f -— 1,), donde £, es alguna constante. También 
esto corresponde a cambiar el origen del tiempo a un nuevo instante. Además, po- 
demos desarrollar 


cos (wot + A) = cos wot cos A — sen wal sen A, 
y escribir 
= ÁAcos wal + B sen wot, 


donde A =a cosA y B= —a senA. Cualquiera de estas formas es una manera 
posible de escribir la solución general completa de (21.2): es decir, toda solución 


de la ecuación diferencial d’ x/d? = — wx que exista en el mundo se puede escri- 
bir 
(a) x = acos wo! — tı), 
o 
(b) x= acos (wet + A), (21.6) 


(c) x= AÁcos wo! + Bsen wol. 
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Algunas de las cantidades en (21.6) tienen nombres: wọ se llama frecuencia an- 
gular; es el número de radianes que cambia la fase en un segundo. Eso 
queda determinado por la ecuación diferencial. Las otras constantes no están de- 
terminadas por la ecuación, sino por la manera en que comenzó el movimiento. De 
estas constantes, a mide el desplazamiento máximo alcanzado por la masa y se 
llama amplitud de la oscilación. La constante A se llama a veces fase de la osci- 
lación, pero esto es una confusión porque otras personas llaman fase a wt + A, 
y dicen que la fase cambia con el tiempo. Podriamos decir que A es un defasaje 
con respecto a algún cero definido. Expresémoslo de otra manera. A diferentes co- 
rresponden a movimientos con fases diferentes. Esto es cierto, pero si queremos o 
no llamar a A la fase, esto es otra cosa. 


ADO 


e 


Fig. 21-2. Una partícula moviéndose 
en una trayectoria circular con velocidad 
constante. 


21-3 Movimiento armónico y movimiento circular 


El hecho que cosenos aparezcan en la solución de la ecuación (21.2) sugiere que 
a lo mejor hay alguna relación con circulos. Esto es artificial por supuesto, porque 
realmente no hay ningún circulo implicado en el movimiento rectilíneo sencillamen- 
te va hacia arriba y hacia abajo. Podemos indicar que hemos, de hecho, resuelto 
ya esa ecuación diferencial, cuando estábamos estudiando la mecánica del movi- 
miento circular. Si una particula se mueve en un circulo a velocidad constante v, 
el radio vector desde el centro del circulo a la partícula gira en un ángulo cuyo ta- 
maño es proporcional al tiempo. Si llamamos este ángulo 9 = v t/R (Fig. 21-2) 
entonces d9/dt = w, = v/R. Sabemos que hay una aceleración a = v?/R = wR 
hacia el centro. También sabemos que la posición x en un momento dado esel ra- 
dio del circulo por cos 8 y que el y es el radio por sen 8: 


x = Rcos0, y = Rsen0. 


Y, ¿con respecto a la aceleración? ¿Qué es d?x/df?, la componente x de la acelera- 
> e ae e p Ts 
ción? Esto ya lo hemos resuelto geométricamente; es el módulo de la aceleración 
por el coseno del ángulo de proyección, con un signo menos porque es hacia el 
centro. 


a, = —acos b = —w?R cos 0 = —w?x. (21.7) 


En otras palabras, cuando una particula se está moviendo en un circulo, la com- 
ponente horizontal de su movimiento tiene una aceleración que es proporcional al 
desplazamiento horizontal desde el centro. Por supuesto, también tenemos la solu- 
ción para el movimiento en un circulo: x = R cos wt. La ecuación (21.7) no de- 
pende del radio del circulo de manera que para un circulo de cualquier radio, se 
encuentra la misma ecuación para un w, dado. Luego, 
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Fig. 21-3. Demostración de la equiva- 
lencia entre movimiento armónico simple 
y movimiento circular uniforme. 


A 
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por varias razones, esperamos que el desplazamiento de una masa fija a un resorte 
resultará ser proporcional a cos wt y va a ser, en realidad, exactamente el mismo 
movimiento que el que veriamos si observáramos la componente x de la posición 
de un objeto que estuviera rotando en un circulo con velocidad angular w. Como 
una verificación dé esto, uno puede diseñar un experimento para demostrar que el 
movimiento hacia arriba y hacia abajo de una masa fija a un resorte es el mismo 
que el de un punto que da vueltas en un circulo. En la figura 21-3 una luz de arco 
proyectada sobre una pantalla forma las sombras de un perno de un volante soli- 
dario a un eje y de una masa que oscila verticalmente, uno al lado de otro. Si sol- 
tamos la masa en el tiempo preciso desde la posición precisa, y si la velocidad del 
eje se ajusta cuidadosamente de manera que las frecuencias coincidan, cada uno 
debería seguir al otro exactamente. También se puede comparar la solución numé- 
rica que obtuvimos antes con la función coseno y ver si concuerdan muy bien. 

Aquí podemos indicar que, dado que el movimiento uniforme en un circulo está 
tan relacionado matemáticamente con el movimiento oscilatorio hacia arriba y ha- 
cia abajo, podemos analizar el movimiento oscilatorio de una manera más simple, 
si lo imaginamos como la proyección de algo que se mueve en un circulo. En otras 
palabras, aunque la distancia y no significa nada en el problema oscilatorio, de to- 
dos modos podemos complementar la ecuación (21.2) con otra ecuación en y y jun- 
tarlas. Si hacemos esto, podremos analizar nuestro oscilador en una dimensión con 
movimientos circulares, que es mucho más fácil que tener que resolver una ecuación 
diferencial. El truco para hacer esto es usar números complejos, un procedimiento 
que vamos a introducir en el próximo capítulo. 


21-4 Condiciones iniciales 


Ahora veamos qué es lo que determina las constantes A y Bo a y A. Estas es- 
tán determinadas, por supuesto, por la manera en que empezamos el movimiento. 
Si empezamos el movimiento simplemente con un pequeño desplazamiento, esto da 
un tipo de oscilación; si empezamos con un desplazamiento inicial y empujamos 
hacia arriba al soltar, obtenemos otro movimiento. Las constantes Ay Boay A 
o cualquier otra manera de expresarlos, están determinadas, por supuesto, por la 
manera en que comenzó el movimiento y no por ningún otro aspecto de la situación. 
Estas se llaman condiciones iniciales. Nos gustaria relacionar las condiciones ini- 
ciales con las constantes. Aunque esto pyede hacerse usando cualquiera de las 
formas (21.6), resulta más sencillo si usamos la ecuación (21.6 c). Supongan que 
para 1 = 0 hemos empezado con un desplazamiento inicial x, y una cierta veloci- 
dad vo 


Esta es la manera más general en que podemos empezar el movimiento. (Es cierto 
que no podemos especificar la aceleración con que empezó, porque eso queda de- 
terminado por el resorte, una vez que especificamos x,). Ahora, calculemos A y B. 
Empezamos con la ecuación para x, 


x = Acos wol + B sen wot. 


Como más adelante vamos a necesitar la velocidad también, derivamos x y obte- 
nemos 
v = —wpÁ sen wot + wob cos wot. 


Estas expresiones son válidas para todo ?, pero tenemos un conocimiento especi- 
fico respecto a x y v para £ = 0. De manera que si ponemos f = O en estas ecua- 
ciones, obtenemos xo y Vọ porque ése es el valor de x y de v para 1 = 0; también 
sabemos que el coseno de cero es uno y el seno de cero es cero. Por lo tanto, ob- 
tenemos 


xo = 4A:1+B:0=A 
y vo = —woA 0 + mBr1= woB. 
De manera que para este caso particular encontramos 

Á = Xp B = vo/wo. 


De estos valores de A y B podemos obtener a y A si queremos. 

Esto es el final de nuestra solución, pero existe un hecho fisico interesante a 
verificar y éste es la conservación de la energia. Como no hay pérdidas por fricción, 
la energia deberia conservarse. Usemos la fórmula 


a cos (wo! + A); 


Il 


xX 


l 
uego v = —woa sen (wot + A). 

Averigüemos ahora cuál es la energia cinética T y cuál es la energia potencial U. 
La energia potencial en cualquier momento es 3 k x?, donde x es el desplazamiento 
y k es la constante del resorte. Si sustituimos x, usando la expresión anterior, ob- 
tenemos 


U = ikx? = ika? cos? (wo! + A). 


La energia potencial no es constante por supuesto; el potencial nunca se hace ne- 
gativo naturalmente --siempre hay alguna energia en el resorte, pero la cantidad de 
energía fluctúa con x. La energia cinética, por otra parte, es į m v? y sustituyendo 


v obtenemos 


T = imv? = 1muja? sen” (wot + A). 


Ahora, bien la energía cinética es cero cuando x es máxima, porque entonces ahi 
no hay velocidad; por otro lado, es máxima cuando x pasa por cero, porque enton- 
ces se está moviendo más rápido. La variación de la energia cinética es justamente 
opuesta a la de la energía potencial. Pero la energía total debería ser constante. Si 
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observamos que k = mw}, vemos que 
T + U = jmula? [cos? (wo? + A) + sen? (wot + A) = imuia?. 


La energía depende del cuadrado de la amplitud; si tenemos una amplitud doble, 
obtenemos una oscilación con una energía cuatro veces mayor. La energía poten- 
cial media es la mitad del máximo y, por lo tanto, la mitad del total y la energía 
cinética media también es la mitad de la energía total. 


21-5 Oscilaciones forzadas 


A continuación vamos a discutir el oscilador armónico forzado, es decir, uno 
en el cual actúa una fuerza motriz externa. La ecuación es entonces la siguiente: 


md?x/dt? = —kx + F(0. (21.8) 


Nos gustaria averiguar qué sucede en estos casos. La fuerza motriz externa puede 
tener diversos tipos de dependencia funcional en el tiempo; la primera que vamos 
a analizar es muy simple —vamos a suponer que la fuerza está oscilando: 


F(O = Fo cos wt. (21.9) 


Noten, sin embargo, que este w no es necesariamente «w,: tenemos w bajo nuestro 
control. Se puede forzar a diferentes frecuencias. Asi que tratamos de resolver la 
ecuación (21.8) con la fuerza particular (21.9). ¿Cuál es la solución de (21.8)? Una 
solución particular (vamos a discutir luego los casos más generales) es 


x = Ccoswt, (21.10) 


donde la constante debe ser determinada. En otras palabras, podemos suponer que 
si seguimos empujando hacia atrás y hacia adelante, la masa va a seguir hacia 
atrás y hacia adelante al compás de la fuerza. De todos modos podemos tratarlo. 
Asi que introducimos (21.10) en (21.9) y obtenemos 


—muw?C cos wt = -—mujyC cos wt + Fo cos wt. (21.11) 


También pusimos k = mœ%, para que entendamos mejor la ecuación al final. Aho- 
ra bien, como los cosenos aparecen en todas partes, los podemos simplificar y eso 
muestra que (21.10) es en realidad una solución con tal que elijamos c exactamen- 
te. La respuesta es que c debe ser 


C = Fy/m(wo — w*). (21.12) 


Esto es, m oscila a la misma frecuencia que la fuerza, pero con una amplitud que 
depende de la frecuencia de la fuerza y también de la frecuencia del movimiento 
natural del oscilador. Significa, primero, que si e es muy pequeño comparado con 
a Entonces el desplazamiento y la fuerza están en la misma dirección. Por otro 
lado si lo sacudimos muy rápido de una parte a otra entonces (21.12), nos dice que 
C es negativa si œ está por sobre la frecuencia natural a» del oscilador armónico. 
(Llamaremos a « la frecuencia natural del oscilador armónico y « la frecuencia 


aplicada.) A muy alta frecuencia el denominador puede hacerse muy grande, en- 
tonces no hay mucha amplitud. 


Por supuesto que la solución que hemos encontrado es una solución sólo si las 
cosas se comienzan correctamente, porque de otra manera hay una parte que por 
lo común desaparece después de un tiempo. Esta otra parte se llama respuesta 
transitoria a F(t), mientras que (21.10) y (21.12) se llaman respuesta de régimen 
estacionario. 

De acuerdo con nuestra fórmula (21.12), una cosa notable debe ocurrir tambien: 
si w es casi igual a wp, entonces c debe tender a infinito. De manera que si ajus- 
tamos la frecuencia de la fuerza para que esté “a tiempo” con la frecuencia natural, 
entonces deberíamos obtener un enorme desplazamiento. Esto es bien conocido para 
cualquier persona que haya empujado un niño en un columpio. No da resultado 
que cerremos los ojos y que empujemos con una cierta velocidad al azar. Si lo ha- 
cemos en el momento oportuno, el columpio sube muy alto; pero si estamos a un 
ritmo malo, a veces podriamos estar empujando cuando deberiamos estar tirando, 
etcétera, y la cosa no resulta. 

Si hacemos w exactamente igual a wọ encontramos que debería oscilar con una 
amplitud infinita, lo que, por supuesto, es imposible. La razón por la cual no lo hace 
es que en la ecuación hay algo malo, hay otros términos de fricción y otras fuerzas 
que no aparecen en (21.8), pero que existen en el mundo real. De manera que la am- 
plitud no llega a infinito por alguna razón; ¡podría ser que el resorte se rompiera! 
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22-1 Adición y multiplicación 


En nuestro estudio de los sistema oscilatorios vamos a tener la oportunidad de 
usar una de las fórmulas más notable, casi asombrosa, de toda la matemática. 
Desde el punto de vista del físico podriamos introducir esta fórmula en dos minutos 
más o menos y estar listos. Pero la ciencia existe tanto para el goce intelectual como 
para la utilidad práctica, de manera que en vez de demorarnos unos cuantos minu- 
tos en esta maravillosa joya, vamos a colocar la joya dentro de su marco apropiado 
en el grandioso diseño de aquella rama de la matemática que se llama algebra ele- 
mental. 

Ahora ustedes podrian preguntar: “¿Qué hace la matemática en una clase 
de física?” Tenemos varias excusas posibles; primero, por supuesto, la matemática 
es una herramienta importante, pero ésta solamente nos excusaria por entregar la 
fórmula en dos minutos. Por otra parte, en fisica teórica descubrimos que todas 
nuestras leyes pueden ser escritas en forma matemática; y que esto tiene cierta sen- 
cillez y hermosura. Asi, en último término para entender la naturaleza podría ser 
necesario tener una comprensión más profunda de las relaciones matemáticas. Pero 
la razón verdadera es que el tema es entretenido y aunque nosotros los humanos 
dividimos la naturaleza de maneras diferentes y tenemos cursos diferentes en de- 
partamentos distintos, esta departamentalización es realmente artificial y deberiamos 
disfrutar nuestros placeres intelectuales donde los encontremos. 


Otra razón para examinar con mayor cuidado el algebra, aunque la mayoria de 
nosotros estudió álgebra en el colegio, es que ésa fue la primera vez que la estudiá- 
bamos; todas las ecuaciones eran poco familiares y era muy dificil, asi como lo es 
la fisica ahora. De vez en cuando es un gran placer mirar hacia atrás para ver qué 
territorio ha sido estudiado y cuál es el gran mapa o plan de todo el conjunto. 
¡Quizas, algún dia, alguien en el Departamento de Matemática va a dar una clase 
de mecánica de manera de mostrarnos qué era lo que estábamos tratando de apren- 
der en el curso de física! 

El tema de álgebra no va a ser desarrollado desde el punto de vista del matemá- 
tico exactamente, porque los matemáticos están interesados más que nada en cómo 
se demuestran los diversos hechos matemáticos, en cuántas suposiciones son abso- 
lutamente 
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necesarias y en lo que no es necesario. No están tan interesados en el resul- 
tado de lo que demuestran. Por ejemplo, podemos encontrar el teorema de Pitá- 
goras muy interesante, que la suma de los cuadrados de los lados de un triángu- 
lo-rectángulo es igual al cuadrado de la hipotenusa; ése es un hecho interesante, una 
cosa curiosamente simple, que 'puede ser apreciada sin discutir el hecho de cómo 
probarlos o qué axiomas se necesitan. Asi, en el mismo espiritu vamos a describir 
cualitativamente, si es que podemos hacerlo asi, el sistema del álgebra elemental. 
Decimos álgebra elemental porque hay una rama de la matemática llamada álgebra 
moderna en la cual algunas de las reglas como ab = ba se abandonan y todavia 
se sigue llamando álgebra, pero no vamos a discutir esto. 


Para discutir este tema, empezamos por el medio. Suponemos que ya sabemos 
lo que son los enteros, lo que es el cero y lo que significa aumentar un número en 
una unidad. Ustedes podrían decir: “¡Eso no está en el medio!” Pero eso es el medio 
desde un punto de vista matemático porque podriamos ir más atrás aún y describir 
la teoria de los conjuntos para deducir alguna de estas propiedades de los enteros. 
Pero no vamos en esa dirección, la dirección de la filosofia matemática y de la lo- 
gica matemática, sino más bien en la otra dirección a partir de la suposición de que 
sabemos lo que son los enteros y que sabemos contar. 


Si empezamos con un cierto numero a, un entero, y contamos sucesivamente 
una unidad b veces, el número a que llegamos lo llamamos a + b, y eso define la 
adición de enteros. 


Una vez que hemos definido la adición. podemos considerar esto: si empezamos 
con nada y le sumamos a, b veces sucesivamente, llamamos el resultado multipli- 
cación de enteros: lo llamamos b por a. 


También podemos tener una sucesión de multiplicaciones: si empezamos con 1 
y multiplicamos por a, b veces sucesivamente, llamamos a esto elevar a una po- 
tencia: ab, 

Ahora, como consecuencia de estas definiciones, se puede demostrar fácilmente 
que todas las siguientes relaciones son verdaderas: 


(a) a+b=b+a (b) a+ (b+c=(a+ bD+c 

(c) ab = ba (d) a(b + c) = ab + ac 

(e) (ab)c = albc) (O (ab) = a'b* (22.1) 
(g) aa = aeto (h) (AY = ato 

G) a+0=a G) a:l=a 

(k) a! =a 


Estos resultados son muy conocidos y no vamos a insistir en ellos, sólo los indica- 
mos. Por supuesto que 1 y O tienen propiedades especiales; por ejemplo a + 0 es a, 
a x l = a y a elevada a la primera potencia es a. 


En esta discusión también debemos suponer algunas otras propiedades como 
continuidad y orden que son muy dificiles de definir: dejaremos que la teoria rigu- 
rosa lo haga. Además. es totalmente cierto que hemos escrito demasiadas “reglas”: 
algunas de ellas pueden ser deducidas de otras. pero no nos vamos a preocupar por 
estas cosas. 
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22-2 Las operaciones inversas 


Además de las operaciones directas de adición, multiplicación y elevación a una 
potencia, también tenemos las operaciones inversas que se definen como sigue: Su- 
pongamos que a y c están dados y que queremos encontrar cuáles valores de b 
satisfacen ecuaciones tales como a + b = c, ab = c, b° = c. Sia + b = c, bse 
define como c—a que se llama sustracción. La operación llamada división también 
es clara: si ab = c, entonces b = c/a define la división —una solución de la ecua’ 
cion ab = c “hacia atrás”. Si tenemos una potencia b° = c y nos preguntamos 
“¿Qué es b?”, b se llama la raíz a-ésima de c:b=yY/c. Por ejemplo, si nos hacemos 
la siguiente pregunta: ¿“Qué entero, elevado a la tercera potencia, es igual a 8?”, 
entonces la respuesta se llama raíz cúbica de 8; es 2. Como b^ y ab no son iguales, 
hay dos problemas inversos asociados con las potencias y el otro problema inverso 
debe ser: “¿A qué potencia debemos elevar 2 para obtener 8?” Esto se llama tomar 
el logaritmo. Si ab = c, escribimos b = log,c. El hecho que tenga una notación más 
trabajosa en relacion a los otros no significa que sea menos elemental, por lo menos 
aplicado a los enteros, que los otros procesos. Aunque los logaritmos aparecen tarde 
en un curso de álgebra, por cierto que en la práctica son tan sencillos como las 
raices; son precisamente una solución diferente de una ecuación algebraica. Las 
operaciones directas e inversas se resumen como sigue: 


(a) adición (a) sustracción 
a+b=c b=c-a 
(b) multiplicación (b”) división 
ab = € b = c/a 
(c) potencia (c) raiz 
b =c b= Ye 
(d) potencia (d) logaritmo 
a=c b = log,c 


Ahora, he aqui la idea. Estas relaciones o reglas son correctas para enteros, ya 
que se deducen de las definiciones de adición, multiplicación y elevación a po- 
tencia. Vamos a discutir si podemos o no ampliar la clase de objetos que repre- 
sentan a, b y c, de manera que obedezcan estas mismas reglas, aunque los procesos 
para a + b, etc.. no van a ser definibles en términos de la acción directa de sumar 
l. por ejemplo, o multiplicación sucesiva por enteros. 


22-3 Abstracción y generalización 


Cuando tratamos de resolver ecuaciones algebraicas simples, usando todas estas 
definiciones, pronto descubrimos algunos problemas insolubles tal como el siguiente. 
Supongan que tratamos de resolver la ecuación b = 3—5. Esto significa, de acuerdo 
con nuestra definición de sustracción, que debemos encontrar un número que cuan- 
do se suma a 3 da 3. Y por supuesto no existe tal número, porque consideramos 
sólo enteros positivos; éste es un problema insoluble. Sin embargo, el plan, la gran 
idea es ésta: abstracción 
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y generalización. De la estructura completa del algebra, reglas más enteros, abstrae- 
mos las definiciones originales de adición y multiplicación, pero dejamos las reglas 
(22.1) y (22.2) y suponemos que éstas son válidas en general para una clase de nú- 
meros más amplia, aunque ellas fueron obtenidas originalmente en una clase menor. 
Asi, en vez de usar enteros simbólicamente para definir las reglas, usamos las reglas 
como definicion de los simbolos, los que entonces representan un tipo de número 
más general. Como ejemplo, trabajando solamente con las reglas, podemos demos- 
trar que 3 — 5 = 0 — 2, De hecho podemos demostrar que uno puede hacer todas 
las sustracciones siempre que definamos un ¿Conjunto completo de nuevos números: 
0-1, 0-2, 0-3, 0-4, etc., llamados enteros negativos. Entonces podemos usar 
todas las otras reglas, como a (b + c) = ab + ac, etc., para encontrar cuáles son las 
reglas para multiplicar números negativos, y vamos a descubrir que todas las reglas 
pueden ser mantenidas tanto con enteros negativos como positivos. 


De manera que hemos aumentado la extensión de los objetos para los cuales las 
reglas dan resultado, pero el significado de los simbolos es diferente. 


Uno no puede decir, por ejemplo, que —2 por 5 realmente significa 5 sucesiva- 
mente —2 veces. Eso no tiene ningún significado. Sin embargo, todo va a resultar bien 
de acuerdo con las reglas. 

Un problema interesante aparece al considerar las potencias. Supongan que que- 
remos descubrir lo que significa a'**. Sólo sabemos que 3 — 5 es una solución del 
problema (3-5) + 5 = 3. Sabiendo eso, sabemos que a'** . a? = a?. Por lo tanto 
a 3-5 = a/a por la definición de división. Con un poco más de trabajo, esto puede 
ser reducido a 1/a?. De manera que encontramos que las potencias negativas son los 
reciprocos de las potencias positivas, pero l/a? es un simbolo sin significado por- 
que si a es un entero positivo o negativo, su cuadrado es mayor que | y ¡todavia 
no sabemos lo que entendemos por 1 dividido por un número mayor que 1! 


¡Adelante! El gran plan es continuar el proceso de generalización; cada vez que 
encontramos otro problema que no podemos resolver extendemos nuestro reino de 
los números. Consideren la división: no podemos encontrar un número que sea un 
entero, aunque sea negativo, que sea igual al resultado de dividir 3 por 5. Pero si 
suponemos que todos los números fraccionarios también satisfacen las reglas, enton- 
ces podemos hablar de multiplicar y sumar fracciones y todo resulta tan bien como 
antes. 

Consideren otro ejemplo de potencias: ¿qué es a3/5? Sólo sabemos que (3/5)5 = 
= 3, ya que esa fue la definición de 3/5. De manera que sabemos que (a3/5)5 = 
= a99 = a porque ésta es una de las reglas. Entonces por la definición de 
raices encontramos que a'” = y/ a. 


De esta manera podemos definir lo que queremos decir al poner fracciones en 
lugar de los diversos simbolos, usando las reglas mismas para ayudarnos a deter- 
minar la definición —no es arbitrario—. ¡Es un hecho sorprendente que todas las 
reglas sigan válidas tanto para los enteros positivos y negativos como para las 
fracciones! 

Sigamos con el proceso de generalización. ¿Hay alguna otra ecuación que no 
podamos resolver? Si, hay otra. Por ejemplo, es imposible resolver esta ecuación: 
b= 2⁄2 = y2. Es imposible encontrar un número que sea racional (una fracción) 
cuyo cuadrado sea igual a 2. Es muy fácil para nosotros en los tiernpos modernos 
responder a esta pregunta. Conocemos el sistema decimal, de manera que no tene- 
mos dificultad en entender 
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el significado de un decimal sin término como un tipo de aproximación a la raiz 
cuadrada de 2. Históricamente, esta idea presentó una gran dificultad para los grie- 
gos. Para definir en forma precisa lo que se quiere decir aqui, es necesario agregar 
alguna esencia de continuidad y orden, y esto es, de hecho, exactamente en este punto 
casi el paso más dificil en el proceso de generalización. Fue hecho formal y rigurosa- 
mente por Dedekind. Sin embargo, sin preocuparnos del rigor matemático del asun- 
to, es muy facil de entender que lo que queremos decir es que vamos a encontrar 
una sucesión completa de fracciones aproximadas, fracciones perfectas (porque 
cualquier decimal, cuando se corta en alguna parte es ciertamente racional), que 
siguen y siguen, acercándose cada vez más al resultado deseado. Esto es suficiente 
para lo que queremos discutir y ello permite enredarnos con los números irracionales 
y calcular con bastante esfuerzo cosas como la raiz cuadrada de 2 con toda la pre- 
cisión que deseamos. 


22-4 Cómo obtener valores aproximados de números irracionales 


El siguiente problema surge cuando averiguamos qué sucede con las potencias 
irracionales. Supongan que queremos definir, por ejemplo, 10V2 En principio la res- 
puesta es bastante sencilla. Si aproximamos la raíz cuadrada de 2 a un cierto número 
de cifras decimales, entonces la potencia es racional y podemos extraer la raiz apro- 
ximada, usando el método anterior, y obtener una aproximación para 10V?. Después 
le podemos agregar unas cuantas cifras decimales más (de nuevo ella es racional), 
extraer la raiz apropiada, esta vez una raiz de orden mucho mayor porque hay un 
denominador mayor en la fracción, y obtener una mejor aproximación. Por supuesto, 
vamos a tener unas raices enormes y el trabajo es bastante dificil. ¿Cómo vamos a 
vencer este problema? 


En el cálculo de las raices cuadradas, raices cúbicas y otras raices pequeñas hay 
un proceso aritmético mediante el cual podemos obtener una cifra decimal después 
de la otra. Pero la cantidad de trabajo necesario para calcular potencias irracionales 
y los logaritmos que van con ellas (el problema inverso) es tan grande que no hay 
ningún proceso aritmético simple que podamos usar. Por lo tanto, se han construido 
tablas que nos permiten calcular estas potencias; y éstas se llaman tablas de logarit- 
mos o tablas de potencias dependiendo de la manera que están construidas. Es senci- 
llamente un problema de ahorrar tiempo; si tenemos que elevar un número a una po- 
tencia irracional es mejor buscarlo que tener que calcularlo. Por supuesto, este 
cálculo no es más que un problema técnico, pero interesante y de gran valor histórico. 
En primer lugar, no sólo tenemos el problema de resolver x = 10 YZ, sino también 
tenemos el problema de resolver 10*= 2, ó x = log,¿2. Este no es un problema en el 
cual tengamos que definir un nuevo tipo de número para el resultado, es simplemente 
un problema de cálculo. La respuesta es simplemente un número irracional, un deci- 
mal sin término, no un nuevo tipo de número. 


Discutamos ahora el problema de calcular soluciones de tales ecuaciones. La 
idea general es verdaderamente muy simple. Si pudiéramos calcular 10* y 104 !° 
y 101/100 y 104/1000 etc., y los multiplicáaramos, obtendriamos 101414... y 10V2, y esta 
es la idea general de cómo esto funciona. Pero en vez 
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de calcular 10*/1% y los demás, vamos a calcular 10/2, 101/%, etc., Antes que empe- 
cemos, debemos explicar por qué hacemos tanto trabajo con 10, en vez de con otro 
número. Nos damos cuenta, por supuesto, que las tablas de logaritmos son de gran 
utilidad práctica, aparte del problema matemático de extraer raíces, ya que con 
cualquier base 


logs (ac) = log, a + logs c. (22.3) 


Todos sabemos que podemos usar este hecho de una manera práctica para multi- 
plicar números si tenemos una tabla de logaritmos. La única pregunta es: ¿con qué 
base b vamos a calcular? No importa qué base se use; podemos usar el mismo prin- 
cipio todas las veces y si estamos usando logaritmos con una base determinada, 
podemos encontrar los logaritmos con respecto a cualquier otra base simplemente 
cambiando la escala, un factor de multiplicación. Si multiplicamos la ecuación (22.3) 
por 6l, sigue siendo igualmente válida; y si tuviéramos una tabla de logaritmos con 
base b y si alguien multiplicara toda nuestra tabla por 61, no habria diferencia 
esencial. Supongan que conocemos los logaritmos de todos los números en la base b. 
En otras palabras, podemos resolver la ecuación b° = c para cualquier c porque 
tenemos una tabla. El problema es encontrar el logaritmo del mismo número c con 
respecto a otra base, digamos x. Nos gustaria resolver x?’ = c. Ello es fácil de hacer, 
porque siempre podemos escribir x = b, que define a £, conociendo x y b. De hecho 
t = log¿x. Si reemplazamos este valor y despejamos para a”, vemos que (b')a' = b'a’ 
= C. En otras palabras, ta’ es el logaritmo de c en base b. Asi a’ = a/t. Luego los 
logaritmos en base x son simplemente 1/1, que es una constante, por los logaritmos 
en base b. Por lo tanto, cualquier tabla de logaritmos es equivalente a cualquier 
otra tabla de logaritmos si multiplcamos por una constante y la constante es 
1 /log,x. Esto nos permite elegir una base particular y por conveniencia tomamos la 
base 10. (La pregunta puede surgir de si existe alguna base natural, una base en la cual 
las cosas sean más sencillas y vamos a tratar de encontrar una respuesta a eso más 
tarde. Por el momento vamos a usar la base 10.) 


Veamos ahora cómo calcular logaritmos. Empezamos calculando raíces cuadra- 
das sucesivas de 10 por el método de aproximación. Los resultados se muestran en 
la tabla 22-1. La primera columna da las potencias de 10 y el resultado, 10°, se da 
en la tercera columna. Asi, 10' = 10. La potencia a un medio de 10 la pode- 
mos calcular facilmente porque es la raiz cuadrada de 10 y hay un proceso conocido 
y simple para extraer la raiz cuadrada de cualquier número*. Usando este proceso, 
encontramos que la primera raiz cuadrada es 3,16228. ¿De qué nos sirve eso? Ya 
nos dice algo, nos dice cómo extraer 10%, así conocemos por lo menos un loga- 
ritmo, si sucede que necesitamos el logaritmo de 3,16228 sabemos que la respuesta 
está cerca de 0,50000. Pero tenemos que mejorar un poco; se ve que necesitamos 
más información. De manera que extraemos la raiz cuadrada de nuevo y encontra- 
mos 10!/* que es 1,77828. Ahora tenemos el logaritmo de más números que antes, 
1,250 es el logaritmo de 17,78 y, entre paréntesis, 


* Existe un procedimiento aritmético definido, pero la manera más fácil de encontrar la raiz 
cuadrada de cualquier número N es elegir un a bastante cerca del valor, encontrar N/a, pro- 
mediar a = 1/2 [a + (N/a)) y usar este valor promediado a” para la siguiente elección de a. 
La convergencia es muy rápida —el número de cifras significativas se dobla cada vez. 
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Tabla 22-1 


Raices cuadradas sucesivas de diez 


Exponente s| 1024 s 10* (10° — 1)/s 
1 1024- 10.00000 9.00 
1/2 512 3.16228 4.32 
1/4 256 1.77828 3.113 
1/8 128 1.33352 2.668 
1/16 64 1.15478 2.476 
1/32 32 1.074607 2.3874 
1/64 16 1.036633 2.3445 
1/128 8 1.018152 2.3234?11 
1/256 4 1 .0090350. 2.3130104 
1/512 2 1.0045073 2.3077 93 
1/1024 J 1.0022511 2.3051 ?6 

26 

A/1024 A 1+ .0022486A += — 2.3025 

| (A = 0) 


si alguien pregunta por 10% 75 lo podemos obtener porque es 10535+0259; es, por lo 
tanto, el producto de los números segundo y tercero. Si podemos obtener números en 
la columna s para poder construir casi cualquier número, entonces al multiplicar los 
elementos adecuados en la columna 3, podemos obtener 10 elevado a cualquier poten- 
cia; ese es el plan. Asi que calculamos diez raices cuadradas sucesivas y ése es el tra- 
bajo principal de estos cálculos. 


¿Por qué no seguimos para obtener cada vez más precisión? Porque empezamos 
a darnos cuenta de algo. Cuando elevamos 10 a una potencia muy pequeña, ob- 
tenemos | más una pequeña cantidad. La razón de esto es clara porque vamos a 
tener que tomar la potencia 1.000ésima de 101/1000 para volver a 10, de manera que 
mejor que no empecemos con un número tan grande; tiene que ser cerca de 1. Lo 
que notamos es que los pequeños números que sumamos a l empiezan a aparecer 
como si estuviéramos simplemente dividiendo por 2 cada vez; vemos que 1.815 se 
hace 903; después 450, 225; de manera que está claro que si extraemos otra raiz, 
con excelente aproximación obtendremos 1,00112 más o menos, y en vez de extraer 
realmente todas las raices cuadradas, estimamos cel limite último. Cuando tomamos 
una pequeña fracción A de 1.024, ¿cuál va a ser la respuesta a medida que .1 tienda 
a cero? Por supuesto va a ser algún número cerca de 0,0022511 A. No exacta- 
mente 0,0022511 A; sin embargo, podemos obtener un valor mejor mediante el si 
guiente truco: restamos el 1 y después dividimos por la potencia s. Esto deberia 
corregir todos los excesos en el mismo valor. Vemos que son muy parecidos. Al prin- 
cipio de la tabla no, pero a medida que bajan, se acercan cada vez más a un valor 
constante. ¿Cuál es el valor? De nuevo miramos cómo varia la seric, cómo ha cam- 
biado con s. Cambio en 241, en 104, en 53, en 26. Estos cambios son evidentemente 
en forma muy aproximada la mitad el uno del otro a medida que bajamos. Por lo 
tanto, si seguimos adelante, los cambios serian 13, 7, 3, 
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2, 1, más o menos, o un total de 26. De manera que tenemos que avanzar solamente 
en 26 y asi encontramos que el número verdadero es 2,3025 (realmente veremos 
más tarde que el número exacto deberia ser 2,3026, pero para no quitarle realidad 
no vamos a alterar nada en la aritmética). A partir de esta tabla podemos calcular 
ahora cualquier potencia de 10, componiendo las potencias a partir de la 1.024aa, 


Calculemos ahora realmente un logaritmo, porque el proceso que vamos a usar 
es el proceso de dónde provienen las tablas de logaritmos. El procedimiento se 
muestra en la tabla 22-2 y los valores numéricos se muestran en la tabla 22-1 (co- 
lumnas 2 y 3). 


Tabla 22-2 


Calculo de un logaritmo: log,,,? 


2 + 1.77828 = 1.124682 
1.124682 + 1.074607 = 1.046598, etc. 


*, 2 = (1.77828)(1.074607)(1.036633)(1.090350)(1.000573) 
1 308.254 
= 10| —— (256 + 32 + 16 + 4 + 0.254] = 10/2222 
E PO | | 1024 | 
= 100.30103 I wos 
2249 


".log102 = 0.30103 


Supongan que queremos el logaritmo de 2. Es decir, queremos saber a qué po- 
tencia debemos elevar 10 para obtener 2. ¿Podemos elevar 10 a la potencia 1/2? 
No; es muy grande. En otras palabras. podemos ver que la respuesta va a ser mayor 
que 1/4 y menor que 1/2. Saquemos el factor 10'/*; dividimos 2 por 1.778.... y 
obtenemos 1.124..., etc., y ahora sabemos que hemos sacado 0,250000 del logaritmo. 
El número 1,124... es ahora el número cuyo logaritmo necesitamos. Cuando haya- 
mos terminado, agregaremos de nuevo el 1/4, o 256/1.024. Ahora buscamos en la 
tabla el número siguiente. justo debajo de 1.124... y es 1.074607. Por lo tanto. 
dividimos por 1.074607 y obtenemos 1.046598. De ahi descubrimos que 2 puede ser 
formado por un producto de números que están en la tabla 22-1. como sigue: 


2 = (1.77828X(1.074607(1.036633)(1.0090350)(1.000573). 


Sobró un factor (1,000573). naturalmente. que está más allá del alcance de nuestra 
tabla. Para obtener el logaritmo de este factor usamos nuestro resultado que 
103/1024 œ | + 2,3025 14/1024. Encontramos 4 = 0,254. Luego nuestra respuesta 
es 10 a la siguiente potencia: (256 + 32 + 16 + 4 + 0,254)/1024. Sumandolos ob- 
tenemos 308,254/1024. Dividiendo obtenemos 0,30103. de manera que sabemos 
que log, 2 = 0.30103: ¡que resulta correcto hasta 5 cifras! 


Esta es la manera cómo los logaritmos fueron calculados originalmente por el 
Sr. Briggs de Halifax, en 1620. Dijo. “compute sucesivamente 54 raices cuadradas 
de 10”. Sabemos que realmente calculó las primeras 27, porque el resto se puede 
obtener por este 
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truco con el A. Su trabajo consistió en calcular la raiz cuadrada de 10 veintisiete 
veces, que no es mucho más que las diez veces que lo hicimos nosotros; sin embargo, 
fue mucho más trabajo porque él calculó hasta dieciséis cifras decimales y luego 
redujo su resultado a catorce cuando lo publicó, de manera que no habia errores 
de redondeo. Hizo tablas de logaritmos con catorce cifras decimales mediante este 
método, que es bastante tedioso. Pero todas las tablas de logaritmos por trescientos 
años fueron tomadas de las tablas del Sr. Briggs, reduciendo el número de cifras 
decimales. Sólo en los tiempos contemporáneos con la WPA y las máquinas com- 
putadoras, se han calculado nuevas tablas independientemente. Hay métodos mucho 
más eficientes de calcular logaritmos hoy en día, usando ciertos desarrollos en serie. 


En el proceso anterior descubrimos algo bastante interesante y es que para pe- 
queñas potencias c podemos calcular 10% facilmente; hemos descubierto que 10€ = 
= 1 + 2,3025€ por simple análisis numérico. Esto también significa, por supuesto, 
que 107/233025 = 1 + n si n es muy pequeña. Ahora bien los logaritmos en cualquier 
otra base son simples múltiplos de los logaritmos en base 10. La base 10 fue usada 
solamente porque tenemos 10 dedos y la aritmética es fácil, pero si preguntamos 
por una base matemáticamente natural, una que no tenga nada que ver con el nú- 
mero de dedos en los seres humanos, podriamos tratar de cambiar nuestra escala de 
logaritmos de una manera natural y conveniente y el método que la gente ha ele- 
gido es redefinir los logaritmos multiplicando todos los logaritmos en base 10 por 
2,3025. Esto corresponde entonces a usar otra base y que se llama base natural 
o base e. Noten que log, (1 + 1)=noe7= | + n a medida que n > 0. 


Es bastante fácil averiguar lo que es e: e = 101/23025 ó 10943429... una potencia 
irracional. Nuestra tabla de raices cuadradas sucesivas de 10 se puede usar para 
calcular no sólo logaritmos, sino también 10 elevado a cualquier potencia; así que 
usémosla para calcular esta base natural e. Por conveniencia, transformamos 
0,434294... en 444,73/1024. Ahora, 444,73 es 256 + 128 + 32 + 16 + 2 + 0,73. 
Entonces e, ya que es un exponente de una suma, va a ser el producto de los 
números 


(El único problema es el último, que es 0,73, y que no está en la tabla, pero sabemos 
que sies pequeño, la respuesta es 1 + 2,3025 A.) Cuando los multiplicamos, ob- 
tenemos 2,7184 (debería ser 2,7183, pero está bastante bien). El uso de estas tablas 
es, entonces, la manera mediante la cual se calculan las potencias irracionales y los 
logaritmos de números irracionales. Y con esto terminamos con los números irra- 
cionales, 


22-5 Números complejos 


Y ahora resulta que, después de todo ese trabajo, ¡todavía no podemos resolver 
todas la ecuaciones! Por ejemplo, ¿cual es la raiz cuadrada de —1? Supongan que 
tenemos que encontrar x? = —-1. El cuadrado de ningún racional, de ningún irracio- 
nal. de nada que hayamos descubierto hasta ahora es igual a —1. De manera que 
de nuevo tenemos que generalizar nuestros numeros a una clase aún más amplia. 
Supongamos que una solución especifica de x? = —1 se llama de alguna manera, 
nosotros la llamaremos i; í tiene por definición la propiedad de que su cuadrado 
es —l. Esto es 
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casi todo lo que vamos a decir de ella; por supuesto que hay más de una raiz de la 


ecuación xX? = — |. Alguien podria escribir i, pero otro podria decir: “No, yo pre- 
fiero —i. Mi i es tu į menos”. Es una solución igualmente buena, y como la única 
definición que tiene į es que i = -— 1, debe ser cierto que cualquier ecuación que 


podamos escribir es igualmente cierta, si el signo de i se cambia por doquier. Esto 
se llama tomar el complejo conjugado. Ahora vamos a formar números sumando 
sucesivas jes y multiplicando ies por números y sumando otros números, etc., de 
acuerdo con todas nuestras reglas. De esta manera encontramos que los números 
pueden escribirse todos en la forma p + i q, donde p y q son los que llamamos nú- 
meros reales, es decir, los números que hemos estado definiendo hasta ahora. El 
número ise llama unidad imaginaria. Cualquier múltiplo real de í se llama imagl- 
nario puro. El número más general a es de la forma p + iq y se llama número com- 
plejo. Las cosas no se empeoran si, por ejemplo, multiplicamos dos de estos números. 
digamos (r + is) (p + iq). Entonces, usando las reglas, obtenemos 


(r + isp + iq) 


rp + r(iq) + (sp + (isX(iq) 
rp + ¡(rq) + i(sp) + (¡D(sq) 
(rp — sq) + ¡(q + sp), (22.4) 


Il 


li 


ya que ii = iè = — l1. Por lo tanto, todos los números que obedecen ahora las reglas 
(22.1) tienen esta forma matemática. 

Ahora ustedes diran: “¡Esto puede seguir indefinidamente! Hemos definido las 
potencias de los imaginarios y todo lo demás y cuando estamos listos, viene alguien 
con Otra ecuacion que no puede ser resuelta como x? + 3x7 = —2. ¡Entonces tene- 
mos que generalizar todo de nuevo!” Pero resulta que con esta invención adicional 
que es simplemente la raiz cuadrada de —1, ¡toda ecuación algebraica puede ser 
resuelta! Este es un hecho fantástico que debemos dejar que lo demuestre el De- 
partamento de Matemáticas. Las demostraciones son hermosas y muy interesantes, 
pero ciertamente no son evidentes por si mismas. De hecho, la suposición más evi- 
dente es que vamos a tener que inventar de nuevo, de nuevo y de nuevo. Pero el 
milagro más grande es que no tenemos que hacerlo. Esta es la última invención. 
Después de esta invención de los números complejos, encontramos que las reglas 
siguen funcionando con los números complejos y hemos terminado de inventar cosas 
nuevas. Podemos encontrar la potencia compleja de cualquier número complejo, 
podemos resolver cualquier ecuación escrita algebraicamente en términos de un 
número finito de esos simbolos. No encontramos más números nuevos. La raiz cua- 
drada de í, por ejemplo, tiene un resultado bien determinado, no es algo nuevo; y 
ï es algo. Vamos a discutir esto ahora. i 

Ya hemos discutido la multiplicación, y la adición también es sencilla; si suma- 
mos dos numeros complejos (p + iq) + (r + is) la respuesta es (p + r) + i (q + s). 
Ya podemos sumar y multiplicar números complejos. Pero el problema real, por 
supuesto, es calcular potencias complejas de números complejos. Resulta que el pro- 
blema es realmente no mucho mas dificil que calcular las potencias complejas de 
numcros reales. Asi que concretémonos ahora al problema de calcular 10 elevado a 
una potencia compleja. no precisamente una potencia irracional, sino 100 + i9. Por 
supuesto, en todo momento debemos usar nuestras reglas (22.1) y (22.2). Asi 


190+*» = 10710”. (22.5) 
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Pero ya sabemos como calcular 107 y siempre podemos multiplicar algo por cual- 
quier otra cosa; luego el problema es calcular solamente 10. Indiquémoslo por 
algún número complejo x + iy. Problema: dado s, encontrar x, encontrar y. Ahora 
si f 

10% = x + i, 


entonces el complejo conjugado de esta ecuación también debe ser cierto, de manera 
que y 
107% = x — iy. 


(Vemos asi que podemos deducir una cantidad de cosas sin realmente calcular nada, 
utilizando nuestras reglas.) Deducimos otra cosa interesante al multiplicarlas 


10107" = 10° = 1 = (x + yx — iy) = x? + y?. (22.6) 


De manera que si encontramos x también encontramos y. 

Ahora el problema es cómo calcular 10 elevado a una potencia imaginaria. 
¿Qué guía existe? Podemos trabajar basándonos en nuestras reglas hasta que no 
podamos ir más allá, pero hay una guia razonable: si podemos calcularlo para 
una s particular podemos obtenerlo para todo el 'resto. Si conocemos 10's para una s 
cualquiera y después lo queremos para el doble de esa s, podemos elevar el número 
al cuadrado, y asi sucesivamente. Pero, ¿cómo encontrar 10's aun para un valor 
especial de s? Para lograrlo vamos a hacer una hipótesis adicional que no esta pre- 
cisamente en la categoria de todas las otras reglas, pero que lleva a resultados ra- 
zonables y nos permite progresar: cuando la potencia es pequeña vamos a suponer 
que la “ley” 10:= 1 + 2,3025 e es correcta, a medida que « se hace muy pequeña, 
no sólo para e real. sino también para < complejo. Por lo tanto, empezamos con la 
hipótesis de que esta ley es válida en general, y esto nos dice que 10ís = 1 + 2.3025. 
-is, para s > 0. De manera que suponemos que si s es muy pequeña, digamos uno 
en 1024, tenemos una buena aproximación a 10's, 

Ahora hacemos una tabla mediante la cual podemos calcular todas las potencias 
imaginarias de 10, esto es calcular x e y. Esto se hace como sigue. La primera po- 
tencia con que empezamos es la potencia 1/1024, que suponemos que tiene un valor 
muy cercano a 1 + 2,3025i/1024. Asi empezamos con 


10/1924 — 1.00000 + 0.00224861, (22.7) 


y si seguimos multiplicando el número por sí mismo, podemos llegar a una potencia 
imaginaria mayor. De hecho, basta con invertir el procedimiento que usamos al hacer 
nuestra tabla de logaritmos y calcular el cuadrado, la 4.*, la 8.* potencia. etc., de 
(22.7) y asi construir los valores mostrados en la tabla 22-3. Notamos un hecho in- 
teresante, que los números x son positivos al principio, pero después se hacen nega- 
tivos. Vamos a examinar esto un poco más dentro de un momento. Pero primero 
podriamos tener la curiosidad de averiguar para qué número s la parte real de 10's 
es cero. El valor y podria ser i y asi tendriamos 10ís = į ó is = logi. Como ejemplo 
de cómo usar esta tabla, tal como calculamos antes log,¿?, usamos la tabla 22-3 
para encontrar log, oí. 


¿Cual de los numeros de la tabla 22-3 debemos multiplicar para obtener un re- 
sultado imaginario? Después de tantear un poco, descubrimos que para reducir x lo 
nás que se pueda, es mejor multiplicar “512” por “128”. Esto da 0,13056 + 0.991447. 
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Entonces descubrimos que debemos multiplicar esto por un número cuya parte ima- 
ginaria sea casi igual a la dimensión de la parte real que estamos tratando de eli- 
minar. Por lo tanto, elegimos “64” cuyo valor de y es 0,14349, ya que es el más 
cercano a 0,13056. Esto da—0,01350 + 0,99993 i. Ahora nos pasamos de largo y 
debemos dividir por 0,99996 + 0,00900í. ¿Cómo lo hacemos? Cambiando el signo 
de i y multiplicando por 0,99996 — 0,00900 i (que funciona si x? + y? = 1). Siguien- 
do de esta manera encontramos que la potencia a que debemos elevar 10 para que 
dé i es į (512 + 128 + 64-4-2 + 0,20) 1.024, ó 698,20 ¡/ 1.024. Si elevamos 10 
a esa potencia obtenemos i. Luego log y = 0682261. 


Tabla 22-3 
Cuadrados sucesivos de 10/92. 1 + 0,0022486 i 


ponente 024 10% 
i/1024 1 | 1.00000 + 0.00225;* 
i/512 2 | 1.00000 + 0.00450; 
i/256 4 | 0.99996 + 0.00900; 
i/128 8 | 0.99984 + 0.91800; 
i/64 16 | 0.99936 + 0.03599; 
i/32 32 | 0.99742 + 0.07193; 
i/16 64 | 0.98967 + 0.14349i 
i/8 128 | 0.9585 + 0.28402; 
i/4 256 | 0.83872 + 0.54467i 
i/2 512 | 0.40679 + 0.91365; 
i/1 1024 | —0.66928 + 0.743321 
* Debeser 0.0022486¡ 


Figura 22-1 


22-6 Exponentes imaginarios 


Para seguir investigando el tema de elevar a potencias complejas imaginarias, 
echemos un vistazo a las potencias de 10 al elevar a potencias sucesivas, no du- 
plicando cada vez la potencia con el fin de continuar con la tabla 22-3 y ver qué 
pasa con esos signos menos. Esto se muestra en la tabla 22-4 en la cual toma- 
mos 10i/8 y lo seguimos multiplicando. Vemos que x disminuye, pasa por cero, llega 
casi a —1 (si pudiéramos introducirnos entre p = 10 y p= 11 evidentemente alcan- 
zaria —1) y vuelve atrás. El valor y también va de un lado a otro. 


En la figura 22-1, los puntos representan los números que aparecen en la tabla 
22-4 y las lineas se dibujaron precisamente para ayudarles visualmente. Vemos asi 
que los números x e y oscilan; 10's se repite, es algo periódico y como tal es facil de 
explicar, porque si una cierta potencia es i, entonces la cuarta potencia de ello sera £? 
al cuadrado. Será + 1 de nuevo y por lo tanto, ya que 100.68 es igual a i, al tomar 
la cuarta potencia descubrimos que 102.72í es igual a + 1. Por lo tanto, si quisiéra- 
mos 
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Tabla 22-4 
Potencias sucesivas de 10;/* 


p= meme 8i pil 
0 1.00000 + 0.00000; 
1 0.95882 + 0.28402; 
2 0.83867 + 0.54465; 
3 0.64944 + 0.760421 
4 0.40672 + 0.91356; 
5 0.13050 + 0.99146; 
6 —0.15647 + 0.98770; 
7 —0.43055 + 0.90260; 
8 —0.66917 + 0.74315i 
9 —0.85268 + 0.52249; 
10 —0.96596 + 0.25880; 
11 —0.99969 — 0.02620; 
12 —0.95104 — 0.30905; 
14 —0.62928 — 0.77717i 
16 —0.10447 — 0.99453; 
18 +0.45454 — 0.89098; 
20 +0.86648 — 0.49967i 
22 +0.99884 + 0.05287; 
24 +0.80890 + 0.58836; 


103,001, por ejemplo, podriamos escribirlo como 102,72 por 100.28i, En otras palabras, 
tiene un periodo, se repite. ¡Por supuesto, reconocemos a qué se parecen las curvas! 
Se parecen al seno y al coseno y las vamos a llamar, mientras tanto, el seno alge- 
braico y el coseno algebraico. Sin embargo, en vez de usar la base 10, las vamos 
a poner en nuestra base natural, lo que cambia solamente la escala horizontal; 
de manera que reemplazamos 2,3025 s por t y escribimos 10% = et, donde / es un 
número real. Ahora e" = x + iy, y lo vamos a escribir como el coseno algebraico 
de 1 más i veces el seno algebraico de /. Asi 
it 


e" = cost + ¡sent, (22.8) 


¿Cuáles son las propiedades de cos f y sen 1? Sabemos primero, por ejemplo, que 
x? + y? = 1; lo hemos demostrado antes y es tan válido para la base e como para 
la base 10. Luego cos? t + sen? t= 1. También sabemos que, para t pequeño, ell = 
= 1 + it y, por lo tanto cos t es casi 1 y sen / es casi £, y asi resulta que todas las 
diversas propiedades de estas notables funciones, que provienen de elevar a poten- 
cias imaginarias, son las mismas que las de seno y coseno de la trigonometria. 


¿Es el periodo el mismo? Averiguémoslo. ¿Elevado a qué potencia e es igual 
a 1? ¿Cual es el logaritmo de í en base e? Ya resolvimos esto anteriormente, en la 
Jase 10 era 0,68226í, pero cuando cambiamos nuestra escala logarítmica a e, tene- 
mos que multiplicar por 2,3025, y si lo hacemos resulta 1,5709. De manera que lo 
vamos a llamar “7/2 algebraico”. 
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Pero vemos que se diferencia del 7/2 regular sólo por una unidad en la última cifra; 
¡y eso, por supuesto, es el resultado de errores en nuestra aritmética! Por lo tanto, 
hemos creado dos funciones nuevas de una manera puramente algebraica, el coseno 
y el seno, que pertenecen al álgebra y sólo al álgebra. Despertamos al final descu- 
briendo las mismas funciones que son propias de la geometría. De manera que aquí 
hay una conexión, en última instancia, entre el algebra y la geometria. 

Resumimos con esto la fórmula más notable de la matemática: 


e” = cos 0 Y ¡isenó. (22.9) 


Esta es nuestra joya. 


Podemos relacionar la geometria con el álgebra, representando los números com- 
plejos en un plano; la posición horizontal de un punto es x, la posición vertical de 
un punto es y (Fig. 22-2). Representamos cualquier número complejo x + iy. Luego 
si la distancia radial a este punto la llamamos r y el ángulo se designa por 0, la ley 
algebraica es que x + iy se escribe de la forma rei8 donde las relaciones geomé- 
tricas entre x, y, r y 0 son como se indican. Esta es, entonces, la unificación del 
álgebra y la geometria. 


Fig. 22-2. x + iy = rel, 


Cuando empezamos este capítulo, provistos sólo con las nociones básicas de 
enteros y de contar, no teniamos idea del poder del proceso de abstracción y gene- 
ralización. Usando el conjunto de “leyes” algebraicas o propiedades de los números, 
(Ec. 22.1) y las definiciones de operaciones inversas (22.2), hemos sido capaces, 
nosotros mismos, de fabricar no sólo números, sino cosas útiles como tablas de lo- 
garitmos, potencias y funciones trigonométricas (porque esto es lo que son las 
potencias imaginarias de números reales), todo ¡simplemente extrayendo diez raices 
cuadradas sucesivas de diez! ` 
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23-1 Números complejos y movimiento armónico 


En este capítulo vamos a continuar nuestra discusión del oscilador armónico y 
en particular el oscilador armónico forzado, usando una nueva técnica en el aná- 
lisis. En el capítulo anterior introdujimos la idea de números complejos, que tienen 
partes real e imaginaria y que pueden ser representados en un diagrama en el cual 
la ordenada representa la parte imaginaria y la abcisa representa la parte real. Si 
a es un número complejo, podemos escribirlo como a = a, + ia, donde el subindice 
r significa la parte real de a y el subindice i significa la parte imaginaria de a. Re- 
firiéndonos a la figura 23-1 vemos que también podemos escribir un número complejo 
a= x + iy len la forma x + iy = re 9 donde r? = x? + y? = (x + ly) (x—iy)] =a 
a*. (El complejo conjugado de a, escrito a*, se obtiene cambiando el signo 
de i en a.) Vamos asi a representar un número complejo en cualquiera de las dos 
formas, una parte real más una parte imaginaria o un módulo r y un asi llamado 
angulo de fase 0. Dado r y 0, x e y son claramente" Tos 0 y r sen e inversamente, 
dado un número complejo x + iy, r = aa tan O = y/x, el cociente entre la 
parte imaginaria y la real. 


Eje imaginario 


Fig. 23-1. Un número complejo se 
puede representar con un punto en el “plano 
Eje real complejo”. 


x 


Vamos a aplicar números complejos a nuestro análisis de fenómenos fisicos me- 
diante el siguiente truco. Tenemos ejemplos de cosas que oscilan; la oscilación pue- 
de tener una fuerza impulsora, que es una cierta constante por cos wt. Ahora, es- 
ta fuerza F = F, cos œt se puede escribir como la parte real de un número complejo 
F = Felt, porque el! -= cos wt + i sen wt. La razón por la cual hacemos esto es 
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que es más fácil trabajar con una función exponencial que con coseno. De 
manera que todo el truco es representar nuestras funciones oscilantes como partes 
reales de ciertas funciones complejas. El número complejo F que hemos definido 
así no es una fuerza física real, porque ninguna fuerza en física es realmente com- 
pleja; las fuerzas reales no tienen. partes imaginarias, sólo una parte real. Vamos, 
sin embargo, a hablar de la “fuerza” Fett pero por supuesto la fuerza verdadera 
es la parte real de esa expresión. 


Tomemos otro ejemplo. Supongan que queremos representar una fuerza que es 
una onda cosinusoidal, que está defasada con un atraso de fase A. Esta sería, por su- 
puesto, la parte real de F,el (et- 4), pero siendo las exponenciales lo que son, podemos 
escribir el (wt- 4) = glwte-1A, Vemos asi que el álgebra de las exponenciales es mucho 
más facil que la de los senos y cosenos; ésta es la razón por la que elegimos el uso 
de números complejos. Vamos a escribir muy a menudo 


F = Fye Pel = Fer. (23.1) 


Escribimos un acento circunflejo (^) sobre F para recordarnos que esta canti- 
dad es un número complejo: aqui el número es 


ÔF == Foe., 


Ahora resolvamos una ecuación usando números complejos para ver si podemos 
resolver un problema en algún caso real. Por ejemplo, tratemos de resolver 


p k F 
Se += al = p? coson (23.2) 


donde F es la fuerza que impulsa al oscilador y x el desplazamiento. Ahora, aunque 
parezca absurdo, supongamos que x y F son realmente números complejos, esto con 
un propósito matemático solamente. Es decir, x tiene una parte real y una parte 
imaginaria por i, y F tiene una parte real y una parte imaginaria por i. Ahora, si 
tuviéramos una solución de (23.2) con números complejos y sustituyéramos los 
números complejos en la ecuación, obtendriamos 


A + ix), kr ix) _ Er iF; 


dt? m m 


dx, kx, (dx; ex) F, iF; 
Tet ES m 


Ahora bien, ya que si dos números complejos son iguales sus partes reales deben 
ser iguales y sus partes imaginarias deben ser iguales, deducimos que la parte real 
de x sastiface la ecuación con la parte real de la fuerza. Debemos hacer énfasis, 
sin embargo, que esta separación en una parte real y una parte imaginaria no es 
válida en general, sino que es válida sólo para ecuaciones que son lineales, es decir, 
para ecuaciones en las cuales x aparece en cada término sólo en primera potencia o 
potencia cero. Por ejemplo, si hubiera en la ecuación un término .1x?, entonces, 
cuando sustituyéramos x, + ix; obtendriamos .Ua, + ix;)?. pero cuando separára- 
mos en partes real e imaginaria esto daria .1 (x,* — x) como la parte real y 2.1 x, x; 
como la parte imaginaria. Vemos asi que 
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la parte real de la ecuación no incluiria sólo Ax? sino también — Ax}. En este caso 
obtenemos una ecuación diferente que la queriamos resolver, mezclada con x; esa 
cosa completamente artificial que introdujimos en nuestro análisis. 


Probemos ahora nuestro nuevo método para el problema del oscilador forzado, 
que ya sabemos resolver. Queremos resolver la ecuación (23.2) como antes, pero 
decimos que vamos a tratar de resolver 


dx kx a dut 

donde Fei! es un número complejo. También x va a ser compleja por supuesto, 
pero recuerden la regla: tomen la parte real para averiguar lo que está pasando 
realmente. De manera que tratamos de resolver (23.3) para la solución forzada; 
vamos a discutir después otras soluciones. La solución forzada tiene la misma fre- 
cuencia que la fuerza aplicada y tiene una cierta amplitud de oscilación y una cierta 
fase, de manera que también se puede representar con algún número complejo X, 
cuyo módulo representa el balanceo de x y cuya fase representa el atraso en el tiem- 
po de la misma manera que para la fuerza. Ahora bien, un aspecto maravilloso de una 
función exponencial es que d(X ele!) /dt = iwxX e»t, Cuando derivamos una función 
exponencial, bajamos el exponente como un simple factor. La segunda derivada hace 
lo mismo, baja otro iw de manera que es muy sencillo escribir inmediatamente, por 
sola inspección, la ecuación para X: cada vez que vemos una derivación simplemente 
multiplicamos por iw (¡La derivación es ahora tan facil como la multiplicación! Esta 
idea de usar exponenciales en ecuaciones diferenciales lineales es casi tan grande 
como la invención de los logaritmos, donde la multiplicación se reemplaza por la 
suma. Aquí la derivación se reemplaza por la multiplicación.) Asi nuestra ecuación 
resulta 


(iw)? + (k2/m) = F/m. (23.4) 


(Hemos simplificado el factor común ei). ¡Vean lo simple que es! Ecuaciones dife- 
renciales se convierten inmediatamente a simple vista en meras ecuaciones algebraicas; 
prácticamente tenemos la solución a simple vista, a saber: 


__ Élm 
mar? 


ya que (la? = ~w. Esto se puede simplificar un poco sustituyendo k/m = œw% lo 
que da 


2 = F/m(w? — «?). (23.5) 


Esta, por supuesto, es la solución que teniamos antes; porque ya que Mm(wr—«*) 
es un número real, los ángulos de fase de F y de £ son los mismos (o a lo mejor 180% 
si œ? > a), como se habia dicho previamente. El módulo de £, que mide hasta don- 
de oscila, está relacionado con el tamaño de F mediante el factor 1/m (w3—a»?), y 
este factor se hace enorme cuando «w es casi igual a a. Asi obtenemos una respuesta 
muy fuerte cuando aplicamos la frecuencia apropiada (si sostenemos un péndulo al 
extremo de una cuerda y lo sacudimos con la frecuencia adecuada, lo podemos ha- 
cer balancearse muy alto). 
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23-2 El oscilador forzado amortiguado 


Asi es, entonces, como analizamos el movimiento oscilatorio con la técnica mate- 
mática más elegante. Pero la elegancia de la técnica de ninguna manera se manifiesta 
en un problema que se puede resolver fácilmente por otros métodos. Se manifiesta sólo 
cuando se aplica a problemas más difíciles. Resolvamos, por lo tanto, otro problema 
más dificil, que además agrega un aspecto un poco más real al anterior. La ecua- 
ción (23.5) nos dice que si la frecuencia w fuera exactamente igual a œp, obtendriamos 
una respuesta infinita. En realidad esta respuesta infinita no se produce, por supuesto, 
porque otras cosas, como el roce, que hemos ignorado hasta ahora, limitan la respues- 
ta. Agreguemos entonces a la ecuación (23.2) un término de roce. 


Ordinariamente tal problema es muy dificil debido al carácter y a la complejidad 
del término de roce. Sin embargo, hay muchas circunstancias en las cuales la fuerza 
de roce es proporcional a la velocidad con que se mueve el objeto. Un ejemplo de 
este roce es el roce en el movimiento lento de un objeto en aceite o liquido espeso. 
No existe fuerza cuando está en reposo, pero mientras más rápido se mueve más rapi- 
do debe pasar el aceite junto al objeto y mayor es la resistencia. Por lo tanto, vamos 
a suponer que hay, además de los términos en (23.2), otro término, una fuerza de re- 
sistencia proporcional a la velocidad: F; = -c dx/dt. Va a ser conveniente en nuestro 
análisis matemático, escribir la constante c como m por y para simplificar un poco la 
ecuación. Este es precisamente el mismo truco que usamos con k, cuando lo re- 
emplazamos por m«w?,para simplificar el álgebra. Luego, nuestra ecuación va a ser 


míd?x/d%) + c(dx/dt) + kx = F (23.6) 
o, escribiendo c = mp y k = ma] y dividiendo por la masa m, 


(dx/d) + Y(dx/d0) + wax = F/m. (23.6a) 


Ahora tenemos la ecuación en la forma más conveniente para resolverla. Si y es 
muy pequeño, esto indica muy poco roce; si y es muy grande, hay una enorme can- 
tidad de roce. ¿Cómo resolvemos esta ecuación diferencial lineal? Supongan que la 
fuerza impulsora sea igual a & cos (wt + A); podriamos introducirla en (23.6a) y tra- 
tar de resolverla, pero en vez de eso, vamos a resolverla mediante nuestro nuevo mé- 
todo. Por lo tanto, escribimos F como la parte real de Fe“! y x como la parte real de 
xelwt y los sustituimos en la ecuación (23.6a). Ni siquiera es necesario realizar la susti- 
tución, porque podemos ver por inspección que la ecuación resultaria 


[GX + riw) + wise” = (FE/me”". (23.7) 


[De hecho si tratáramos de resolver la ecuación (23.64) por nuestro viejo método pe- 
destre, realmente apreciariamos la magia del método “complejo”.] Si dividimos por 
el! en ambos miembros, podemos obtener las respuestas Y para una fuerza dada F; 
ella es 


£ = Eimal — w? + iv). (23.8) 
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De manera que X de nuevo queda dada por Ê por un cierto factor. No hay nombre 
técnico para este factor, ninguna letra en particular para él, pero lo podemos 
llamar R para fines de discusión: 

l 
mo? — w* + ivw) 


R= 


% = ER. (23.9) 


(Aunque las letras Y y wọ son de uso muy común, esta R no tiene nombre particular.) 
Este factor R se puede escribir ya sea como p + iq o como un cierto módulo p por 
ei. Si se escribe como un cierto módulo por el, veamos lo que significa. Ahora 
Ê= Re, y la fuerza real F es la parte real de Rets eiv!, es decir, F, cos (wt + A). 
A continuación la ecuación (23.9) nos dice que X es igual a FR. Asi que escribiendo 
R = pel? como otra expresión para R, obtenemos 


£ = RÍ= pe*Fye? = pF tt”, 


Finalmente, volviendo aún más atrás, vemos que la x física, que es la parte real de la £ 
compleja, es igual a la parte real de pel + 4) eiwt, Pero p y F, son reales y la parte 
real de el(9 + 4 + wi) es simplemente cos (wt + A + 0). Asi 


x = pF,cos (ot + A + 0). (23.10) 


Esto nos dice que la amplitud de la respuesta es el módulo de la fuerza F multiplicada 
por un cierto factor de amplificación p; esto nos da la “cantidad” de oscilación. Tam- 
bién nos dice, sin embargo, que x no esta oscilando en fase con la fuerza que tiene una 
fase A, sino que está defasada en una cantidad adicional 9. Por lo tanto p y 6 repre- 
sentan el tamaño de la respuesta y el defasaje de la respuesta. 


Ahora busquemos lo que es p. Si tenemos un número complejo, el cuadrado de su 
módulo es igual al número por su complejo conjugado; asi 


1 

2 = = mes mem 

y mía — w? + io) — w? — iww) 
i (23.11) 

ml — o? H o 
Además, el ángulo de fase 8 es fácil de encontrar, porque si escribimos 
I/R = 1/pe” = (1/0 = me — W? + iww), 
vemos que 

tan = —Yw/(w% — w?). (3.12) 
Es negativo tg (0) = —tg 6. Resulta un valor negativo para 0 para todo w, y esto co- 


rresponde a que el desplazamiento .x se retrasa con respecto a la fuerza F. 
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w, w "Fig. 23-2. Gráfico de p? en función 
de w. 


La figura 23-2 muestra como p varia en función de la frecuencia (p? es fisicamen- 
te más interesante que p, porque p° es proporcional al cuadrado de la amplitud o, más 
o menos, a la energía que la fuerza desarrolla en el oscilador). Vemos que si y es 
muy pequeño, entonces 1 /(w]-— w?) es el término más importante y la respuesta tien- 
de a irse a infinito cuando w se hace igual a w,. Ahora, el “infinito ” no es realmente 
infinito porque si w = wọ, todavia queda el 1/p a?. El defasaje varia como se mues- 
tra en la figura 23-3. 


-180 E z- Fig. 23-3. Gráfico de 0 en función 
de w. 


En ciertas circunstancias, obtenemos una fórmula un poco diferente de (23.8), 
también llamada fórmula de resonancia y uno podria pensar que representa un fenó- 
meno diferente, pero no es asi. La razón es que si y es muy pequeña, la parte más in- 
teresante de la curva está cerca de w = ww y podemos reemplazar (23.8) por una 
fórmula aproximada que es muy precisa si y es pequeña y w está cerca de wọ. Ya que 
w — w? = (w~ w) (w, + 0), si w está cerca de w esto es casi lo mismo que el 
(w=) y po es casi lo mismo que yw,. Usando esto en (23.8), vemos que w3— w 
+ ip œ 2w (0, -w + 1y/2), de manera que 


= F/2muwnwo — w + 1/2) si YKwo y w=wo (23.13) 


Es fácil encontrar la fórmula correspondiente para p?. Es 


2 = 1/4 w [(wo — w)? + v?/4]. 


Vamos a dejar al estudiante que demuestre lo siguiente: si designamos por la uni- 
dad a la altura máxima de la curva de p? en función de w y preguntamos por el ancho 
Aw de la curva a la mitad de la altura máxima, el ancho total a mitad de la altura má- 
xima de la curva es Aw = y, suponiendo que y es pequeño. La resonancia se hace 
cada vez más aguda a medida que los efectos de roce se hacen cada vez más pe- 
queños. 
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Como otra medida del ancho, algunas personas usan una cantidad Q que se define 
como Q = «wp/p. Mientras más angosta la resonancia, más alta la Q : Q = 1.000 sig- 
nifica una resonancia cuyo ancho es sólo 1.000ésimo de la escala de frecuencia. La Q 
de la curva de resonancia mostrada en la figura 23-2 es 5. 


La importancia del fenómeno de resonancia es que aparece en muchas otras cir- 
cunstancias y, por lo tanto. el resto de este capitulo va a describir algunas de estas 
circunstancias. 


23-3 Resonancia eléctrica 


Las aplicaciones técnicas más simples y difundidas de la resonancia están en la 
electricidad. En el mundo eléctrico hay un cierto número de objetos que se pueden 
conectar para hacer circuitos eléctricos. Estos elementos pasivos de circuito, 
como se les llama comúnmente, son de tres tipos principajes, aunque cada uno tiene 
un poco de los otros dos. Antes de describirlos en mayor detalle, notemos que nuestra 
idea que el oscilador mecánico es una masa en el extremo de un resorte es sólo una 
aproximación. Toda la masa no está realmente en la “masa”; algo de la masa está 
en la inercia del resorte. Igualmente, el resorte no está en el “resorte”; la masa misma 
tiene un poco de elasticidad y aunque pudiera parecer. no es absolutamente rigida. y a 
medida que sube y baja, se deforma un poco bajo la acción del resorte que la está ti- 
rando. Lo mismo es válido en la electricidad. Hay una aproximación en la cual pode- 
mos agrupar cosas en “elementos de circuito” de los cuales se supone que tienen ca- 
racteristicas puras, ideales. Este no es el momento apropiado para discutir aqui esa 
aproximación, vamos a suponer sencillamente que es válida en este caso. 


ON 
o F Fig. 23-4. Los tres elementos pasivos 


Capacitor Resistor Inductor de circuito. 


Los tres tipos principales de elementos de circuito son los siguientes. El primero se 
llama capacitor (Fig. 23-4); un ejemplo es dos placas planas metálicas separadas una 
muy pequeña distancia por un material aislador. Cuando las placas se cargan se pro- 
duce entre ellas un voltaje, es decir, una cierta diferencia de potencial. La misma dife- 
rencia de potencial aparece entre los terminales A y B, porque si hubiera alguna dife- 
rencia entre los alambres de conexión la electricidad se escaparia. Por lo tanto, existe 
un cierto voltaje V entre las placas, si hay una cierta carga + q y —q en ellas, respec- 
tivamente. Entre las placas va a haber un cierto campo eléctrico; hasta hemos encon- 
trado una fórmula para el (capitulos 13 y 14): 


V = ød/eo = qd/e04, (23.14) 


donde d es la separación y A el área de las placas. Noten que la diferencia 
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de potencial es una función lineal de la carga. Si no tenemos placas paralelas. sino 
electrodos aislados de cualquier otra forma, la diferencia de potencial es todavia pre- 
cisamente proporcional a la carga, pero la constante de proporcionalidad podria no 
ser tan facil de calcular. Sin embargo, todo lo que necesitamos saber es que la diferen- 
cia de potencial a través de un condensador es proporcional a la carga: V = q/C; la 
constante de proporcionalidad es 1/C, donde C es la capacitancia del objeto. 


El segundo tipo de elemento de circuito se llama resistencia; ofrece resistencia al 
paso de la corriente. Sucede que los alambres metálicos y muchas otras sustancias 
resisten el paso de la corriente de esta manera: si hay una diferencia de potencial apli- 
cada a un pedazo de alguna sustancia, existe una corriente eléctrica 7 = dq/dt que es 
proporcional a la diferencia del potencial eléctrico: 


Y = RI = Rdg/dl. (23.15) 


El coeficiente de proporcionalidad se llama resistencia R. Esta relación puede ya ser 
familiar para ustedes; es la ley de Ohm. 


Si pensamos que la carga q en un capacitor es análoga al desplazamiento x de un 
sistema mecánico, vemos que la corriente 7 = dq /dt es análoga a la velocidad, 1/C 
es analoga a la constante k del resorte y R es análoga al coeficiente resistivo j’. Es 
muy interesante que ¡existe además otro elemento de circuito que es análogo a 
la masa! Es una bobina que forma un campo magnético dentro de sí misma cuando 
hay una corriente en ella. Un campo magnético variable desarrolla en la bobina un 
voltaje que es proporcional de dl/di (de hecho, asi funciona un transformador). 

El campo magnético es proporcional a la corriente y el voltaje inducido (asi lla- 
mado) en tal bobina es proporcional a la rapidez de variación de la corriente 


V = Ldl/dt = Ld*g/d?. (23.16) 


El coeficiente L es la autoinductancia y es análoga a la masa en un circuito mecá- 
nico oscilante. 


L c Fig. 23-5. Un circuito eléctrico oscilato- 


y | rio con resistencia, inductancia y capacitan- 
| 2 cia. 


Supongan que hacemos un circuito en el cual hemos conectado tres elementos 
de circuito en serie (Fig. 23-5); luego el voltaje en los extremos del objeto de 1 a 2 
es el trabajo realizado al llevar una carga a través de él y consiste en la suma de 
varias partes: en el inductor, V, = L d?/q/dt?; en la resistencia Vg = R dg/dt; 
en el capacitor V, = q/C. Su suma es igual al voltaje aplicado V: 


L d?q/dt? + Rdg/dt + q/C = V(0. (23.17) 


Ahora vemos que esta ecuación es exactamente igual a la ecuación mecánica (23.6), 
y por supuesto se puede resolver exactamente de la misma manera. Supongamos que V (t) 
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es oscilatorio: estamos impulsando el circuito con un generador con una oscilación 
sinusoidal pura. Entonces podemos escribir V (t) como un Y complejo en el enten- 
dimiento que se debe multiplicar por eíw! en última instancia y luego se debe tomar 
la parte real para encontrar el verdadero V. Asimismo se puede analizar la carga q 
y entonces, exactamente como en la ecuación (23.8), escribimos la ecuacion corres- 
pondiente: la segunda derivada de ĝ es (iw)? q; la primera derivada es (iw) q. Por 
lo tanto, la ecuación (23.17) se traduce en 


[cuy + Río) + ¿la = 


A 


14 
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Lliw)? + Ríiw) + a 
que podemos escribir en la forma 
q = V/Lloé — wa? + iv), (23.18) 


donde w¿= 1/LC y p = R/L ¡Es exactamente el mismo denominador que teníamos 
en el caso mecánico, con exactamente las mismas propiedades de resonancia! La 
correspondencia entre los casos eléctricos y mecanicos está delineada en la tabla 23-1. 


Tabla 23-1 


Caracteristica Propiedad Propiedad 
general mecánica eléctrica 
variable indep. tiempo (£) tiempo (1) 
variable dep. posición (x) carga (q) 
inercia masa (m) inductancia (L) 
resistencia coef. de arrastre (c = pm) resistencia (R = pL) 
rigidez rigidez (k) (capacitancia) (1/C) 
frecuencia de resonancia | w= k/m w= 1/L C 
periodo l = 2ay/m/k t = 2ayL C 
factor de mérito Q = alp Q = a L/R 
Er d 


Debemos mencionar un pequeño detalle técnico. En la literatura eléctrica se usa 
una notación diferente. (De un campo a otro el tema en realidad no es muy diferen- 
te, pero la manera de escribir las notaciones es a menudo diferente). Primero, se 
usa comúnmente j en vez de ¡ en ingeniería eléctrica para designar y/—1. (¡Después 
de todo, i debe ser la corriente!) También los ingenieros prefieren tener una relación 
entre V e Í en vez de entre V y ĝ. simplemente porque están más acostumbrados 
a esa manera. Asi, ya que Í = dĝ/dt = ia. basta con sustituir î por fiw y 
obtener 


V = (iwL + R + 1/iw0Î= ŻÌ. (23.19) 


Otra manera es reescribir la ecuación (23.17) de manera que parezca más familiar; 
uno la ve 
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a menudo escrita de esta manera: 
L dl/dt + RI + (1/C) fra = V(0. (23.20) 


En todo caso encontramos la relación (23.19) entre el voltaje P y la corriente Í, que 
es precisamente la misma que (23.18) excepto que está dividida por iw y esto de la 
ecuación Q3. 19). La cantidad R + iwL + l/iwC es un número complejo y se usa 
tanto en ingenieria eléctrica ve tiene un nombre: se llama impedancia compleja Z. 
Asi, pues, podemos escribir Y = ZÍ. La razón por la cual a los ingenieros les gusta 
hacer esto es que aprendieron algo cuando eran jóvenes: V = RI para las resistencias 
cuando sólo sabían de resistencia y C.C. Ahora han llegado a ser más educados y tie- 
nen circuitos CA de manera que quieren que la ecuación se vea igual. Por eso escriben 
Y = ZÍ con la única diferencia que la resistencia se reemplaza por algo más compli- 
cado, una cantidad compleja. Asi, pues, insisten en que no pueden usar lo que todo 
el resto del mundo usa para los números imaginarios, tienen que usar j para eso; ¡es 
un milagro que no insistieran también que la letra Z fuera una R/ (Entonces se meten 
en lios cuando hablan de densidad de corriente, para la cual también usan j. Las difi- 
cultades de la ciencia son, en gran parte, las dificultades de las notaciones, las unida- 
des y todas las otras artificialidades inventadas por el hombre y no por la naturaleza.) 


23-4 Resonancia en la naturaleza 


Aunque hemos discutido el caso eléctrico en detalle, podriamos presentar un caso 
tras otro en muchos campos y mostrar exactamente que la ecuación de resonancia es 
la misma. Existen muchas circunstancias en la naturaleza en donde algo está “osci- 
lando” y sucede el fenómeno de resonancia. Lo dijimos en un capitulo anterior; de- 
mostrémoslo ahora. Si paseamos por nuestro estudio sacando libros de los estantes y 
simplemente los hojeamos para encontrar un ejemplo de una curva que corresponda a 
la figura 23-2 y que provenga de la misma ecuación, ¿qué encontramos? Precisamente 
para demostrar el amplio campo abarcado al tomar la muestra más pequeña posible se 
necesitan tomar sólo cinco o seis libros para obtener toda una serie de fenómenos que 
muestran resonancia. 


Los dos primeros son de la mecánica, el primero en gran escala: la atmósfera de 
toda la tierra. Si la atmósfera, que suponemos que rodea la tierra en forma pareja por 
todos lados, es atraida hacia un lado por la luna, o más bien aplastada alargándola en 
una doble marea y si pudiéramos después soltarla se pondría a chapotear de arriba a 
abajo; es un oscilador. Este oscilador es impulsado por la luna, la que está, efectiva- 
mente, dando vueltas alrededor de la tierra; cualquier componente de la fuerza, diga- 
mos en la dirección x, tiene una componente coseno, de manera que la respuesta de la 
atmósfera terrestre a la atracción de marea de la luna es la de un oscilador. La res- 
puesta esperada de la atmósfera se muestra en la figura 23-6 curva b (la curva a es 
otra curva teórica discutida en el libro de donde hemos sacado esto). Podria pensarse 
que tenemos sólo un punto en esta curva de resonancia, ya que tenemos sólo aquella 
frecuencia que corresponde a la rotación de la ticrra bajo la luna que ocurre en un pe- 
riodo de 12,42 horas— 12 horas para la tierra (la marea es un doble chichón) y un 
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En 


Fig. 23-6. Respuesta de la atmósfera 
a una excitación externa. a es la respuesta 
adecuada si la marea atmosférica S, es de 
origen gravitacional; la amplificación del 
máximo es 100: 1. b proviene de la ampli- 
ficación y fase observadas para la marea 
M,. [Munk y MacDonald, “Rotation of the 
Earth”, Cambridge University Press (1961+). | 


AE i cl 
12423 tatoo 10h20 


poco más porque la luna está dando vueltas. Pero, a partir del tamaño de las mareas 
atmosféricas y de la fase, el monto del retraso, podemos obtener tanto p como 0. De 
éstos podemos obtener œ y y y asi ¡dibujar la curva entera! Este es un ejemplo de 
ciencia muy pobre. De dos números obtenemos dos números y a partir de estos dos 
números dibujamos una hermosa curva que, por supuesto, ¡pasa por el mismo punto 
que determinó la curva! Esto no vale nada a menos que podamos medir otra cosa y 
en el caso de la geofísica eso es a menudo muy dificil. Pero en este caso particular 
existe otra cosa de la cual podemos demostrar teóricamente que debe tener el mismo 
sincronismo que la frecuencia natural œ, o sea, si alguien perturbara la atmósfera 
ésta oscilaría con una frecuencia wọ. Ahora bien, hubo una tal perturbación intensa 
en 1883; el volcán Krakatoa hizo explosión y la mitad de la isla salió volando, e hizo 
una explosión tan tremenda en la atmósfera que se pudo medir el periodo de oscila- 
ción de la atmósfera. Resultó ser 10 1/2 horas. El «», que se obtuvo de la figura 
23-6 resulta 10 horas y 20 minutos, de manera que por lo menos tenemos una prue- 
ba de la realidad de nuestra comprensión de las mareas atmosféricas. 


A continuación pasamos a las oscilaciones mecánicas en pequeña escala. Esta vez 
tomamos un cristal de cloruro de sodio, que tiene iones sodio y iones cloro uno junto 
al otro como lo describimos en un capitulo anterior. Estos iones están cargados eléc- 
tricamente, alternando positivos con negativos. Ahora es posible una oscilación intere- 
sante. Supongan que pudiéramos mover todas las cargas positivas hacia la derecha 
y todas las cargas negativas hacia la izquierda y soltarlas; entonces oscilarian de un 
lado para el otro, la red de sodio contra la red de cloro. ¿Cómo podemos alguna vez 
inducir tal cosa? Esto es fácil, porque si aplicamos un campo eléctrico al cristal ¡va a 
empujar las cargas positivas hacia un lado y las negativas hacia el otro! Asi, teniendo 
un campo eléctrico externo podremos a lo mejor obtener que el cristal oscile. Sin em- 
bargo, ¡la frecuencia del campo eléctrico necesaria es tan alta, que corresponde a las 
radiaciones infrarrojas! De manera que tratamos de encontrar una curva de reso- 
nancia midiendo la absorción de luz infrarroja por el cloruro de sodio. Tal curva se 
muestra en la figura 23-7. La abcisa no es frecuencia, sino que está dada en términos 
de la longitud de onda; pero eso, por supuesto, es sólo un problema técnico, ya que 
para una onda existe una relación bien definida entre frecuencia y longitud de onda; 
de manera que es realmente una escala de frecuencia y una cierta frecuencia corres- 
ponde a la frecuencia de resonancia. 

Pero ¿qué pasa con el ancho? ¿Que determina el ancho? Hay muchos casos en los 
cuales el ancho que se ve en la curva no es realmente el ancho natural 
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Fig. 23-7. Transmisión de radiación 


infrarroja a través de una delgada (0,17 u) Fig. 23-8. Pérdida de energía mag- 
película de cloruro de sodio. |De R. B. nética en compuestos orgánicos para- 
Barnes, Z. Physik 75, 723 (1932). Kit- magnéticos en función de la intensidad 
tel, Introducción a la física del estado del campo magnético aplicado. |Holden 
sólido, Reverté, Barcelona, 1965.| et al., Phys. Rev 75, 1614 (1949).] 


y que uno obtendria teóricamente. Hay dos razones por las cuales puede haber una 
curva más ancha que la curva teórica. Si los objetos no tienen todos la misma frecuen- 
cia, como podria suceder si el cristal estuviera deformado en ciertas regiones de mane- 
ra que en esas regiones la frecuencia de oscilación fuera ligeramente diferente que en 
otras regiones, entonces lo que tenemos son varias curvas de resonancia una encima 
de la otra; asi que aparentemente obtenemos una curva más ancha. El otro tipo de an- 
cho es simplemente éste: a lo mejor no podemos medir la frecuencia con suficiente pre- 
cisión; si abrimos bastante la rendija del espectrómetro, entonces, aunque pensábamos 
que teniamos una sola frecuencia, realmente teniamos un cierto rango Aw, luego po- 
driamos no tener el poder de resolución necesario para ver una curva angosta. De 
antemano, no podemos decir si el ancho de la figura 23-7 es natural, o si se debe a 
inhomogeneidades en el cristal o al ancho finito de la rendija en el espectrómetro. 


Ahora cambiemos a un ejemplo más esotérico: el balanceo de un imán. Si tenemos 
un imán con polos norte y sur en un campo magnético constante, el extremo N del 
imán va a ser atraido hacia un lado y el extremo S hacia el otro, y en general actuará 
un torque sobre él de manera que va a oscilar en torno a su posición de equilibrio 
como la aguja de una brújula. Sin embargo, lós imanes de que estamos hablando son 
dtomos. Estos átomos tienen un momentum angular, el torque no produce por cierto 
un movimiento simple en la dirección del campo, sino una precesion. Ahora bien, mi- 
rado desde el lado, cualquier componente se está “balanceando” y podemos perturbar 
o inducir ese balanceo y medir una absorción. La curva en la figura 23-8 representa 
una curva de resonancia típica. Lo que se ha hecho aqui es ligeramente diferente des- 
de el punto de vista técnico. 
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Fig. 23-9. La intensidad de la radia- 
ción gamma del litio en función de la ener- 
gía de los protones de bombardeo. La 


línea de puntos es teórica, calculada para . 


protones con momentum angular /=0. 
[Bonner y Evans, Phys. Rev. 73, 666 
(1948)] 
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[Cortesía del Dr. R. 


Fig. 23-10. 
Mossbauer.] 


Fig. 23-11. Dependencia del mo- 
mentum en la sección eficaz para las 
reacciones (a) K +p>=>.A+ Term y 
(b) K + p + K + n. Las curvas inferiores 
en (a) y íb) representan el fondo que se su- 
pone no es resonante, mientras que las de 
arriba contienen además la resonancia 
superpuesta. [Ferro-Luzzi et a/., Phys. Rev. 
Lett, 8, 28 (1962)] 
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La frecuencia del campo lateral que se usa para inducir este balanceo se mantiene 
siempre igual, mientras nosotros habiamos esperado que los investigadores la varia- 
ran e hicieran la curva. Ellos podrian haberlo hecho asi, pero técnicamente para 
ellos fue más fácil dejar la frecuencia «w fija y variar la intensidad del campo mag- 
nético constante, lo que corresponde a variar œ en nuestra fórmula. Dibujaron la 
curva de resonancia con respecto a wọ. De todos modos ésta es una resonancia tipi- 
ca con un cierto wọ y )" 


Vamos más allá aún. Nuestro próximo ejemplo tiene que ver con núcleos atómi- 
cos. Los movimientos de protones y neutrones en los núcleos son en cierto modo os- 
cilatorios y podemos demostrar esto mediante el siguiente experimento. Bombardea- 
mos un átomo de litio con protones y descubrimos que cierta reacción, que produce 
rayos p, tiene en realidad un máximo muy agudo típico de resonancia. Notamos en la 
figura 23-9, sin embargo, una diferencia con respecto a los otros casos: ¡la escala ho- 
rizontal no representa una frecuencia, sino una energía! La razón es que en mecáni- 
ca cuántica lo que consideramos clásicamente como la energia resulta estar realmente 
relacionada con una frecuencia de una amplitud de onda. Cuando analizamos algo 
que en la simple fisica a gran escala tiene que ver con una frecuencia, encontramos 
que cuando hacemos los experimentos cuánticos con materia atómica obtenemos 
la curva correspondiente en función de la energia. De hecho, en cierto sentido esta 
curva es una demostración de esta relación. Ella muestra que la frecuencia y la ener- 
gia tienen cierta interrelación profunda, que por cierto poseen. 


Cambiemos ahora a otro ejemplo que también incluye un nivel de energia nuclear, 
pero ahora uno mucho, mucho más estrecho. La wọ en la figura 23-10 corresponde a 
una energia de 100.000 electronvolts, mientras que el ancho p es aproximadamente 
107* electronvolts; en otras palabras ¡esto tiene un Q de 10'%! Cuando se midió esta 
curva, fue el OQ más grande de cualquier oscilador que se hubiera medido jamás. Fue 
medida por el Dr. Móssbauer y fue la base de su premio Nobel. Aqui la escala hori- 
zontal es la velocidad, porque la técnica para obtener las frecuencias ligeramente di- 
ferentes consistió en usar el efecto Doppler moviendo la fuente con respecto al absor- 
bedor. Uno puede ver cuán delicado es el experimento cuando nos damos cuenta que 
¡la velocidad en juego es de unos pocos centimetros por segundo! En la escala real de 
la figura la frecuencia cero corresponderia a un punto a unos 10'° cm hacia la iz- 
quierda. ¡ligeramente fuera del papel! 


Finalmente, si examinamos un número del Physical Review, digamos el del 1.* de 
enero de 1962, ¿encontraremos una curva de resonancia? Cada número tiene una 
curva de resonancia y la figura 23-11 es la curva de resonancia para éste. Esta curva 
de resonancia resulta muy interesante. Es la resonancia encontrada en una cierta reac- 
ción entre particulas extrañas, una reacción en la cual un K” y un protón interactúan. 
La resonancia se detecta viendo cuántas particulas de algún tipo salen y dependiendo 
de cuáles y cuántas salen, uno obtiene diferentes curvas, pero de la misma forma y con 
el máximo agudo en la misma energia. Determinamos asi que hay una resonancia a 
una cierta energia para el mesón K”. Esto significa probablemente que existe algún 
tipo de estado o condición correspondiente a esta resonancia que se puede alcanzar 
poniendo juntos un K” y un protón. Esta es una nueva particula o resonancia. Hoy 
dia no sabemos si llamar un chichón como éste, una “particula” o simplemente una 
resonancia. Cuando existe una resonancia muy aguda, corresponde a una energía 
bien definida, 
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justamente como si hubiera una particula con esa energia presente en la naturaleza. 
Cuando la resonancia se hace más ancha entonces no sabemos si decir que hay una 
particula que no dura mucho o simplemente una resonancia en la probabilidad de 
reacción. En el segundo capitulo se indica esto para las particulas, pero cuando se 
escribió el segundo capitulo esta resonancia no era conocida ¡de manera que nuestra 
tabla debería contener aún otra particula más! 
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24-2 Oscilaciones amortiguadas 


24-1 La energía de un oscilador 


Aunque este capítulo se titula “transitorios”, algunas partes de él son, en cierto 
modo, parte del capitulo anterior sobre oscilaciones forzadas. Uno de los aspectos de 
una oscilación forzada que no hemos discutido todavía es la energía de la oscilación. 
Consideremos ahora esa energía. 


¿Cuánta energia cinética hay en un oscilador mecánico? Es proporcional al cua- 
drado de la velocidad. Ahora llegamos a un punto importante. Consideren una canti- 
dad arbritraria A que puede ser la velocidad o alguna otra cosa que queremos discutir. 
Cuando escribamos A = 4e*”*, un número complejo, la A verdadera y honesta en 
el mundo fisico es sólo la parte real; por lo tanto, si por alguna razón queremos usar 
el cuadrado de A no es correcto elevar al cuadrado el número complejo y luego 
tomar la parte real, porque la parte real del cuadrado de un número complejo no es 
simplemente el cuadrado de la parte real, sino que también incluye la parte imagina- 
ria. De manera que cuando queremos encontrar la energia tenemos que apartarnos de 
la notación compleja por un rato para ver cuáles son los funcionamientos internos. 


La verdadera A fisica es la parte real de Aye! + 30 sea, A = Ay cos (wt + A), 
donde A, el número complejo, se escribe como A¿eí2. Ahora bien, el cuadrado de esta 
cantidad fisica real es 4? = A? cos? (ct + A). El cuadrado de la cantidad va entonces 
hacia arriba y hacia abajo desde un máximo a cero, como el cuadrado del coseno. El 
cuadrado del coseno tiene un máximo de 1 y un minimo de O y su valor medio es 7. 


En muchos casos no estamos interesados en la energia en un momento especifico 
durante la oscilación; para un gran número de aplicaciones sólo queremos el promedio 
de A?, el promedio del cuadrado de A en un periodo de tiempo grande comparado con 
el periodo de oscilación. En estas circunstancias se puede usar el promedio del coseno 
cuadrado; de esta manera tenemos el siguiente teorema: si Á esta representado por 
un número complejo entonces el promedio de A? es igual a 34. Ahora bien. Aj es 
el cuadrado del módulo del complejo Á. (Esto se puede escribir de varias maneras: 
a algunas personas les gusta escribir 14P: otras escriben A4*, Á es su complejo con- 
jugado.) Vamos a usar este teorema varias veces. 
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Consideremos ahora la energia de un oscilador forzado. La ecuación para el osci- 
lador forzado es 


mdx/de + 1mdx/dt + muix = F(t). (24.1) 


En nuestro problema, por supuesto, F (t) es una función coseno del f. Analicemos aho- 
ra la situación: ¿cuánto trabajo realiza la fuerza externa F? El trabajo realizado por 
la fuerza por segundo, es decir, la potencia, es la fuerza por la velocidad. (Sabemos 
que el trabajo diferencial en el tiempo dt es F dx y la potencia es F dx/ dl.) 


opd dan (dx 2 (dx dx? 


Pero los dos primeros términos del segundo miembro también pueden escribirse d/dt 
[3, m(dx/diY? + | maujx?] que se puede verificar inmediatamente por diferencia- 
ción. Es decir, el término entre corchetes es una derivada pura de dos términos muy 
fáciles de comprender —uno es la energía cinética del movimiento y el otro es la energia 
potencial del resorte—. Llamemos a esta cantidad la energía almacenada, es decir, la 
energía almacenada en la oscilación. Supongan que queremos la potencia media en 
muchos ciclos cuando el oscilador está siendo forzado y ha estado funcionando du- 
rante un tiempo largo. A la larga, la energia almacenada no cambia —su derivada da un 
efecto promedio cero—. En otras palabras, si promediamos la potencia en un tiempo 
largo, toda la energía termina en última instancia en el término resistivo ym(dx /dt). Hay 
una cierta energia almacenada en la oscilación, pero ésta no cambia con el tiempo si 
promediamos sobre muchos ciclos. Luego potencia media (P) es 


(P) = (vm(dx/di)?). (24.3) 

Usando nuestro método de escribir números complejos y nuestro teorema que 
(A?) = 143 podemos encontrar esta potencia media. Así, si x = Ã[eiwt, entonces 
dx/dt = iwXeiot, Por lo tanto, en estas circunstancias, la potencia promedio se 


puede escribir como 
(P) = yma? xa. (24.4) 


En la notación de circuitos eléctricos dx/dt se reemplaza por la corriente 7 (7 es 
dq/dt donde q corresponde a x) y my corresponde a la resistencia R. Asi, la velo- 
cidad de pérdida de energia -la potencia consumida por la función forzante— es la 
resistencia en el circuito por el promedio de la corriente al cuadrado: 


(P) = R(P) = R: 46. (24.5) 


Esta energia, por supuesto, va a calentar la resistencia; se llama a veces pérdida 
de calor o calentamiento de Joule. 


Otro aspecto interesante a discutir es cuánta energia está almacenada. Esto no 
es lo mismo que la potencia, porque aunque la potencia al principio se usó para 
almacenar algo de energia, después de eso el sistema continúa absorbiendo poten- 
cia mientras existan pérdidas por calentamiento (resistivas). En cualquier instante 
hay una cierta cantidad de energia almacenada, asi que nos gustaria calcular tam- 
bién la energia media almacenada ( E ). Ya hemos 
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calculado cuál es el promedio de (dx/dt)?, asiqueencontramos 


(E) = ¿m((dx/d0?) + muta?) 
= mw? + wxi. 


i 


(24.6) 


Ahora bien, cuando un oscilador es muy eficiente y œw es muy cercano a w, de ma- 
nera que |l sea grande, la energía almacenada es muy alta —podemos obtener una 
energía almacenada grande a partir de una fuerza relativamente pequeña—. La 
fuerza realiza gran cantidad de trabajo para empezar la oscilación, pero para man- 
tenerla constante todo lo que tiene que hacer es combatir el roce. El oscilador puede 
tener una gran cantidad de energía si el roce es muy bajo y aunque esté oscilando 
intensamente no se pierde mucha energia. La eficencia de un oscilador se puede me- 
dir por la cantidad de energía almacenada comparada con cuanto trabajo realiza 
la fuerza en cada oscilación. 

¿Cómo se compara la energia almacenada con el trabajo realizado en un ciclo? 
Esto se llama el Q del sistema y Q se define como 2, por la energia almacenada 
promedio dividida por el trabajo realizado por ciclo. (Si habláramos de trabajo rea- 
lizado por radián en vez de por ciclo, desaparecería el 27.) 


bmw? + wh): (x) _ 040 
Qom Ymw?(x2) a/a Yw (24.7) 


Q no es un número muy útil, a menos que sea muy grande. Cuando es relativamente 
grande da una medida de lo bueno que es el oscilador. La gente ha tratado de definir 
O de la manera más simple y útil; varias definiciones se diferencian un poco una 
de otra, pero si (2 es muy grande todas las definiciones están de acuerdo, La defi- 
nición más aceptada comúnmente es la ecuación (24.7) que depende de w. Para 
un buen oscilador cerca de la resonancia, podemos simplificar un poco (24.7) ha- 
ciendo w = wg y entonces tenemos Q = «»/Y que es la definición de Q que usa- 
mos antes. 

¿Qué es Q en un circuito eléctrico? Para averiguarlo basta que cambiemos m 
por L, my por R y ma} por 1/C (ver tabla 23-1). La Q en la resonancia es 
Lw/R, donde w es la frecuencia de resonancia. Si consideramos un circuito con 
un Q grande esto significa que la cantidad de energia almacenada en la oscilación 
es muy grande comparada con la cantidad de trabajo realizado por ciclo por la ma- 
quina que impulsa las oscilaciones. 


24-2 Oscilaciones amortiguadas 


Volvamos ahora a nuestro tema principal de discusión: los transitorios. Por 
transitorio se entiende una solución de la ecuación diferencial cuando no hay fuer- 
za presente, pero el sistema no está simplemente en reposo. (Por supuesto. que si 
está en reposo en el origen sin que actúe ninguna fuerza, esto si es un problema 
bonito -jse queda ahi!-) Supongan que la oscilación empieza de otra manera: di- 
gamos que fue impulsada por una fuerza durante un rato y después quitamos la 
fuerza. ¿Qué sucede entonces? Obtengamos primero una idea aproximada de lo que 
va a pasar en un sistema con un Q muy grande. Mientras la fuerza esté actuando. 
la energia almacenada permanecera igual y se realiza una cierta cantidad de trabajo 
para mantenerla. Supongan ahora que quitamos la fuerza y no se realiza más trabajo: 
entonces las perdidas que estan consumiendo 


24-3 


la energía de la fuente ya no las consumen mas -ya no hay ningún impulsor—. Las 
pérdidas van a tener que consumir, por decirlo asi. la energia que está almacenada. 
Supongan que Q/27 = 1000. Luego el trabajo realizado por cicloes 1 /1.000 de la energia 
almacenada. ¿No es razonable acaso, ya que está oscilando sin fuerza impulsora, que en 
un ciclo el sistema seguirá perdiendo un milésimo de su energia E que ordinariamente se 
habría estado suministrando desde el exterior y que continuará oscilando, siempre perdien- 
do 1/1.000 de su energia por ciclo? Asi que, como hipótesis, para un sistema con 
un Q relativamente alto, supondremos que la siguiente ecuación podría ser aproxima- 
damente válida (más adelante lo haremos exactamente ¡y va a resultar que era co- 
rrecta!): 


dE/dt = —wE/Q. (24.8) 


Esto es aproximado porque es válido sólo para Q grande. En cada radián, el sistema 
pierde una fracción 1/Q de la energia almacenada E. Luego, en una cantidad de 
tiempo dada dt la energia va a cambiar en una cantidad «dt/Q, ya que el número 
de radianes asociados con el tiempo dt es «wdf. ¿Cual es la frecuencia? Supongamos 
que el sistema se mueve tan delicadamente, casi sin fuerza, que si lo soltamos va a 
oscilar esencialmente con la misma frecuencia por si mismo. Vamos a estimar en- 
tonces que w sea la frecuencia de resonancia «y. Deducimos asi de la ecuación 
(24.8) que la energia almacenada va a variar según 


E= Ege ™ g = Eje”. (24.9) 


Esta seria le medida de la energía en cualquier instante. ¿Cuál seria la fórmula, 
aproximada, para la amplitud de la oscilación en función del tiempo? ¿La misma” 
¡No! La cantidad de energia en un resorte, digamos, es proporcional al cuadrado 
del desplazamiento; la energia cinética es proporcional al cuadrado de la veloci- 
dad; de manera que la energia total es proporcional al cuadrado del desplazamiento. 
Luego el desplazamiento, la amplitud de la oscilación, va a disminuir la mitad de rápi- 
do debido al cuadrado. En otras palabras, intuimos que la solución para el movimiento 
amortiguado transitorio va a ser una oscilación de frecuencia cerca de la frecuencia de 
resonancia wọ. en la cual la amplitud del movimiento sinusoidal va a disminuir según 
e-yt/2 


x = Ape"? cos wot. (24.10) 
Esta ecuación y la figura 24-1 nos dan una idea de lo que debemos esperar; tratemos 


ahora de analizar el movimiento exactamente resolviendo la ecuación diferencial 
del movimiento mismo. 


Fig. 24-1, Una oscilación cosinusoidal 
amortiguada. 
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Asi, partiendo de la ecuación (24.1) sin fuerza externa, ¿cómo la resolvemos? 
Siendo fisicos no tenemos por qué preocuparnos tanto acerca del método como 
acerca de cual es la solución. Armados de nuestra experiencia previa, ensayemos 
como solucion una curva exponencial x = A el*!, (¿Por que ensayamos ésta? ¡Es la 
cosa más fácil de derivar!) La reemplazamos en (24.1) (con F (f) = 0), usando 
la regla de que cada vez que derivemos x con respecto al tiempo multiplicamos por 
i œ. Asi que es realmente muy simple de sustituir. Luego nuestra ecuación tiene el 
siguiente aspecto: 


(a? + iva + ub)Ae™ = 0. (24.11) 


El resultado neto debe ser cero para todo tiempo, lo que es imposible a menos que 
(a) 4 = 0, lo que no es ninguna solución— permanece quieto, o (b) 


—a? + ¡ar + w = 0. (24.12) 


Si podemos resolver esto y encontrar un er, ¡entonces tendremos una solución, en la 


cual A no necesita ser cero! 
a = 1/2 + Vows — 1/4, (24.13) 


Por un momento vamos a suponer que y es bastánte pequeño comparado con wg 
de manera que wj — ]7/4 es seguramente positivo y no hay ningún problema con 
extraer la raíz cuadrada. Lo único molesto es ¡que obtenemos dos soluciones! Asi 


ai =11/2 + Vai — 1/4 = ¡1/2 + o (24.14) 


az = 1/2 — Vai — ¥?/4 = iY/2 — uy. (24.15) 


Consideremos la primera, suponiendo que no nos hemos dado cuenta que la raiz 
cuadrada tiene dos valores posibles. Entonces sabemos que una solución para x 
es x, = Aeieè!, donde 4 es una constante cualquiera. Ahora, al sustituir œ, llamare- 
mos Vw¿-YY4 = wp, ya que va a aparecer tantas veces y demora tanto en escribirse. 
Asi ix, =-—p/2 + iwy y obtenemos x = Ae' 1/2 + lor"! o lo que es lo mismo. debido 
a las propiedades maravillosas de una exponencial 


xi = Ae™ t et, (24.16) 


Primero, reconocemos esto como una oscilación, una oscilación a una frecuencia 
wy que no es exactamente la frecuencia w, pero está bastante cerca de «, si es 
un buen sistema. Segundo, ¡la amplitud de la oscilación está decreciendo exponen- 
cialmente! Si tomamos, por ejemplo, la parte real de (24.16), obtenemos 


xı = Ae "2 cos wt. i (24.17) 


Esto se parece mucho a la solución que intuimos (24.10) a excepción de la frecuen- 
cia que es realmente w}'. Este es el único error, asi que se trata de la misma cosa; 
tenemos la idea correcta. ¡Pero no todo está bien! Lo que está mal es que hay otra 
solución. 
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La otra solución es œ, y vemos que la única diferencia es que el signo de «w, 


está cambiado: l 
xa = Be" er, (24.18) 


¿Qué significa esto? Vamos a demostrar pronto que si x, y X, son soluciones po- 
sibles de la ecuación (24.1) con F = 0, ¡entonces x, + X, también es una solución 
de la misma ecuación! Asi la solución general x tiene la forma matemática 


x = e "UU gerr + Beriort), (24.19) 


Ahora nos podemos preguntar por qué nos molestamos en dar esta otra solución, 
ya que estábamos tan contentos con la primera. ¿Para qué nos sirve la solución 
extra ya que sabemos que debemos tomar sólo la parte real? Sabemos que debemos 
tomar la parte real, pero, ¿cómo iba a saber la matemática si sólo queriamos la 
parte real? Cuando teniamos una fuerza impulsora no nula F (t), introdujimos una 
fuerza artificial junto con ella y la parte imaginaria de la ecuación, por decirlo así, 
era, impulsada de una manera definida. Pero cuando hicimos F(t) = 0, nuestra 
convención que x fuera sólo la parte real de todo lo que escribiéramos es solo 
cosa nuestra, y las ecuaciones matemáticas no lo saben todavia. El mundo fisico 
tiene una solución real, pero la respuesta con la que estábamos tan contentos antes 
no es real, es compleja. La ecuación no sabe que vamos a tomar arbitrariamente 
la parte real; asi que tiene que presentársenos, por decirlo así, con una solución del 
tipo complejo conjugado de manera que al juntarlas podamos hacer una solución 
verdaderamente real; eso es que œ, está haciendo por nosotros. Para que x sea real, 
Be lr! ya a tener que ser el complejo conjugado de Aei”! de manera que las partes 
imagmarias desaparezcan. Resulta ası que B es el complejo conjugado de A y nuestra 
solución real es 


x = e YU geiert y gtgmioro, (24.20) 


De modo que nuestra solución real es una oscilación con un defasaje y una amor- 
tiguación. tal como la anunciáramos. 


Fig. 24-2. Un circuito eléctrico para 
demostrar transitorios. 


24-3 Transistorios eléctricos 


Veamos ahora si lo anterior realmente funciona. Construyamos el circuito eléc- 
trico mostrado en la figura 24-2 en el cual aplicamos a un osciloscopio el voltaje 
a través de la inductancia L después de haber aplicado instantáneamente un voltaje 
cerrando el interruptor S. Es un circuito oscilatorio y genera un transitorio de algún 
tipo. Corresponde al caso en que aplicamos súbitamente una fuerza y el sistema 
empieza a oscilar. Es el análogo eléctrico de un oscilador mecánico amortiguado, y 
nosotros observamos la oscilación en un osciloscopio donde deberiamos ver las cur- 
vas que estamos tratando 
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Wu 


Figura 24-3 Figura 24-5 


Figura 24-4 Figura 24- 6 


de analizar (El movimiento horizontal del osciloscopio es a velocidad constante, mien- 
tras que el movimiento vertical es el voltaje a traves del inductor. El resto del circuito 
es sólo un detalle técnico. Nos gustaria repetir el experimento muchas, muchas veces. 
ya que la persistencia de la visión no es suficientemente buena para ver solo una traza 
en la pantalla. Asi, pues, hacemos el experimento una y otra vez cerrando el interrup- 
tor 60 veces por segundo; cada vez que cerramos el interruptor empezamos el barrido 
horizontal del osciloscopio que dibuja la curva una y otra vez.) En las figuras 24-3 
a 24-6 vemos ejemplos de oscilaciones amortiguadas, fotografiadas, realmente, de la 
pantalla de un osciloscopio. La figura 24-3 muestra una oscilación amortiguada en un 
circuito Q grande y y chico. No muere muy rápido, oscila muchas veces al ir dismi- 
nuyendo. 


Pero veamos qué pasa cuando disminuimos Q, de manera que la oscilación se 
extinga más rapidamente. Podemos disminuir Q aumentando la resistencia R en 
el circuito. Cuando aumentamos la resistencia en el circuito, se extingue más rapi- 
damente (Fig. 24-4). Luego, si aumentamos aún más la resistencia en el circuito, 
se extingue más rapidamente todavia (Fig. 24-5). ¡Pero si vamos más allá de una 
cierta cantidad no podemos ver oscilación alguna! La pregunta es: ¿sucede esto por- 
que nuestros ojos no son suficientemente buenos? Si aumentamos la resistencia aún 
más, obtenemos una curva como la de la figura 24-6, que no parece tener oscila- 
ciones, excepto quizás una. ¿Cómo lo podemos explicar matemáticamente? 


_ La resistencia es, por supuesto, proporcional al término y en el dispositivo mecá- 
nico. Especificamente y es R/L. Ahora bien, si aumentamos y en las soluciones 


(24.14) y (24.15) con las que “estábamos tan contentos, se establece un caos cuando 
p/2 excede wy; tenemos que escribirlo de una manera diferente: 


1/2 + iV Y?/4 — wi and  iY/2 — iVY?/4 — wi. 
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Estas son ahora las dos soluciones y siguiendo la misma linea de razonamiento ma- 
temático que antes, de nuevo encontramos dos soluciones: e'%! y ear, Si ahora sus- 
tituimos œ}, obtenemos 


Sia Ae 012417 1908)1 
una hermosa caida exponencial sin oscilación. Análogamente la otra solución es 


v1?/4—aj)t 


x=- BeC1?2- 


Noten que la raíz cuadrada no puede ser mayor que p/2, porque aun cuando wy = 0, 
un término es exactamente igual al otro. Pero wj se resta de p?/,, de manera que la 
raíz cuadrada es menor que p/, y el término entre paréntesis es, por lo tanto, siem- 
pre un número positivo. ¡Gracias a Dios! ¿Por qué? Porque si fuera negativo, en- 
contrariamos 'a e elevado a un factor positivo por t, ¡lo que significaria que estaba 
haciendo explosión! Al poner más y más resistencia en el circuito sabemos que no , 
va a hacer explosión —muy por el contrario—. De manera que ahora tenemos dos solu- 
ciones, cada una por si una exponencial decreciente, pero una con “velocidad de ex- 
tinción” mucho mayor que la otra. La solución general es, por supuesto, una com- 
binación de las dos; los coeficientes de la combinación dependen de cómo se empie- 
za el movimiento —cuáles son las condiciones iniciales del problema—. En la forma 
particular según la cual este circuito se pone en funcionamiento, sucede que A es 
negativa y B es positiva; asi que obtenemos la diferencia de dos curvas exponen- 
ciales. 

Discutamos ahora cómo podemos encontrar los dos coeficientes A y B (o A y 
A*) si sabemos cómo empezó el movimiento. 

Supongan que para t = 0 sabemos que x= X y dx/dt = v, Si ponemos t = 0, 
x= xp y dx/dt = y, en las expresiones. 


x = e™H (Ae y grearo, 


dx/dt = e™ ?[(—Y/2 + iw)Ae™ + (—Y/2 — io) Ate"), 


il 


encontramos, ya que el = e0 = |, 


A+ A* = 24Az, 
(—7/2XA + AP) + ¡0 (A — A*) 
—Yx0/2 + ¡w,(QIiAD), 


Xo 


vo 


donde A = Az + iA; y A* = Aęg—iA;. Encontramos asi 


ÁR = xo0/2 


Ar = (vo + Yx0/2)/2w»,. (24.21) 


Esto determina completamente a A y A* y por lo tanto la curva completa de la so- 
lución transitoria en términos de cómo comienza. A propósito, podemos escribir la 
solución 
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de otra manera si notamos que 
e” + e7™™” = 2cos0 y e” — e" = Zisenó. 
Podemos entonces escribir la solución completa en la forma 


vo + Yxo/2 


Wy 


x=e "00? [o COS wyt + sen os (24.22) 


donde wy = + y wi-p74. Esta es la expresión matemática para la forma en que 
una oscilación se extingue. No vamos a hacer uso directo de ella, pero hay una 
serie de puntos en los cuales nos gustaria poner énfasis, que son válidos en casos 
más generales. 

Primero que nada el comportamiento de un sistema tal sin fuerzas externas se 
expresa mediante una suma, o superposición, de exponenciales puras en el tiempo 
(que escribimos er). Es una buena solución a probar en esas circunstancias. Los 
valores de œ pueden ser complejos en general, representando las partes imaginarias 
el amortiguamiento. Finalmente, la intima relación matemática de las funciones si- 
nusoidales y exponenciales discutidas en el capitulo 22 aparecen muy a menudo fi- 
sicamente como en cambio del comportamiento sinusoidal o exponencial cuando al- 
gún parámetro fisico (en este caso la resistencia) excede cierto valor crítico. 
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Sistemas lineales y repaso 


25-1 Ecuaciones diferenciales lineales 25-4 Analogias en física 
25-2 Superposición de soluciones 25-5 Impedancias en serie y en paralelo 


25-3 Oscilaciones en sistemas lineales 


25-1 Ecuaciones diferenciales lineales 


En este capitulo discutiremos ciertos aspectos de los sistemas oscilantes, que se 
encuentran con una generalidad algo mayor que precisamente en los sistemas par- 
ticulares que hemos estado estudiando. Para nuestro sistema particular, la ecuación 
diferencial que hemos estado resolviendo es 


mE 


maz + vm ee E mujx = F(t). (25.1) 


Ahora bien, esta combinación particular de “operaciones” con la variable x tiene 
la interesante propiedad que si sustituimos x por (x + y), obtenemos la suma de las 
mismas operaciones con x e y; o si multiplicamos x por a entonces obtenemos a por 
la misma combinación. Esto es fácil de demostrar. Al igual que en una notación 
“taquigráfica”, como nos cansamos de escribir todas esas letras en (25.1), usa- 
remos el simbolo L(x) en su lugar. Cuando veamos esto, significa el primer miembro 
de (25.1) en la cual ha sido sustituido x. Con esta manera de escribir, L(x + y) significa- 
ría lo siguiente: 


d(x + y) 
m di? 


(Subrayamos la L para acordarnos que no es una función ordinaria.) A veces llama- 


mos a esto notación operacional pero no tiene importancia cómo lo llamemos, es 
“taquigrafia” simplemente. 


d(x + y) a y) 


L(x + y) = + ym + musa + y). (25.2) 


Nuestra primera afirmación fue que 
Lœ + y) = L(x) + LO), (25.3) 
que por supuesto se deduce del hecho que a(x + y) = ax + ay, d(x + y) di = 


= dx/dt + dy/dt, etcétera. 
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Nuestra segunda afirmación fue, para a constante 
L(ax) = aLGo. (25.4) 


[Realmente (25.3) y (25.4) están muy relacionadas porque si ponemos x + x en 
(25.3), es lo mismo que poner a = 2 en (25.4), etcétera.) 


En problemas más complicados puede haber más derivadas y más términos en L; 
lo interesante es si se mantienen o no las dos ecuaciones (25.3) y (25.4). Si lo 
hacer - tal problema lo llamamos problema lineal. En este capítulo vamos a dis- 
cutir algunas propiedades que existen debidas al hecho que el sistema es lineal, para 
apreciar la generalidad de algunos de los resultádos que obtuvimos en nuestro aná- 
lisis especial de una ecuación especial. 


Estudiemos ahora algunas propiedades de las ecuaciones diferenciales lineales 
habiéndolas ya ilustrado con la ecuación especifica (25.1) que estudiamos tan 
exhaustivamente. La primera propiedad de interés es la siguiente: supongan que te- 
nemos que resolver la ecuación diferencial de un transitorio, la oscilación libre sin 
fuerza impulsora. Es decir, queremos resolver. 


L(x) = 0. (25.5) 


Supongan que por alguna artimaña hemos encontrado una solución particular, que 
llamaremos x, Es decir, tenemos una x, para la cual L (x,) = 0. Ahora notamos 
que ax, también es una solución de la misma ecuación, podemos multiplicar esta 
solución especial por cualquier constante y obtener una nueva solución. En otras 
palabras, si tuviéramos un movimiento de un cierto “tamaño”, un movimiento el 
doble de “grande” también es una solución. Demostración: L(ax,) = aL(x,) = 
=a:0=0, 

En seguida supongan que por otra artimaña hemos encontrado no sólo una solu- 
ción x,, sino que también otra solución x,. (Recuerden que cuando sustituimos 
x = ela! para encontrar los fenomenos transitorios encontramos dos valores de «, 
es decir, dos soluciones x, y x,.) Mostremos ahora que la combinación (x, + x,) 
también es una solución. En otras palabras, si hacemos x = x, + x,, x también es 
una solución de la ecuación. ¿Por qué? Porque, si L(x,) = 0 y L(x,) = 0, entonces 
L(x, + x) = L(x) + L(x,)) = 0 + 0 = O. Luego, si hemos encontrado un cierto 
número de soluciones para el movimiento de un sistema lineal, las podemos sumar. 


Combinando estas dos ideas, vemos por supuesto que podemos también sumar 
seis de una y dos de otra: si x, es una solución también lo es «x,. Por lo tanto, 
cualquier suma de estas dos soluciones, como («x, + fx,), es también una solución. 
Si sucede que podemos encontrar tres soluciones encontramos entonces que cual- 
quier combinación de estas tres soluciones es también una solución, etc. Resulta que 
el número de lo que llamamos soluciones independientes* que hemos obtenido para 
nuestro problema del oscilador es solamente dos. El número de soluciones indepen- 
dientes que uno encuentra en el caso! general depende de lo que se llama el número 
de grados de libertad. No vamos a discutir esto en detalle ahora; pero si tenemos 
una ecuación diferencial de segundo orden, hay sólo dos 


* Las soluciones que no pueden ser expresadas como combinaciones lineales, las unas de 
las otras, se llaman independientes. 


25-2 


soluciones independientes y hemos encontrado ambas; tenemos así la solución más 
general. 

Vamos ahora a otra proposición que se aplica a la situación en la cual el sistema 
está sometido a una fuerza externa. Supongan que la ecuación es 


Lo) = FÙ, (25.6) 


y supongan que le hemos encontrado una solución especial. Digamos que la solución 
de Juan es x; y que L(x) = F(t). Supongan que queremos encontrar otra solución; 
supongan que sumamos a la solución de Juan una de las que era una solución de 
la ecuación libre (25.5), digamos x,. Entonces vemos, según (25.3) que 


Ls + x) = Ly) + L(x) = FOO +0 = F(0. (25.7) 


Por lo tanto, a la solución “forzada” le podemos sumar cualquier solución “libre” 
y aún tenemos una solución. La solución “libre” se llama solución transitoria. 


Cuando no tenemos ninguna fuerza actuando y súbitamente ponemos una, no 
obtenemos inmediatamente la solución estacionaria que resolvimos con la solución 
sinusoidal, sino que por un tiempo hay un transitorio que tarde o temprano se extin- 
gue si esperamos lo suficiente. La solución “forzada” no se extingue ya que sigue 
siendo impulsada por la fuerza. En último término, para periodos grandes de tiempo 
la solución es única, pero inicialmente los movimientos son diferentes por circunstan- 
cias diferentes dependiendo de la manera como empezó el sistema. 


25-2 Superposición de soluciones 


Ahora nos encontramos con otra proposición interesante. Supongan que tene- 
mos una cierta fuerza impulsora particular F, (digamos que es oscilatorja, con un 
cierto w = w, aunque nuestras conclusiones van a ser válidas para cualquier forma 
funcional de F,) y que hemos encontrado la solución para el movimiento forzado 
(con o sin los transitorios; no tiene importancia). Supongan ahora que actúa 
alguna otra fuerza, digamos F, y que resolvemos el mismo problema pero con fuer- 
za diferente. Entonces supongan que viene alguien y dice “tengo un nuevo problema 
para que ustedes lo resuelvan; tengo la fuerza F, = F,”. ¿Podemos hacerlo? Por su- 
puesto que lo podemos hacer, porque la solución es la suma de las dos soluciones 
Xa Y Xp para las fuerzas tomadas separadamente —una circunstancia por cierto muy 
notable--. Si usamos (25.3), vemos que 


L(xa + Xp) == L(xa) + L(x) = FAO) + F(t). (25.8) 


Esto es un ejemplo de lo que se llama principio de superposición para sistemas 
lineales, y es muy importante. Significa lo siguiente: si tenemos una fuerza compli- 
cada que se puede descomponer de cualquier manera conveniente en la suma de 
partes separadas, cada una de las cuales es en cierto modo simple en el sentido de 
que para cada parte especial en que hemos dividido la fuerza podemos resolver la 
ecuación, entonces el resultado es válido para la fuerza total, porque simplemente 
podemos volver a juntar las partes de la solución de la misma manera como la 
fuerza total está formada de partes (Fig. 25-1). 
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Fig. 25-1. Un ejemplo del principio de superposición para sistemas lineales. 


Demos otro ejemplo del principio de superposición. En el capítulo 12 dijimos 
que era uno de los grandes hechos de las leyes de la electricidad que si tenemos una 
cierta distribución de cargas q, y calculamos el campo eléctrico E, producidas por 
estas cargas en un cierto lugar P y si, por otro lado, tenemos otro conjunto de car- 
gas q, y calculamos el campo F, debido a éstas en el lugar correspondiente; enton- 
ces, sI ambas distribuciones de cargas están presentes al mismo tiempo, el campo E 
en P es la suma de E, debido a un conjunto más E, debido al otro. En otras pala- 
bras, si conocemos el campo debido a cierta carga, el campo debido a muchas car- 
gas es simplemente el vector suma de los campos de estas cargas tomados indivi- 
dualmente. Esto es exactamente análogo a la proposición anterior que si conocemos 
el resultado de dos fuerzas dadas tomadas una a una, entonces, si la fuerza se 
considera como la suma de ellas, la respuesta es una suma de las respuestas indivi- 
duales correspondientes. 


O E Fig. 25-2. El principio de superposición 
S37 en electrostática. 


La razón de que esto sea válido en la electricidad es que las grandes leyes de la 
electricidad, las ecuaciones de Maxwell, que determinan el campo eléctrico, son 
ecuaciones diferenciales lineales, es decir, que tienen la propiedad (25.3). Lo que 
corresponde a la fuerza es la carga que genera el campo eléctrico y la ecuación 
que determina el campo eléctrico en términos de la carga es lineal. 


Como otro ejemplo interesante de esta proposición, preguntamos cómo es posi- 
ble “sintonizar” cierta estación de radio al mismo tiempo que todas las otras emiso- 
ras están transmitiendo. La estación de radio transmite, fundamentalmente, un cam- 
po eléctrico oscilante de muy alta frecuencia que .actúa sobre nuestra antena de 
radio. Es cierto que la amplitud de oscilación del campo es modificada, modulada, 
para transportar la señal de la voz, pero eso es muy lento y no nos vamos a preocu- 
par por ello. Cuando uno escucha “Esta estación está transmitiendo con una fre- 
cuencia de 780 kilociclos”, ello indica que 780.000 oscilaciones por segundo es la 
frecuencia del campo eléctrico de la antena de la estación y esto arrastra en nuestra 
antena los electrones hacia arriba y hacia abajo con esa frecuencia. Podemos tener 
ahora al mismo tiempo otra estación de radio 
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en el mismo pueblo radiando con una frecuencia diferente, digamos 550 kilociclos 
por segundo; luego, los electrones en nuestra antena también están siendo arrastra- 
dos a esa frecuencia. La pregunta ahora es, ¿cómo podemos separar las señales 
que llegan a una radio a 780 kilociclos de las que llegan a 550 kilociclos? Cierta- 
mente no escuchamos ambas estaciones al mismo tiempo. 


Por el principio de superposición, la respuesta del circuito eléctrico de la radio, 
la primera parte del cual es un circuito lineal, a las fuerzas que están actuando debido 
al campo eléctrico F, + F, es x, + Xp. Pareciera entonces como que nunca las 
vamos a desenredar. De hecho, el mismo enunciado de superposición parece insistir 
que no podemos evitar tener a ambas en nuestro sistema. Pero recuerden, para un 
circuito resonante, la curva respuesta, la cantidad de x por unidad de F en fun- 
cion de la frecuencia, se ve como la de la figura 25-3. Si fuera un circuito con un Q 
muy alto, la respuesta mostraria un máximo muy agudo. Supongan ahora que las 
dos estaciones son comparables en intensidad, o sea, que las dos fuerzas sean de la 
misma magnitud. La respuesta que obtenemos es la suma de x, y Xp. Pero en la 
figura 25-3, x, es tremenda mientras que x, es pequeña. Asi, a pesar de que las dos 
señales tienen la misma intensidad, cuando pasan por el circuito resonante agudo 
de la radio sintonizada para «w,, la frecuencia de transmisión de una estación, enton- 
ces la respuesta a esta estación es mucho mayor que a la otra. Por lo tanto, la res- 
puesta completa con las dos señales, está casi toda formada por wą y hemos selec- 
cionado la emisora que queríamos. 


xi <x 


Xy 
a P Fig. 25-3. Una curva de resonancia 
E de sintonía aguda. 

¿Y qué pasa con la sintonia? ¿Cómo sintonizamos? Cambiamos wg cambiando 
la L o la C del circuito porque la frecuencia del circuito tiene que ver con la com- 
binación de L y C. En particular, la mayoria de las radios están construidas de 
modo que uno pueda cambiar la capacitancia. Cuando resintonizamos la radio 
podemos cambiar la posición del dial de manera que la frecuencia natural del circui- 
to se desplaza digamos, a w, En este caso no escuchamos ni una ni otra emisora; 
obtenemos silencio siempre que no haya otra emisora con frecuencia w, Si seguimos 
cambiando la capacitancia hasta que la curva de resonancia esté en wp, entonces 
por cierto escuchamos la otra emisora. Así es cómo funciona la sintonia de una ra- 
dio; es de nuevo el principio de superposición combinado con una respuesta re- 
sonante. * 


* En los receptores modernos superheterodinos la operación real es más compleja. Los 
amplificadores están todos sintonizados a una frecuencia fija (llamada frecuencia FI) y un 
oscilador de frecuencia sintonizable variable se combina con la señal de entrada en un circuito 
no lineal para producir una nueva frecuencia (la diferencia de las frecuencias de la señal y del 
oscilador) igual a la frecuencia FI, que entonces es amplificado. Esto va a ser tratado en el 
capitulo 50. 
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Para terminar esta discusión, describamos cualitativamente lo que sucede si pro- 
seguimos analizando un problema lineal con una fuerza dada cuando la fuerza es 
bastante complicada. De los muchos métodos posibles hay dos maneras generales 
especialmente útiles según las cuales podemos resolver el problema. Una es ésta: 
supongan que podemos resolverlo.para fuerzas especiales conocidas tales como si- 
nusoides de diferentes frecuencias. Sabemos que es juego de niños resolverlo para 
sinusoides. Asi tenemos los que llamaremos casos de “juego de niño”. Ahora bien, 
la pregunta es si nuestra fuerza tan complicada se puede representar como la suma 
de dos o más fuerzas de “juego de niños”. En la figura 25-1 ya teniamos una curva 
bastante complicada y, por supuesto, la podemos hacer aún más complicada si agre- 
gamos más sinusoides. De manera que es ciertamente posible obtener curvas muy 
complicadas. Y, de hecho, lo inverso también es cierto: se puede obtener práctica- 
mente cualquier curva sumando un número infinito de sinusoides de diferentes longi- 
tudes de onda (o frecuencias) para cada una de las cuales conocemos el resultado. 
Simplemente tenemos que conocer cuánto poner de cada sinusoide para formar la 
F dada, y entonces nuestra respuesta x es la suma correspondiente de las F sinusoi- 
des, cada una multiplicada por su respectiva razón de x a F. Este método de solu- 
ción se llama método de la transformada de Fourier o análisis de Fourier. Realmen- 
te no vamos a realizar este análisis ahora; sólo deseamos describir la idea en juego. 


Otra manera muy interesante de resolver nuestro problema tan complicado es 
la siguiente. Supongan que mediante un esfuerzo mental tremendo, fuera posible 
resolver nuestro problema para una fuerza especial, a saber, un impulso. La fuerza 
- se aplica rápidamente y en seguida se elimina; desaparece completamente. En reali- 
dad necesitamos resolver sólo para un impulso de cierta intensidad unitaria; cual- 
quier otra intensidad se puede obtener multiplicando por un factor apropiado. Sa- 
bemos que la respuesta x a un impulso es una oscilación amortiguada. ¿Qué pode- 
mos decir de alguna otra fuerza, por ejemplo una fuerza como la de la figura 25-4? 


Fig. 25-4. Una fuerza complicada se 
puede tratar como una sucesión de impulsos 
agudos. 


Tal fuerza puede asemejarse a una sucesión de golpes con un martillo. Primero 
no hay fuerza y de súbito hay una fuerza constante —impulso, impulso, impulso, 
impulso, ...— y luego cesa. En otras palabras, imaginamos que la fuerza continua es 
una serie de impulsos muy juntos. Sabemos el resultado para un impulso, de manera 
que el resultado para toda una serie de impulsos va a ser toda una serie de oscilaciones 
amortiguadas: va a ser la curva para el primer impulso y luego (un poquito después) 
le sumamos la curva para el segundo impulso y la curva para el tercer impulso, y asi 
sucesivamente. Por lo tanto, podemos representar matemáticamente la solución com- 
pleta para funciones arbitrarias, si conocemos la respuesta para un impulso. Obte- 
nemos la respuesta para cualquier otra fuerza simplemente por integración. Este mé- 
todo se llama método de la función de Green. Una función de Green es una respues- 
ta a un impulso y el método 


25-6 


para analizar cualquier fuerza juntando las respuestas de impulsos se llama método 
de la función de Green. 


Los principios fisicos encerrados en estos dos esquemas son tan simples, inclu- 
yendo sólo la ecuación lineal, que se pueden comprender inmediatamente, pero los 
problemas matemáticos que entran en juego, las integraciones complicadas, etc., son 
demasiado avanzadas para atacarlas ahora. Con toda seguridad ustedes van a volver 
sobre esto algún día, cuando hayan tenido más práctica en matemática. Pero la 
idea es en realidad muy simple. 


Finalmente, hagamos algunas observaciones de por qué los sistemas lineales son 
tan importantes. La respuesta es simple: ¡porque los podemos resolver! De ma- 
nera que la mayor parte del tiempo resolvemos problemas lineales. Segundo (y más 
importante), resulta que las leyes fundamentales de la fisica son a menudo li- 
neales. Por ejemplo, las ecuaciones de Maxwell para las leyes de la electricidad 
son lineales. Las grandes leyes de la mecánica cuántica resultan ser hasta donde 
sabemos ecuaciones lineales. Por eso es que gastamos tanto tiempo en ecuaciones 
lineales: porque si entendemos las ecuaciones lineales, estamos listos, en principio, 
para entender una cantidad de otras cosas. 

Mencionemos otra situación donde se encuentran ecuaciones lineales. Cuando 
los desplazamientos son pequeños, muchas funciones pueden ser aproximadas lineal- 
mente. Por ejemplo, si tenemos un péndulo simple, la ecuación correcta para su mo- 
vimiento es 

d?%9/d1? = —(g/L) sen 0. (25.9) 


Esta ecuación se puede resolver mediante funciones elípticas, pero la manera más 
fácil de resolverla es numéricamente como se demostró en el capitulo 9 en las leyes 
de movimiento de Newton. Corrientemente una ecuación no lineal no se puede re- 
solver más que en forma numérica. Ahora bien para 8 pequeño, sen es práctica- 
mente igual a 0 y tenemos una ecuación lineal. Resulta que hay muchos casos donde 
pequeños efectos son lineales: como este ejemplo, el balanceo de un péndulo en pe- 
queños arcos. Como otro ejemplo, si tiramos un poco de un resorte, la fuerza es 
proporcional al estiramiento. Si tiramos muy fuerte, rompemos el resorte y ¡la fuerza 
es una función completamente diferente de la distancia! Las ecuaciones lineales son 
importantes. En realidad son fan importantes que a lo mejor el cincuenta por ciento 
del tiempo estamos resolviendo ecuaciones lineales en fisica e ingenieria. 


25-3 Oscilaciones en sistemas lineales 


Repasemos ahora las cosas sobre las cuales hemos estado hablando er los 
últimos capitulos. Es muy fácil que la fisica de los osciladores se haga oscura por la 
matemática. La fisica es realmente muy simple y si pudiéramos olvidarnos de la ma- 
temática por un momento veriamos que podemos entender casi todo lo que sucede 
en un sistema oscilante. Primero. si tenemos sólo el resorte y el peso, es fácil de 
entender por que el sistema oscila —es una consecuencia de la inercia—. Tiramos 
la masa hacia abajo y la fuerza la tira hacia arriba; cuando pasa por cero, que es el 
lugar en que le gusta estar, no puede detenerse súbitamente; debido a su momentum 
sigue moviéndose y oscila hacia el otro lado y continúa de un lado a otro. De mane- 
ra que si no hubiera roce. seguramente esperaríamos un movimiento oscilatorio y 
efectivamente obtenemos uno. 
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Pero si hay un poco de roce siquiera, entonces en el ciclo de vuelta la oscilación 
no va a ser tan grande como fue la primera vez. 


¿Qué es lo que pasa ahora, ciclo a ciclo? Eso depende del tipo y de la cantidad 
de roce. Supongan que pudiéramos confeccionar un tipo de fuerza de roce que siem- 
pre se mantiene en la misma proporción con respecto a las otras fuerzas, la de iner- 
cia y la del resorte, a medida que la amplitud de la oscilación varía. En otras pa- 

labras, para oscilaciones pequeñas el roce deberia ser más débil que para oscilacio- 
nes grandes. El roce ordinario no tiene esta propiedad, de manera que se debe inven- 
tar un tipo especial de roce cuidadosamente” con el especial propósito de crear un 
roce que es directamente proporcional a la velocidad, de manera que para grandes 
oscilaciones sea mayor y para pequeñas oscilaciones sea más débil. Si sucede que te- 
nemos ese tipo de roce, al final de cada ciclo sucesivo el sistema está en la misma 
condición en que estaba al principio, excepto que es un poco más chico. Todas las 
fuerzas son más chicas en la misma proporción: la fuerza del resorte se reduce, los 
efectos inerciales son menores porque las aceleraciones son ahora más débiles y el 
roce es menor también porque así lo concebimos cuidadosamente. Cuando realmente 
tenemos ese tipo de roce, encontramos que cada oscilación es exactamente la mis- 
ma que la primera, excepto que está reducida en amplitud. Si el primer ciclo dismi- 
nuyó la amplitud a, digamos, el 90 por 100 de lo que era al principio, la siguiente 
la va a disminuir a 90 por 100 del 90 por 100, etc.: el tamaño de las oscilaciones 
se reduce en la misma fracción en cada ciclo. Una función exponencial es una curva 
que hace exactamente eso. Cambia en el mismo factor en cada intervalo igual de 
tiempo. Es decir, si la amplitud de un ciclo relativa a la anterior se llama a, enton- 
ces la amplitud de la siguiente es a? y de la siguiente a?. De manera que la ampli- 
tud es alguna constante elevada a una potencia igual al número de ciclos recorridos: 


A = Aga”. (25.10) 


Pero, por supuesto, n~t, asi que está perfectamente claro que la solución general va 
a ser algún tipo de oscilación, seno o coseno wt, por una amplitud que varia más o 
menos como b’. Pero b se puede escribir como e° si b es positivo y menor que 1. 
Por esto es que la solución aparece como e! cos wt. Es muy simple. 


¿Qué sucede si el roce no es tan artificial, por ejemplo, la fricción común de una 
mesa, de manera que la fuerza de roce es una cierta cantidad constante e indepen- 
diente de la magnitud de la oscilación que invierte su dirección cada medio ciclo? 
Entonces la ecuación ya no es más lineal, se hace dificil de resolver y debe ser re- 
suelta por el método numérico dado en el capítulo 2, o considerando cada medio 
ciclo separadamente. El método numérico es el más poderoso de todos y puede re- 
solver cualquier ecuación. Solamente cuando tenemos un problema simple podemos 
usar el análisis matemático. 


El análisis matemático no es la cosa grandiosa que se dice ser; resuelve sólo 
las ecuaciones más simples. Tan pronto como las ecuaciones se hacen un poco más 
complicadas, nada más que un poquito -no se las puede resolver analiticamente-. 
Pero el método numérico, al cual se le hizo propaganda al principio del curso, 
puede hacerse cargo de cualquier ecuación de interés fisico. 


A continuación, ¿qué pasa con la curva de resonancia? ¿Dónde está la reso- 
nancia? Primero, imaginen por un momento que no hay roce y tenemos algo que 
pueda 


oscilar por si mismo. Si golpeáramos el péndulo en forma precisa cada vez que pasa, 
por supuesto que podríamos hacerlo mover como loco. Pero si cerramos los ojos y 
no lo miramos y lo golpeamos a intervalos iguales arbitrarios, ¿qué va a suceder? 
A veces nos vamos a encontrar golpeando cuando va en el sentido contrario. Cuan- 
do sucede que tenemos el ritmo correcto, por supuesto, cada golpe va a ser dado 
justo a tiempo de manera que va cada vez más alto y más alto y más alto. De ma- 
nera que sin roce obtendriamos una curva como la curva llena de la figura 25-5 
para diferentes frecuencias. Cualitativamente, comprendemos la curva de resonan- 
cia: con el fin de obtener la forma exacta de la curva probablemente lo más apro- 
piado sea hacerlo matemáticamente. La curva tiende a infinito cuando w > w, don- 
de w, es la frecuencia natural del oscilador. 


X 


Fig. 25-5. Curvas de resonancia en pre- 
sencia de diversas cantidades de roce. 


Supongamos ahora que hay un poco de roce; cuando el desplazamiento del osci- 
lador es pequeño, el roce no lo afecta mucho; la curva de resonancia es la misma, 
excepto cuando estamos cerca de la resonancia. En vez de hacerse infinita cerca de 
la resonancia la curva va a alcanzar solamente una altura tal que el trabajo realiza- 
do por nuestros golpes cada vez es suficiente para compensar la pérdida de energia 
por roce durante el ciclo. De manera que el ápice de la curva es redondeada —no va 
a infinito—-. Si hay más roce, el ápice de la curva se redondea aún más. Ahora 
bien, alguien podria decir: “yo creia que los anchos de las curvas dependian del 
roce”. Eso es porque la curva se traza comúnmente de manera que su ápice se 
representa por una unidad. Sin embargo, la expresión matemática es aún más 
simple de entender, si trazamos todas las curvas con la misma escala; entonces ¡todo 
lo que sucede es que el roce rebaja el ápice! Si hay menos roce, podemos subir más 
por ese pico antes que el roce lo corte, de manera que se ve relativamente más an- 
gosto. Esto es, mientras más alto es el máximo de la curva, tanto más angosto es el 
ancho en la mitad de la altura máxima. 


Finalmente, tomemos el caso de que haya una enorme cantidad de roce. Re- 
sulta que si hay demasiado roce, el sistema no oscila en absoluto. La energia del 
resorte es apenas capaz de moverlo en contra de las fuerzas de roce, y asi, se desliza 
lentamente hasta el punto de equilibrio. 


25-4 Analogias en física 


El siguiente aspecto a señalar en este repaso es que masas y resortes no son 
los únicos sistemas lineales; hay otros. En particular, hay sistemas eléctricos 


25-9 


llamados circuitos lineales, en los cuales encontramos una analogia completa con 
los sistemas mecánicos. No hemos aprendido exactamente por qué cada uno de los 
objetos en un circuito eléctrico funciona en la forma que lo hace —no tiene por qué 
entenderlo en este momento—; podemos establecerlo como un hecho verificable ex- 
perimentalmente que se comportan .como se ha dicho. 

Por ejemplo, tomemos el caso más simple posible. Tenemos un pedazo de alam- 
bre, que es una resistencia, y hemos aplicado a él una diferencia de potencial V. 
Ahora bien Y tiene este significado: si llevamos una carga q a lo largo del alambre 
desde un terminal al otro terminal, el trabajo realizado es qV. Cuanto más alta la 
diferencia de voltaje tanto más trabajo se realiza cuando la carga, como decimos, 
“cae” del extremo del terminal de potencial alto al extremo de potencial bajo. De 
manera que las cargas entregan energía al ir de un extremo al otro. Ahora bien, las 
cargas no vuelan simplemente derecho desde un extremo hasta el otro; los atomos 
del alambre ofrecen alguna resistencia a la corriente y esta resistencia obedece la 
siguiente ley para casi todas las sustancias ordinarias: si hay una corriente /, o sea, 
tantas cargas por segundo tropezando, el número por segundo que atraviesa trope- 
zando el alambre es proporcional a lo fuertemente que las empujan —en otras pala- 
bras, proporcional a cuánto voltaje existe: 


V = IR = R(dq/dù. (25.11) 


El coeficiente R se llama resistencia y la ecuación se llama Ley de Ohm. La unidad 
de resistencia es el ohm; es igual a un volt por ampere. En situaciones mecánicas 
es dificil obtener tal fuerza de roce proporcional a la velocidad; en un sistema eléc- 
trico es muy fácil y esta ley es extremadamente precisa para casi todos los metales. 


Estamos a menudo interesados en cuánto trabajo se realiza por segundo, la pér- 
dida de potencia o la energia liberada por las cargas a medida que tropiezan a lo 
largo del cable. Cuando llevamos una carga q a través de un voltaje V, el trabajo 
es qV, de manera que el trabajo realizado por segundo seria V(dq/dt), que es lo mis- 
mo que V/ o también IR - I = PR. Esto se llama pérdida por calentamiento; es 
cuanto calor se genera en la resistencia por segundo, debido a la conservación de la 
energía. Es este calor el que hace que funcione una lámpara incandescente ordinaria. 


Por supuesto, hay otras propiedades interesantes de sistemas mecánicos, como la 
masa (inercia), y resulta que hay también una analogía eléctrica para la inercia. Es 
posible hacer algo llamado inductor que tiene una propiedad llamada inductancia 
tal que una corriente, una vez establecida en la inductancia no quiere detenerse. ¡Se 
necesita un voltaje para cambiar la corriente! Si la corriente es constante no hay 
voltaje a través de una inductancia. Los circuitos CC no saben nada de inductancia; 
es sólo cuando cambiamos la corriente que se manifiestan los efectos de la inductan- 
cia. La ecuación es 


V = L(dl/dt) = L(d?g/d1?), (25.12) 


y la unidad de inductancia, llamada henry, es tal que un volt aplicado a una induc- 
tancia de un henry produce un cambio de un ampere por segundo en la corriente. 
La ecuación (25.12) es la analogia de la ley de Newton para la electricidad, si asi 
lo deseamos: ¡Y corresponde 
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a F, L corresponde a m, e I corresponde a la velocidad! Todas las ecuaciones si- 
guientes para los dos tipos de sistemas van a tener la misma deducción, porque en 
todas las ecuaciones podemos cambiar cualquier letra por su letra análoga corres- 
pondiente y obtenemos la misma ecuación; cualquier cosa que deduzcamos va a te- 
ner una correspondencia en los dos sistemas. 


Ahora bien, ¿qué cosa eléctrica corresponde al resorte mecánico, donde existia 
una fuerza proporcional al estiramiento? Si empezamos con F = kx y reemplaza- 
mos F>V y x>q, obtenemos V = «q. Resulta que existe tal cosa, de hecho es el 
único de los tres elementos de circuito que podemos entender realmente, porque 
hemos estudiado un par de placas paralelas y encontramos que si hubiera una carga 
de cierta cantidad igual y contraria en cada placa, el campo eléctrico entre ellas 
sería proporcional al tamaño de la carga. De manera que el trabajo realizado al 
mover una carga unitaria a través de la separación de una placa a la otra es pre- 
cisamente proporcional a la carga. Este trabajo es la definición de diferencia de po- 
tencial y es la integral curvilinea del campo eléctrico de una placa a la otra. Resulta 
que por razones históricas, la constante de proporcionalidad no se llama C sino 
1/C. Pudo haber sido llamada C, pero no lo fue. Tenemos entonces 


V = q/C. (25.13) 


La unidad de capacitancia C es el farad; una carga de un coulomb en cada placa de 
un capacitor de un farad produce una diferencia de potencial de un volt. 

Ahi están nuestras analogias y la ecuación correspondiente al circuito oscilante 
se transforma en lo siguiente, mediante sustitución directa de m por L, x por q, etc.: 


m(d?x/d12) + Ym(dx/di) + kx =F, (25.14) 
L(d*9/d1?) + R(dg/di) + q/C = V. (25.15) 


Ahora bien, todo lo que aprendimos acerca de (25.14) se puede transformar para 
aplicarlo a (25.15). Cualquier consecuencia es la misma; es tan igual, que hay algo 
brillante que podemos hacer. 


Supongan que tenemos un sistema mecánico bastante complicado, no sólo una 
masa en un resorte, sino que varias masas en varios resortes todos enganchados 
entre si. ¿Qué hacemos? ¿Resolverlo? A lo mejor; pero miren, podemos hacer un 
circuito electrico ¡que va a tener las mismas ecuaciones que el objeto que estamos 
tratando de analizar! Por ejemplo, si queriamos analizar una masa en un resorte. 
¿por qué no construir un circuito eléctrico en el cual usamos una inductancia pro- 
porcional a la masa, una resistencia proporcional al my correspondiente. //C 
proporcional a k, todas en las misma propo. ción? Entonces este circuito eléctrico va 
a ser, por supuesto, la analogia exacta del mecánico nuestro en el sentido que cual- 
quier cosa que haga q en respuesta a V (V también se hace corresponder a las fuer- 
zas que están actuando) ¡así lo hará x en respuesta a la fuerza! De manera que asi 
tenemos algo complicado con una gran cantidad de elementos conectados, podemos 
conectar una cantidad de resistencias, inductancias y capacitancias para imitar 
el sistema mecánico complicado. ¿Cuál es la ventaja de esto? Un problema es tan 
difícil (o tan facil) como el otro, porque son exactamente 
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equivalentes. La ventaja no es que sea más fácil resolver las ecuaciones matemáti- 
cas después que descubrimos que tenemos un circuito eléctrico (¡aunque ése es el 
método usado por los ingenieros eléctricos!), sino que en vez de ello, la verdadera 
razón para mirar al análogo es que es más facil hacer el circuito eléctrico y cam- 
biar algo en el sistema. 


Supongan que hemos diseñado un automóvil y queremos saber cuánto se va a 
sacudir cuando pase por un cierto tipo de camino lleno de baches. Construimos un 
circuito eléctrico con inductancias que representen la inercia de las ruedas, las 
constantes de resorte como condensadores para representar los resortes de las rue- 
das y resistencias para representar los amortiguadores, etc., para las otras partes del 
automóvil. A continuación necesitamos un camino lleno de baches. De acuerdo, 
aplicamos un voltaje de un generador que represente tal y tal tipo de bache y des- 
pués miramos cómo se sacude la rueda izquierda midiendo la carga en algún con- 
densador. Habiéndola medido (lo que es fácil de hacer) encontramos que se está 
sacudiendo mucho. ¿Necesitamos más amortiguamiento o menos? Con una cosa tan 
complicada como un automóvil, ¿realmente cambiamos el amortiguador y lo resolve- 
mos todo de nuevo? ¡No!, simplemente movemos un dial; el dial número diez es el 
amortiguador número tres. Así que introducimos más amortiguamiento. Las sacudi- 
das son peores —de acuerdo, probamos con menos—. Las sacudidas son peores aún; 
cambiamos la dureza del resorte (dial 17) y ajustamos todas estas cosas eléctrica- 
mente, simplemente girando una perilla. 

Esto se llama computadora analógica. Es un dispositivo que imita el problema 
que queremos resolver, creando otro problema que tiene la misma ecuación, pero en 
otras circunstancias de la naturaleza y ¡que es mucho más fácil de construir. de 
medir, de ajustar y de destruir! 


25-5 Impedancias en serie y en paralelo 


Finalmente hay un detalle importante que no tiene casi la naturaleza de repaso. 
Tiene que ver con un circuito eléctrico en el cual hay más de un elemento de circui- 
to. Por ejemplo, cuando tenemos un inductor, una resistencia y un condensador 
conectados como en la figura 24-2. notamos que toda la carga pasaba por cada uno 
de los tres, de manera que en un objeto tal conectado tan singularmente. la corriente 
es la misma en todos los puntos del alambre. Como la corriente es la misma en cada 
uno, el voltaje a traves de R es /R; el voltaje a través de L es L(dl/ dt), ete. De 
manera que la caida total del potencial es su suma de éstos y esto conduce a la 
ecuación (25.15). Usando números complejos. encontramos que podiamos resolver 
la ecuación para el movimiento estacionario en respuesta a una fuerza sinusoidal. 
Encontramos aquí que Y = Zi. Ahora Z se llama la impedancia de ese circuito 
particular. Nos dice que si aplicamos un voltaje sinusoidal V, obtenemos una 
corriente /. 


Supongan ahora que tenemos un circuito más complicado que tiene dos partes 
que por si mismas tienen una cierta impedancia Z, y Z, y las ponemos en serie 
(Fig. 25-6a) y aplicamos un voltaje. ¿Qué pasa” Ahora es un poco más R 
pero si Í es la corriente a través de Z,. la diferencia de potencial a traves de Z,. 
V, = ÍZ,; igualmente el voltaje a través Z,es V, = Í1Z,. La misma corriente asi 
por ambos. Luego el voltaje total es la suma de los voltajes a través de las dos sec- 
ciones 
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| 
Fig. 25-6. Dos impedancias conectadas 


(a) en serie (b) en paralelo en serie y en paralelo. 


y es igual a P = V + P, = (Ê+ Z,) Î. Esto significa que el voltaje en el cir- 
cuito completo se puede escribir vas = [Z,, donde la Z, del sistema combinado en 
serie es la suma de los dos Z de cada parte: 


Ê, = 2,42. (25.16) 


Esta no es la única manera de conectar las cosas. También las podemos conec- 
tar de otra manera, llamada conexión en paralelo (Fig. 25-6b). Ahora vemos que un 
voltaje dado aplicado a los terminales, si los alambres de conexión son conductores 
perfectos, está aplicado efectivamente a ambas impedancias y va a dar origen a 
corrientes en cada una independientemente. Luego, la corriente en Z, es igual a 
Í = V/Z,. La corriente en Ê, es Í, = V/Ż,. Es el mismo voltaje. La corriente 
total que se entrega a los terminales es la suma de las corrientes en las dos seccio- 
nes: Í = V/Z, + V/Z,. Esto se puede escribir 


V = A — = 12, 
A/Z) + (1/Z2) 
Asi N Ñ g 
1/Z, = 1/Z1 + 1/Z2. (25.17) 


Circuitos más complicados pueden simplificarse a veces tomando partes de ellos, 
trabajando con las impedancias sucesivas de las partes y combinando el circuito 
paso a paso, usando las reglas anteriores. Si tenemos cualquier tipo de circuito con 
muchas impedancias conectadas de todas las maneras posibles y si incluimos los 
voltajes en forma de pequeños generadores sin impedancia (cuando pasamos carga a 
través de él, el generador agrega un voltaje V), entonces se aplican los siguientes 
principios: (1) En cualquier nudo la suma de las corrientes hacia el nudo es cero. 
O sea, toda la corriente que entra debe salir. (2) Si llevamos una carga alrededor 
de cualquier malla, volviendo al punto de partida, el trabajo neto realizado es cero. 
Estas reglas se llaman leyes de Kirchhoff para circuitos eléctricos. Su aplicación 
sistemática a circuitos complicados a menudo simplifica su análisis. Los menciona- 
mos aqui junto con las ecuaciones (25.16) y (25.17), en el caso que ustedes ya hayan 
encontrado tales circuitos que necesitan analizar en el trabajo de laboratorio. Van 
a ser discutidas de nuevo con mayor detalle el próximo año. 
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26-1 La luz 


Este es el primero de ung serie de capitulos sobre el tema radiación electromag- 
nética. La luz, con la cual vemos, es solo una pequeña parte de un vasto espectro 
del mismo tipo de cosas, distinguiéndose las diversas partes de este espectro por 
valores diferentes de una cierta cantidad que varia. Esta cantidad variable podria 
llamarse la “longitud de onda”. A medida que ésta varia en el espectro visible, la 
luz dparentemente cambia de color de rojo a violeta. Si exploramos el espectro siste- 
maticamente, desde longitudes de ondas largas hacia las más cortas, empezariamos 
con lo que se llama comúnmente ondas de radio. Las ondas de radio son asequibles 
tecnicamente en un gran intervalo de longitudes de onda, algunas aún más largas 
que las usadas en las radiodifusiones regulares; las difusiones radiales regulares 
tienen longitudes de ondas correspondientes a unos 500 metros. A continuación están 
las asi llamadas “ondas cortas”, por ejemplo, ondas de radar, ondas milimétricas, 
etcétera. No existe ningún límite definido entre uno y otro intervalo de longitudes 
de ondas, porque la naturaleza no se nos presenta con limites bien definidos. El 
número asociado con un nombre dado para las ondas es aproximado solamente y 
también lo son por supuesto los nombres que damos a los diferentes intervalos. 


A continuación, después de un largo camino por las ondas milimétricas, llega- 
mos a lo que llamamos el infrarrojo y, por lo tanto, al espectro visible. A continua- 
ción, avanzando hacia el otro lado llegamos a la región que se llama ultravioleta. 
Donde termina el ultravioleta, empiezan los rayos X, pero no podemos definir pre- 
cisamente dónde sucede esto; es aproximadamente a 10% m, o 10 u. Estos son 
rayos X “blandos”; luego están los rayos X ordinarios y rayos X muy duros; luego 
e rayos y, etc., para valores cada vez menores de esta dimensión llamada longitud 

e onda. 
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Dentro de esta vasta gama de longitudes de onda, hay tres o más regiones de 
aproximación que son especialmente interesantes. En una de éstas, existe una con- 
dición en la cual las longitudes de onda que intervienen son muy pequeñas compa- 
radas con las dimensiones del equipo disponible para su estudio; además las energias 
de los fotones, usando la teoría cuántica, son pequeñas comparadas con la sensi- 
bilidad energética del equipo. En estas condiciones podemos hacer una primera apro- 
ximación por un método llamado óptica geométrica. Si, por otro lado, las longitudes 
de ondas son comparables a las dimensiones del equipo, lo que es difícil de obte- 
ner con la luz visible pero más fácil con ondas de radio, y si las energias de los 
fotones son todavía despreciablemente chicas, entonces se puede hacer una aproxi- 
mación muy útil estudiando el comportamiento de las ondas, aun sin tomar en cuen- 
ta la mecánica cuántica. Este método se basa en la teoría clásica de la radiación 
electromagnética, que va a ser discutida en un capitulo más adelante. A continua- 
ción, si vamos a las longitudes de ondas más cortas, donde podemos despreciar el 
caracter ondulatorio. pero donde los fotones tienen una energía muy grande compa- 
rada con la sensibilidad del equipo, las cosas se hacen sencillas de nuevo. Esta es la 
imagen simple del fotón que vamos a describir sólo muy aproximadamente. La ima- 
gen completa, que unifica todo en un solo modelo no nos será asequible por mucho 
tiempo. 


En este capitulo nuestra discusión se limita a la región de la Óptica geométrica, 
en la cual nos olvidamos del carácter ondulatorio y fotónico de la luz, lo que va a 
ser explicado a su debido tiempo. Ni siquiera nos preocupamos de decir lo que es 
la luz, sino sólo de averiguar cómo se comporta en una escala grande comparada 
con las dimensiones de interés. Todo esto debe ser dicho para poner énfasis en 
que lo que vamos a decir es una mera aproximación; éste es uno de los capitulos 
que vamos a tener que “desaprender” de nuevo. Pero lo vamos a desaprender muy 
pronto, porque vamos a seguir casi inmediatamente con un método más preciso. 


Aunque la óptica geométrica es sólo una aproximación, es de una gran impor- 
tancia técnica y de gran interés histórico. Vamos a presentar este tema más histó- 
ricamente que otros para dar una idea del desarrollo de una teoria fisica o de una 
idea fisica. 


Primero. la luz es, por supuesto, familiar para todo el mundo y ha sido familiar 
desde tiempo inmemorial. Ahora bien, un problema es: ¿mediante qué proceso vemos 
la luz? Ha habido muchas teorias, pero finalmente se asentó una según la cual es 
que hay algo que entra al ojo —que rebota de los objetos y entra al ojo. Hemos 
escuchado esa idea por tanto tiempo que la aceptamos y es casi imposible para nos- 
otros darnos cuenta que hombres muy inteligentes hayan propuesto teorias contra- 
rias —que algo sale del ojo y palpa el objeto. por ejemplo—. Algunas otras observa- 
ciones importantes son que cuando la luz va de un lugar a otro, va en líneas rectas, 
si no hay nada en el camino, y que los rayos no parecen interferir unos con otros. 
Esto es. la luz se entrecruza en todas direcciones en la pieza, pero la luz que está 
pasando por nuestra linea de visión no afecta la luz que nos llega de algún objeto. 
Esto fue una vez un argumento poderosisimo en contra de la teoria corpuscular; 
fue usado por Huygens. Si la luz fuera como muchas flechas disparadas, ¿cómo 
podrian otras flechas pasar entre ellas tan fácilmente? Tales argumentos filosóficos 
no son de mucho peso. ¡Uno siempre podria decir que la luz está formada por fle- 
chas que pasan a traves de ellas mismas! 
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Fig. 26-1. El ángulo de incidencia es 
igual al ángulo de reflexión. 


26-2 Reflexión y refracción 


La discusión anterior es suficiente sobre el concepto básico de la Optica geomé- 
rica —ahora debemos ir un poco más allá en los aspectos cuantitativos. Hasta 
ahora tenemos a la luz yendo en linea recta entre dos puntos solamente; estudiemos 
ahora el comportamiento de la luz cuando golpea diversos materiales. El objeto más 
simple es un espejo y la ley para el espejo es que cuando la luz golpea el espejo, 
no sigue en linea recta, sino que rebota del espejo en una nueva línea recta que 
cambia cuando cambiamos la inclinación del espejo. La pregunta para los antiguos 
era: ¿cuál es la relación entre los dos ángulos que entran en juego? Esta es una re- 
lación muy simple, descubierta hace mucho tiempo. La luz que choca con un espejo 
viaja de tal manera que los dos angulos entre cada rayo y el espejo, son iguales. Por 
alguna razón se acostumbra medir los ángulos desde la normal a la superficie del es- 
pejo. De manera que la llamada ley de reflexión es 


0; = 0. (26.1) 


Esta es una proposición bastante simple, pero se encuentra un problema más 
dificil cuando la luz va desde un medio a otro, por ejemplo desde el aire al agua; 
aqui tambien vemos que no va en linea recta. En el agua el rayo tiene una inclina- 
ción con respecto a su trayectoria en el aire; si cambiamos el ángulo 0; de manera 
que se acerque a la vertical, entonces el ángulo “en que se quiebra” no es tan gran- 
de. Pero si inclinamos el rayo de luz en un ángulo considerable, entonces la desvia- 
ción es muy grande. 


q 


Fig. 26-2. Un rayo de luz se refracta 
10, cuando pasa de un medio a otro. 


La pregunta es: ¿cuál es la relación entre uno y otro ángulo? Esto intrigó tam- 
bién a los antiguos por mucho tiempo ¡y aqui nunca encontraron la respuesta! 
Es, sin embargo, uno de los pocos lugares de toda la fisica griega donde uno 
puede encontrar algunos resultados experimentales registrados. Claudio Tolomeo 
hizo una lista del ángulo en el agua para cada uno de un número de angulos di- 
ferentes en el aire. La tabla 26-1 muestra los ángulos en el aire en grados y el 
ángulo correspondiente medido en el agua. (Comúnmente se dice que los sabios 
griegos no hacian nunca experimentos. Pero seria imposible obtener 
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Tabla 26-1 Tabla 26-2 


Angulo Angulo Angulo Angulo 
en el aire en el agua en el aire enel agua 
10° 8°- 10° 7-1/2° 
20° 15-1/2° 20° 15° 
30° 22-1/2° 30° 22° 
40° 28° 40° 29° 
50° 35° 50° 35° 
60° 40-1/2° 60° 40° 
70° 45° 70° 48° 
80° 50° 80° 49-1 /2° 


esta tabla de valores sin conocer la ley duradera, excepto mediante el experimento. 
Debe anotarse, sin embargo, que éstos no representan medidas cuidadosas indepen- 
dientes para cada ángulo, sino sólo algunos números interpolados de unas pocas 
medidas, porque todos ellos se ajustan perfectamente a una parábola.) 


Este es entonces uno de los pasos más importantes en el desarrollo de una ley 
fisica: primero observamos un efecto, luego lo medimos y lo registramos en una 
tabla; luego tratamos de encontrar la regla mediante la cual una cosa está conec- 
tada con la otra. La tabla numérica anterior fue hecha en el año 140 D.C., ¡pero 
no fue sino en 1621 cuando alguien encontró finalmente la regla que conecta a los 
dos angulos! La regla, encontrada por Willebrord Snell, un matemático holandés, 
es como sigue: si 0; es el ángulo en el aire y 6, el ángulo en el agua, entonces re- 
sulta que el seno de 0; es igual a un cierto múltiplo constante del seno de 0,: 


sin 6; = n sen 9,. (26.2) 


Para el agua el número n es aproximadamente 1.33. La ecuación (26-2) se llama 
ley de Snell; nos permite predecir cómo se va a inclinar cuando va desde el aire 
al agua. La tabla 26-2 muestra los ángulos en el aire y en el agua de acuerdo con 
la ley de Snell. Nótese el notable acuerdo con la lista de Tolomeo. 


26-3 El principio de Fermat del tiempo minimo 


Ahora bien, en un mayor desarrollo de la ciencia queremos más que una fórmu- 
la. Primero tenemos una observación, luego números que medimos, luego tenemos 
una ley que resume todos los números. Pero la verdadera gloria de la ciencia es 
que podemos encontrar una manera de pensar tal que la ley sea evidente. 


La primera manera de pensar que hizo evidente la ley del comportamiento de la 
luz fue descubierto por Fermat cerca de 1650, y se llama el principio del tiempo 
mínimo o principio de Fermat. Su idea es ésta: que de todos los posibles caminos 
que puede tomar para ir de un punto a otro, la luz toma el camino que requiere el 
tiempo más corto. 


Mostremos primero que esto es cierto para el caso del espejo, que este principio 
sencillo contiene tanto la ley de la propagación rectilinea como la ley del espejo. 
¡De manera que nuestra comprensión está aumentando! Tratemos de encontrar la 
solución 
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Fig. 26-3. Ilustración del principio del 
tiempo mínimo. 


para el siguiente problema. En la figura 26-3 se muestran dos puntos 4 y B y un 
espejo plano MM”. ¿Cuál es la manera de ir de 4 a B en el tiempo más corto? ¡La 
respuesta es ir directamente de A a B! Pero si agregamos una regla extra que la 
luz tiene que chocar con el espejo y volver en el tiempo más corto, la respuesta no 
es tan sencilla. Una manera podría ser ir lo más rápidamente posible al espejo y 
después ir a B por el camino A D B. Por supuesto obtenemos entonces un camino 
largo D B. Si nos movemos un poco hacia la derecha, a E, aumentamos ligeramente 
la primera distancia, pero disminuimos mucho la segunda y asi el largo del camino 
total, y por lo tanto el tiempo de viaje es menor. ¿Cómo se puede encontrar el pun- 
to C para el cual el tiempo es el más corto? Lo podemos encontrar de una manera 
muy bonita mediante un truco geométrico. 


Construimos al otro lado de MM” un punto artificial B’ que esta a la misma 
distancia debajo del plano MM” que el punto B está sobre el plano. Entonces di- 
bujamos la linea EB”. Ahora bien, como BFM es un angulo recto y BF = FB', 
EB es igual a EB’. Luego la suma de las dos distancias AE + EB, que es propor- 
cional al tiempo que se va a demorar si la luz viaja con velocidad constante, también 
es la suma de las dos longitudes AE + EB’. Por lo tanto el problema se convierte 
en: ¿cuándo es minima la suma de estas dos longitudes? La respuesta es fácil: 
¡cuando la linea pasa por el punto C como una línea recta de A a B’! En otras pala- 
bras tenemos que encontrar el punto a partir del cual vamos hacia el punto artificial 
y ése será el correcto. Ahora, si ACB” es una linea recta, entonces el ángulo BCF 
es igual al ángulo B'CF y por lo tanto al ángulo ACM, Por lo tanto, la afirmación 
de que el ángulo de incidencia es igual al ángulo de reflexión es equivalente a la 
afirmación de que la luz va al espejo de manera tal que vuelve al punto B’ en el 
menor tiempo posible. Originalmente Herón de Alejandria afirmó que la luz viaja 
de tal manera que va al espejo y al otro punto en la menor distancia posible; asi 
que no es una teoria moderna. Fue esto lo que inspiró a Fermat a sugerir que tal 
vez la refracción funcionaba con bases similares. Pero para la refracción la luz evi- 
dentemente no usa el camino de menor distancia, asi Fermat ensayó la idea de que 
toma el tiempo más corto. 


Antes que prosigamos analizando la refracción, debiéramos hacer una observa- 
ción más acerca del espejo. Si tenemos una fuente de luz en el punto B y envía luz 
hacia el espejo, vemos que la luz que va a A desde el punto B llega a A exactamente 
de la misma manera como habria llegado a A si hubiera habido un objeto en B’ y 
ningún espejo. Por supuesto, que el ojo detecta sólo la luz que entra fisicamente; 
asi que si tenemos un objeto en B y un espejo que hace que la luz llegue 
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Fig. 26-4. Ilustración del principio de 
Fermat para la refracción. 


al ojo exactamente de la misma manera como habria llegado al ojo si el objeto hu- 
biera estado en B”, entonces cl sistema ojo-cerebro interpreta eso, suponiendo que 
no sabe mucho, como si hubiera un objeto en B”. De manera que la ilusión que hay 
un objeto detrás del espejo se debe simplemente a que la luz que está entrando al 
ojo está entrando de la misma manera, fisicamente, como habria entrado si hubiera 
habido un objeto detrás (con excepción de la suciedad en el espejo y de nuestro 
conocimiento de la existencia del espejo, etc., lo que se corrige en el cerebro). 


Demostremos ahora que el primcipio del tiempo minimo va a dar la ley de Snell 
de la refracción. Debemos, sin embargo, hacer una suposición acerca de la velocidad 
de la luz en el agua. Vamos a suponer que la velocidad de la luz en el agua es 
menor que la velocidad de la luz en el aire en un cierto factor n. 


En la figura 26-4 nuestro problema es de nuevo ir de A a B en el tiempo más 
corto. Para demostrar que lo mejor no es ir simplemente en linea recta, supongamos 
que una hermosa jovencita se ha caido de un bote y está gritando pidiendo ayuda 
en el agua en el punto B. La linea marcada X es la orilla. Nosotros estamos en un 
punto A en tierra y vemos el accidente y podemos correr y también nadar. Pero 
podemos correr más rápido de lo que podemos nadar. ¿Qué hacemos? ¿Vamos en 
linea recta? (¡Si, sin duda!) Sin embargo, si usáaramos un poco más de inteligencia 
nos dariamos cuenta que es ventajoso seguir una distancia un poco mayor por tierra 
para disminuir la distancia en el agua, porque nos movemos más lentamente en el 
agua. (¡Siguiendo esta linea de razonamiento, diriamos que lo correcto seria calcular 
muy cuidadosamente lo que debe hacerse!) En fin, tratemos de demostrar que la 
solución final del problema es el camino ACB, y que este camino toma el menor 
de los tiempos posibles. Si es el camino más corto, eso significa que si tomamos cual- 
quier otro, va a ser más largo. De manera que si graficáramos el tiempo que demora 
en función de la posición del punto X, obtendriamos una curva algo parecida a la 
que se muestra en la figura 26-5 donde el punto C corresponde al 


Fig. 26-5. El tiempo mínimo correspon- 
de al punto C, pero puntos cercanos corres- 
ponden a casi el mismo tiempo. 
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menor de los tiempos posibles. Esto significa que si movemos el punto X hasta pun- 
tos cercanos a C, en primera aproximación no hay esencialmente ningún cambio en 
el tiempo, porque la inclinación es cero en el fondo de la curva. Así, pues, nuestra 
manera de encontrar la ley va a ser considerar que movemos el lugar en una peque- 
ña cantidad y exigir que no haya esencialmente ningún cambio en el tiempo. (Por 
supuesto, que hay un cambio infinitesimal de segundo orden; deberiamos tener un 
aumento positivo para desplazamientos en cualquiera dirección desde C.) De manera 
que consideramos un punto vecino X y calculamos cuánto tomaría en ir de A a B 
por los dos caminos y comparamos el nuevo camino con el antiguo. Esto es muy 
facil de hacer. Queremos que la diferencia sea, por supuesto, casi cero si la distancia 
XC es pequeña. Primero, fijense en el camino en tierra. Si dibujamos una perpen- 
dicular XE vemos que este camino está acortado en una cantidad EC. Digamos 
que ganamos por no tener que ir esa distancia adicional. Por otro lado, en el agua, 
dibujando una perpendicular correspondiente CF, encontramos que tenemos que 
avanzar la distancia adicional XF, y eso es lo que perdemos. O sea que en tiempo, 
ganamos el tiempo que habria tomado avanzar la distancia EC, pero perdemos el 
tiempo que habria tomado avanzar la distancia XF. Estos tiempos deben ser iguales, 
ya que en primera aproximación no debe haber cambio en el tiempo. Pero suponien- 
do que en el agua la velocidad es 1/n veces la del aire, debemos tener 


EC = n: XF. (26.3) 


Por lo tanto, vemos que cuando tenemos el punto preciso, XC sen EXC = nXC 
sen XCF o, simplificando el largo de la hipotenusa común XC y notando que 


EXC = ECN = 0; y XCF = BCN' = 0, 


tenemos 


sin 6; = n sen 0,. (26.4) 


De manera que para ir de un punto a otro en el tiempo minimo cuando el cociente 
entre las velocidades es n, la luz debe entrar en un ángulo tal que el cociente entre 
los senos de los ángulos 0; y 0, sea el cociente entre las velocidades en los dos 
medios. 


26-4 Aplicaciones del principio de Fermat 


Consideremos ahora alguna de las consecuencias interesantes del principio del 
tiempo minimo. Primero está el principio de reciprocidad. Si al ir de A a B hemos 
encontrado el camino de tiempo minimo, al ir en la dirección opuesta (suponiendo 
que la luz va con la misma velocidad en cualquier dirección) el tiempo más corto 
corresponderá al mismo camino y, por lo tanto, si la luz puede ser enviada en un 
sentido, puede ser enviada en el otro. 

Un ejemplo interesante es un bloque de vidrio con caras paralelas planas for- 
mando un ángulo con el haz de luz. La luz al ir a través del bloque desde el punto 
A al punto B (Fig. 26-6), no va en linea recta, sino que disminuye el tiempo en el blo- 
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Al sol aparente 


xN 
A 


i Camino de la luz 
Atmósfera 


Tierra 


Fig. 26-7. Cerca del horizonte el sol 
Fig. 26-6. Un rayo de luz se desvía aparente está más alto que e! sol verdade- 
cuando pasa por un bloque transparente. ro en cerca de 1/2 grado. 


que haciendo el ángulo en el mismo menos inclinado, aunque pierde un poco en el 
aire. El rayo se desplaza sencillamente paralelo a si mismo porque los ángulos de 
entrada y de salida son los mismos. 


Un tercer fenómeno interesante es que cuando vemos ponerse el sol, ¡ya está 
bajo el horizonte! No parece como si estuviera debajo del horizonte, pero está 
(Fig. 26-7). La atmosfera de la tierra es enrarecida arriba y densa abajo. La luz 
viaja más lentamente en el aire que en el vacio, y así la luz del sol puede llegar al 
punto S más allá del horizonte más rápidamente si en vez de ir simplemente en linea 
recta, evita las regiones densas donde va más lentamente, atravesandolas con una 
mayor inclinación. Cuando parece ponerse tras el horizonte, realmente está hace 
rato bajo el horizonte. Otro ejemplo de este fenómeno es el espejismo que uno ve 
a menudo cuando maneja en caminos calurosos. Uno ve “agua” en el camino, pero 
cuando llega ahi ¡está tan seco como el desierto! Lo que estamos viendo realmente 
es la luz del cielo “reflejada” en el camino: la luz del cielo, con rumbo al camino, 
puede terminar en el ojo como se muestra en la figura 26-8, ¿Por qué? El aire está 
muy caliente justo sobre el camino, pero está más frio más arriba. El aire caliente 
está más expandido que el aire frio y es más enrarecido y es menor la disminución de 
la velocidad de la luz. O sea, la luz va más rápido en la región caliente que en la región 
fria. Por lo tanto, la luz en vez de decidir irse de una manera directa, tiene también 
un camino de tiempo minimo, por el cual entra por un rato en la región donde se 
mueve más rápido a fin de ahorrar tiempo. Así, pues, puede seguir una curva. 


Camino o arena caliente Fig. 26-8. Un espejismo. 

Como otro ejemplo importante del principio de tiempo minimo, supongan que 
quisiéramos disponer una situación en la cual tenemos que toda la luz que sale de 
un punto P se recolecta en otro punto P” (Fig. 26-9). Eso significa, por supuesto, 
que la luz puede ir en una linea recta de P a P’. Eso está bien; pero, ¿cómo podemos 
arreglarnos para que no solamente vaya derecho, sino que la luz que parte de P 
a Q también termine en P’? Queremos juntar toda la luz en lo que llamamos foco. 
¿Cómo? Si la luz toma siempre el camino de tiempo minimo, 


26-8 


£ 
po 


(9) 


. Fig. 26-10. Un sistema óptico de en- 
Fig. 26-9. Una “caja negra” óptica. foque. 


entonces ciertamente no debería querer seguir todos esos caminos. ¡La única manera 
para que la luz pueda estar perfectamente satisfecha de tomar varios caminos adya- 
centes es hacer aquellos tiempos exactamente iguales! De otra manera, seleccionaria 
el de tiempo minimo. Por lo tanto, el problema de hacer un sistema de enfoque es 
sencillamente arreglar un dispositivo tal ¡que le toma a la luz el mismo tiempo para 
ir por todos los caminos diferentes! 

Esto es fácil de hacer. Supongan que tuviéramos un pedazo de vidrio en el cual 
la luz va más despacio que en el aire (Fig. 26-10). Ahora consideren un rayo que va 
por el aire por el camino POP”. Ese es un paso más largo que desde P directamente 
a P’ y sin duda demora un tiempo mayor. Pero si introdujéramos un pedazo de 
vidrio del grosor justo (después averiguaremos qué grosor) ¡podria compensar 
exactamente el exceso de tiempo que demoraria la luz yendo oblicua! En este caso 
podemos hacer que el tiempo que la luz demora en atravesar derecho sea el mismo 
que el tiempo que demora en ir por el camino POP”. Igualmente, si tomamos un 
rayo PRR”P' que esta algo inclinado, no es tan largo como POP” y no tenemos que 
compensar tanto como para el recto, pero tenemos que compensar algo. Termina- 
mos con un pedazo de vidrio como el de la figura 26-10. Con esta forma toda la luz 
que viene de P va a P'. Esto, por supuesto, es bien conocido por nosotros y llama- 
mos a tal dispositivo lente convergente. En el capitulo siguiente vamos a calcular 
realmente qué forma debe tener la lente para hacer un enfoque perfecto. 


Fig. 26-11. Un espejo elipsoidal. 


Consideren otro ejemplo: supongan que deseamos disponer algunos espejos de 
manera que la luz de P vaya siempre a P’ (Fig. 26-11). Por cualquier camino ella 
va a algún espejo y vuelve y todos los tiempos deben ser iguales. Aqui siempre la luz 
viaja en el aire de manera que el tiempo y la distancia son proporcionales. Por lo tan- 
to, la afirmación que todos los tiempos son iguales es igual a la afirmación que la dis- 
tancia total es la misma. Por lo tanto, la suma de las dos distancias r, y r, debe ser 
una constante. Una elipse es la curva que tiene la propiedad de que la suma de las 
distancias desde dos puntos es constante para todo punto sobre la elipse; asi po- 
demos estar seguros que la luz de un foco va a ir al otro. 


El mismo principio funciona para concentrar la luz de una estrella. El gran te- 
lescopio de Palomar de cinco metros esta construido según el siguiente principio. 
Imaginen un estrella alejada miles de millones de 
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Fig. 26-12. Un espejo paraboloidal. 


kilómetros; deseariamos lograr que toda la luz que entra llegue a un foco. Por cierto 
que no podemos dibujar los rayos que llegan hasta la estrella, pero de todos modos 
deseamos verificar si los tiempos son iguales. Por supuesto, sabemos que cuando los 
diversos rayos han llegado a un plano KK”, perpendicular a los rayos, todos los 
tiempos en este plano son iguales (Fig. 26-12). Los rayos deben entonces bajar hasta 
el espejo y proseguir a P” en tiempos iguales. Esto es, debemos encontrar una curva 
que tenga la propiedad de que la suma de las distancias XX” + X”P” sea una cons- 
tante, cualquiera sea la elección X. Una manera facil de encontrarla es prolongar la 
línea XX” hasta un plano LL”. Ahora bien, si disponemos nuestra curva de manera 
que A'4” = A'P”, B'B” = B'P*, CC”? = C'*P”, etc., tendremos nuestra curva, por- 
que entonces, por supuesto, AA’ + A'P' = AA’ + A'A” va a ser constante. Asi, 
pues, nuestra curva es el lugar geométrico de todos los puntos equidistantes de una 
línea y un punto. Esa curva se llama parábola; el espejo se hace en forma de pa- 
rábola. 


Los ejemplos anteriores ilustran el principio con el cual pueden ser diseñados 
esos dispositivos Ópticos. Las curvas exactas pueden ser calculadas usando el prin- 
cipio según el cual, para enfocar perfectamente, los tiempos de viaje deben ser exac- 
tamente iguales para todos los rayos de luz, al mismo tiempo que son menores que 
para cualquier otro camino vecino. 

Vamos a discutir más estos dispositivos Ópticos de enfoque en el capitulo si- 
guiente; discutamos ahora el desarrollo subsiguiente de la teoria. Cuando se des- 
arrolla un nuevo principio teórico, como el principio del tiempo minimo, nuestra 
primera inclinación seria querer decir: “Bueno, eso es muy bonito; es delicioso, pero 
la pregunta es ¿ayuda en algo a comprender la fisica?” Alguien podria decir: “Si, 
¡vean cuántas cosas podemos comprender ahora!” Otro dice: “Muy bien, pero yo 
puedo comprender los espejos también. Necesito una curva tal que todo plano tan- 
gente forme ángulos iguales con los dos rayos. Puedo idear una lente también, porque 
cada rayo que llega a él se dobla en ángulo por la ley de Snell.” Evidentemente la 
afirmación de que el tiempo es minimo y la afirmación de que los ángulos son iguales 
en la reflexión y que los senos de los ángulos son proporcionales en la refracción 
son lo mismo. De manera que, ¿es sólo una pregunta filosófica o estética? Puede 
haber argumentos para ambos bandos. 


Sin embargo, la importancia de un principio poderoso es que predice nuevas 
cosas. 


Es fácil demostrar que hay una cantidad de cosas nuevas predichas por el prin- 
cipio de Fermat. Primero, supongamos que hay fres medios, vidrio, agua y aire; 
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realizamos un experimento de refracción y medimos el índice n de un medio respec- 
to al otro. Llamemos n,, el índice del aire (1) respecto al agua (2), n,, el índice 
del aire (1) respecto al vidrio (3). Si midiéramos agua respecto a vidrio, deberiamos 
encontrar otro indice que llamaremos n,,. Pero no hay ninguna razón a priori por 
que habria de haber alguna conexión entre n,,, n,, y n,, Por otro lado, de acuerdo 
“con la idea del tiempo minimo, existe una relación bien definida. El índice n,, es 
el cociente entre dos cosas, la velocidad en el aire y la velocidad en el agua; n,, 
es el cociente entre la velocidad en el aire y la velocidad en el vidrio; n,, es el 
cociente entre la velocidad en el agua y la velocidad en el vidrio. Luego simplifica- 
mos el aire y obtenemos 


n23 = O m, (26.5) 


En otras palabras, predecimos que el indice para un nuevo par de materiales se pue- 
de obtener de los indices de los materiales individuales, ambos respecto al aire o 
respecto al vacio. Asi si medimos la rapidez de la luz en todos los materiales y de 
ahi obtenemos un solo número para cada material, a saber su indice relativo al 
vacio, llamado n; (n, es la velocidad en el aire relativa a la velocidad en el vacío, 
etcétera), entonces nuestra fórmula es fácil. El indice para dos materiales cuales- 
quiera i y j es 


nj= =>". (26.6) 


Usando sólo la ley de Snell, no hay base para una predicción de este tipo.* Pero, 
por supuesto, esta predicción funciona. La realción (26.5) se conoció desde muy tem- 
prano y fue un poderoso argumento a favor del principio del tiempo minimo. 


Otro argumento para el principio del tiempo minimo, otra predicción, es que si 
medimos la velocidad de la luz en el agua, va a ser menor que en el aire. Esta es una 
predicción de un tipo totalmente diferente. Es una predicción brillante, porque todo 
lo que hemos medido hasta ahora son angulos; aqui tenemos una predicción teórica, 
que es bastante diferente de las observaciones de las cuales Fermat dedujo la idea 
del tiempo minimo. ¡Resulta, de hecho, que la velocidad en el agua es menor que la 
velocidad en el aire en la proporción justa que se necesita para tener el indice 
correcto! 


26-5 Un enunciado más preciso del principio de Fermat 


Realmente debemos hacer el enunciado del principio del tiempo mínimo un poco 
más preciso. No fue expuesto correctamente más arriba. Se le llama incorrectamente 
principio del tiempo minimo y hemos seguido con la descripción incorrecta por con- 
veniencia, pero ahora debemos ver cuál es el enunciado correcto. Supongan que 
tuviéramos un espejo como en la figura 26-3. ¿Qué le hace pensar a la luz que tiene 
que ir al espejo? El camino del tiempo minimo es claramente AB. Asi, algunas per- 
sonas podrian decir: “A veces es un tiempo 


* Aunque se puede deducir si se hace la hipótesis adicional de que al agregar una capa 


de una sustancia a la superficie de otra, no cambia el posible ángulo de refracción en el último 
material. 
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máximo”. ¡No es un tiempo máximo, porque ciertamente un camino curvado toma- 
ria un tiempo aún más largo! El enunciado correcto es el siguiente: un rayo que 
va en cierto camino particular tiene la propiedad de que si hacemos un pequeño 
cambio (digamos un corrimiento del | por 100) en el rayo de cualquier manera que 
sea, digamos en el lugar en el cual llega al espejo o en la forma de la curva o cual- 
quier cosa, no va a haber cambios de primer orden en el tiempo; va a haber sólo 
un cambio de segundo orden en el tiempo. En otras palabras, el principio es que la 
luz toma un camino tal que hay muchos otros caminos vecinos que demoran casi 
exactamente el mismo tiempo. 


Fig. 26-13. El pasaje de una onda de 
radio a través de una rendija estrecha. 


La siguiente es otra dificultad con el principio del tiempo minimo; es una que 
las personas que no gustan de este tipo de teorías nunca pudieron aceptar. Con la 
teoria de Snell podemos “entender” la luz. La luz va caminando, ve una superficie. 
se curva porque hace algo en la superficie. La idea de causalidad, de que va de un 
punto a otro y a otro, etc., es facil de entender. Pero el principio del tiempo minimo 
es un principio filosófico completamente diferente acerca de cómo funciona la na- 
turaleza. En vez de decir que es algo causal, que cuando hacemos algo, otra cosa 
sucede, etc.. dice esto: nosotros establecemos la situación y la luz decide cuál es el 
tiempo más corto. o el extremo. y elige ese camino. Pero, ¿qué hace. cómo lo ave- 
rigua? ¿Huele ella los caminos vecinos y los compara entre si? La respuesta es sí, 
lo hace, en cierto modo. Ese es el aspecto que no se conoce, por supuesto, en la 
Óptica geométrica y que está encerrado en el concepto de longitud de onda; la lon- 
gitud de onda nos dice aproximadamente cuán lejos la luz debe “oler” el camino 
para controlarlo. Es dificil demostrar este hecho en una escala grande con la luz, 
porque las longitudes de onda son tan terriblemente cortas. Pero con las ondas de 
radio. digamos ondas de 3 cm, las distancias que están controlando las ondas de 
radio son más grandes. Si tenemos una fuente de ondas de radio. un detector y una 
rendija, como en la figura 26-13, los rayos van, por supuesto. de S a D porque es 
una linea recta: y si cerramos un poco la rendija, está bien —todavia pasan—. Pero si 
ahora movemos el detector a un lado hacia D’, las ondas no van a ir a traves de la 
rendija ancha de S a D’ porque verifican varios caminos vecinos y dicen: “No, mi 
amigo, todos ellos corresponden a tiempos diferentes.” Por otro lado. si impedimos a 
la radiación que verifique los caminos cerrando la rendija hasta una fisura muy fina, 
entonces no hay más que un camino disponible ¡y la radiación lo toma! ¡Con una 
rendija angosta llega a D’ más radiación que la que llega con una rendija ancha! 
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Uno puede hacer lo mismo con la luz, pero es dificil demostrarlo a una escala 
grande. El efecto se puede ver en las siguientes condiciones simples. Encuentren 
una luz pequeña y brillante, digamos una lámpara no esmerilada en un farol callejero 
lejano, o la reflexión del sol en el parachoques curvado de un automóvil. Entonces 
pongan dos dedos frente a un ojo de manera de mirar por la hendidura y estrujen la 
luz hasta cero muy suavemente. Van a ver que la imagen de la luz, que era un pe- 
queño punto antes, se hace bastante alargada y aun se estira en una larga línea. 
La razón es que los dedos están muy juntos, y la luz que se supone que viene en 
línea recta se abre en un ángulo de manera que cuando llega al ojo entra desde varias 
direcciones. Además notarian, si son muy cuidadosos, máximos laterales, muchas 
franjas a lo largo de los bordes también. Más aún, todo está coloreado. Todo esto 
va a ser explicado a su debido tiempo, pero por el momento es una demostración 
de que la luz no siempre va en líneas rectas, y es una que se realiza muy fácilmente. 


26-6 Cómo funciona 


Finalmente, damos una visión muy somera de lo que verdaderamente sucede, 
de cómo el todo funciona realmente a partir de lo que ahora creemos correcto, el 
punto de vista preciso de la dinámica cuántica, pero por cierto descrito sólo cuali- 
tativamente. Al seguir la luz de A a B en la figura 26-3, encontramos que la luz no 
parece estar en forma de ondas. Por el contrario, los rayos parecen estar hechos 
de fotones y realmente producirian clics en un contador de fotones, si es que estuvié- 
ramos usando uno. El brillo de la luz es proporcional al número promedio de foto- 
nes que llega por segundo, y lo que calculamos es la probabilidad de que un fotón 
llegue de A a B, digamos, al golpear el espejo. La ley de esa probabilidad es muy 
extraña. Tomen cualquier camino y encuentren el tiempo para ese camino, luego 
formen un número complejo o dibujen un pequeño vector complejo pe'? cuyo ángu- 
lo 0 sea proporcional al tiempo. El número de vueltas por segundo es la frecuencia 
de la luz. Ahora tomen otro camino; tiene, por ejemplo, un tiempo diferente. de ma- 
nera que su vector está girado en un ángulo diferente —siendo el ángulo siempre 
proporcional al tiempo—. Tomen todos los caminos disponibles y agreguen un pe- 
queño vector por cada uno; ¡entonces la respuesta es que la probabilidad de llegada 
del fotón es proporcional al cuadrado del largo del vector final, desde el principio 
hasta el final! 


Mostremos ahora cómo esto implica el principio del tiempo minimo para un 
espejo. Consideramos todos los rayos, -odos los caminos posibles ADB, AEB, ACB, 
etcétera, en la figura 26-3. El camino ADB hace una cierta contribución pequeña, 
. pero el camino siguiente AEB demora un tiempo bastante diferente, de manera que 
su ángulo 6 es bastante diferente. Digamos que el punto C corresponde al tiempo 
minimo, donde si cambiamos los caminos los tiempos no cambian. Asi que por un 
rato los tiempos cambian y entonces empiezan a variar cada vez menos a medida 
que nos acercamos al punto C (Fig. 26.14.) De manera que las flechas que tenemos 
que sumar vienen con casi exactamente 


Fig. 26-14. La suma de amplitudes de 
probabilidad para muchos caminos vecinos. 
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el mismo ángulo por un rato cerca de C y entonces gradualmente el tiempo empieza 
a aumentar de nuevo y las fases giran hacia el otro lado, etc. A la larga, tenemos un 
nudo bastante apretado. La probabilidad total es la distancia de un extremo al otro 
al cuadrado. Casi toda aquella probabilidad acumulada se presenta en la región don- 
de todas las flechas están en la misma dirección (o en la misma fase). Todas las 
contribuciones de los caminos que tienen tiempos muy diferentes cuando cambiamos 
de camino, se anulan al apuntar en direcciones opuestas. Esto es porque, si escon- 
demos las partes externas del espejo, todavia refleja casi exactamente lo mismo, por- 
que todo lo que hicimos fue sacar un pedazo del diagrama dentro de los extremos 
de la espiral, y esto sólo produce un cambio muy pequeño en la luz. De manera que 
ésta es la relación entre la imagen última de los fotones con una probabilidad de 
llegada que depende de una acumulación de flechas y el principio del tiempo minimo. 


26-14 


27 


Optica geométrica 


27-1 Introducción 27-4 Aumento 


27-2 La distancia focal de una su- 27-5 Lentes compuestas 


perficie esférica 
27-6 Aberraciones 


27-3 La distancia focal de una lente o 
27-7 Poder de resolución 


27-1 Introducción 


En este capitulo vamos a discutir algunas aplicaciones elementales de las ideas 
del capítulo anterior a algunos dispositivos prácticos, usando la aproximación llama- 
da óptica geométrica. Es una aproximación muy útil en el diseño práctico de muchos 
sistemas e instrumentos ópticos. La óptica geométrica es o bien muy simple o bien 
muy complicada. Esto significa que o la podemos estudiar sólo superficialmente 
de manera que podamos. diseñar instrumentos burdamente usando reglas que son 
tan simples que es escasamente necesario tratarlas aqui, ya que son prácticamente 
de nivel de enseñanza secundaria; o bien, si queremos saber de los pequeños errores 
en las lentes y detalles similares, el tema se hace tan complicado ¡que es muy avan- 
zado para discutirlo aquí! Si uno tiene un problema real y detallado en el diseño de 
lentes, incluyendo el análisis de aberraciones, entonces se le aconseja leer sobre el 
tema, O bien simplemente trazar rayos a través de las diversas superficies (que es 
lo que el libro enseña cómo hacer), usando la ley de refracción de un lado a otro, 
y encontrar cómo salen y ver si forman una imagen satisfactoria. La gente ha dicho 
que esto es demasiado tedioso, pero hoy día la manera correcta de hacerlo es con 
computadores. Uno puede plantear el problema y hacer el cálculo para un rayo des- 
pués otro muy fácilmente. De manera que el tema es, en último término, real- 
mente muy simple y no encierra nuevos principios. Además, resulta que las reglas, 
ya sea de la óptica elemental o de la avanzada, son rara vez caracteristicas de otros 
campos, de manera que no hay ninguna razón especial para seguir más con el tema, 
con una excepción importante. 


La teoria más avanzada y abstracta de la Optica geométrica fue desarrollada por 
Hamilton y resulta que ésta tiene aplicaciones muy importantes en mecánica. Es 
realmente aún más importante en mecánica que en óptica; asi que dejamos la teoría 
de Hamilton para el tema de mecánica analitica avanzada que se estudia en cuarto 
año o en la escuela de graduados. Asi, estimando que la óptica geométrica contri- 
buye muy poco, excepto por si misma, vamos ahora 
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a seguir discutiendo las propiedades elementales de sistemas ópticos simples sobre 
la base de los principios delineados en el capítulo anterior. 

Para seguir, debemos tener una fórmula geométrica que es la siguiente: si tene- 
mos un triangulo con una pequeña altura h y una base grande d, la diagonal s (la 
vamos a necesitar para encontrar la diferencia de tiempo entre dos caminos diferen- 
tes) es más larga que la base (Fig. 27-1). ¿Cuánto más larga? La diferencia A = 
= s — d se puede encontrar de varias maneras. Una manera es ésta. Vemos que 
$? — @ = F, ó (s — d) (s + d) = RP. Peros — d = A ys + d ~ 2s. Asi 


A ~ h?/2s. (27.1) 


¡Esta es toda la geometria que necesitamos para discutir la formación de imágenes 
por superficies curvas! 


A 
E 
h MN 
d 
Fig. 27-2. Enfoque mediante una super- 


Fig. 27-1. ficie refractante única” 


27-2 La distancia focal de una superficie esférica 


La primera situación y la más simple a discutir es una superficie refractante 
única, que separa dos medios con diferentes indices de refracción (Fig. 27-2). De- 
jamos el caso de indices de refracción arbitrarios al estudiante, porque los conceptos 
son siempre lo más importante, no la situación especifica, y el problema es suficien- 
temente fácil de resolver en cualquier caso. Así que vamos a suponer que a la iz- 
quierda la velocidad es 1 y a la derecha es 1/n, donde n es el índice de refracción. 
La luz viaja más lentamente en el vidrio en un factor n. 


Ahora supongan que tenemos un punto O, a una distancia s de la superficie 
frontal del vidrio, y otro punto O' a una distancia s' dentro del vidrio, y deseamos 
arreglar la superficie curva de tal manera que todo rayo desde O que toque la super- 
ficie en cualquier punto P se doble de tal manera que siga hacia el punto O”. Para 
que eso sea cierto, tenemos que darle forma a la superficie de tal manera que el 
tiempo que demora la luz en ir de O a P, o sea la distancia OP dividida por la velo- 
cidad de la luz (la velocidad aquí es uno) más. n - O'P, que es el tiempo que demora 
en ir de P a O', sea igual a una constante independiente del punto P. Esta condición 
nos proporciona una ecuación para determinar la superficie. La respuesta es que la 
superficie es una curva de cuarto grado muy complicada, y el estudiante se puede 
entretener tratando de calcularla mediante la geometría analítica. Es más fácil tra- 
tar un caso especial que corresponde a s > œ, porque entonces la curva es de se- 
gundo grado y más reconocible. Es interesante comparar esta curva con la curva 
parabólica que encontramos para un espejo de enfoque cuando la luz viene del in- 
finito. 
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Asi que la superficie apropiada no se puede hacer fácilmente; para enfocar la 
luz desde un punto a otro se necesita una superficie bastante complicada. Resulta 
en la práctica que no tratamos de hacer superficies tan complicadas ordinariamen- 
te, sino que en su lugar hacemos un compromiso. En vez de tratar que fodos los 
rayos lleguen al foco, nos arreglamos de manera que sólo los rayos bastante cerca 
del eje OO' vayan al foco. Los más lejanos se pueden desviar si quieren, desgracia- 
damente, porque la superficie ideal es complicada, y usamos en su lugar una super- 
ficie esférica con la curvatura correcta en el eje. Es tanto más fácil fabricar una 
esfera que otras superficies, que es útil para nosotros averiguar qué sucede a los 
rayos que chocan con una superficie esférica, suponiendo que sólo los rayos que 
pasan cerca del eje van a ser enfocados perfectamente. Estos rayos cerca del eje 
se llaman a veces rayos paraxiales, y lo que estamos analizando son las condiciones 
para el enfoqué de los rayos paraxiales. Vamos a discutir después los errores que 
se introducen por el hecho de que no todos los rayos están siempre cerca del eje. 


Asi, suponiendo que P está cerca del eje, bajamos una perpendicular PO tal 
que la altura PQ sea h. Por un momento imaginamos que la superficie es un plano 
que pasa por P. En ese caso el tiempo necesario para ir de O a P va a exceder el 
tiempo de O a Q y también el tiempo de P a O' va a exceder el tiempo de Q a O”. 
Pero esa es la razón de por qué el vidrio debe ser curvo, ¡porque el exceso de tiem- 
po total debe ser compensado por el atraso al pasar de V a Q! Ahora bien, el exce- 
so de tiempo a lo largo del camino OP es h?/2s y el exceso de tiempo en el otro 
camino es nh?/2s'. Este tiempo de exceso, que debe ser igualado por el retraso al ir 
a lo largo de VO, es diferente de lo que hubiera sido en el vacio, porque hay un 
medio presente. En otras palabras, el tiempo para ir de V a Q no es como si se fue- 
ra derecho en el aire, sino que es más lento en un factor n, de manera que el exceso 
de atraso en esta distancia es entonces (n — 1)VQ. Y ahora, ¿qué largo tiene VQ? 
Si el punto C es el centro de la esfera y si su radio es R, vemos por la misma 
fórmula que la distancia VQ es igual a h?/2R. Por lo tanto, descubrimos que la ley 
que conecta tas distancias s y s' y que nos da el radio de curvatura R de la super- 
ficie que necesitamos, es 


(4/25) + (nh?/25) = (n — Dh?/2R (27.2) 


(1/5) + (1/5) = (n — D/R. (27.3) 


Si tenemos una posición O y otra posición (Y y queremos enfocar la luz de O en 
O', podemos calcular el radio de curvatura R necesario mediante esta fórmula. 


Ahora bien, resulta interesante que la misma lente, con la misma curvatura R, 
va a enfocar para otras distancias, a saber, para cualquier par de distancias tales 
que la suma de las dos inversas, una multiplicada por n, sea una constante. Asi, 
una lente dada va (mientras nos limitemos a rayos paraxiales) a enfocar no sólo de 
O a O”, sino que entre un número infinito de otros pares de puntos, siempre que es- 
tos pares de puntos cumplan la relación que 1/s + n/s' sea una constante carac- 
teristica de la lente. 

En particular, un caso interesante es cuando s > vo. Podemos ver en la fórmula 
de a medida que una s aumenta, la otra disminuye. En otras palabras, si el pun- 
to 
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se aleja, el punto O' se acerca y viceversa. A medida que el punto O va al infi- 
nito, el punto O' se sigue acercando hasta que alcanza una cierta distancia, llamada 
la distancia focal f'”, dentro del material. Si llegan rayos paralelos, cortan el eje a 
una distancia f’ Igualmente podríamos imaginarlo al revés. (Recuerden la regla de 
la reciprocidad: si la luz va de O a O” también irá por supuesto de O' a O.) Por 
lo tanto, si tuviéramos una fuente de luz dentro del vidrio, nos gustaría saber dónde 
está el foco. Particularmente, si la luz en el vidrio estuviera en el infinito (el mismo 
problema) ¿dónde se enfocaría afuera? Esta distancia se llama f. Por supuesto que 
lo podemos plantear al revés. Si tuviéramos una fuente de luz en f y la luz pasara 
a través de la superficie, entonces seguiría como un rayo paralelo. Podemos encon- 
trar facilmente qué son f y f’ 


n/f' = (n — D/R or  f'= Rn/(n— 1), (27.4) 
l/f-=(n—D/R o f= R/(n— 1). (27.5) 


Vemos algo interesante: ¡si dividimos cada distancia focal por el indice de refrac- 
ción correspondiente, obtenemos el mismo resultado! Este teorema, en efecto, es 
general. Es válido para cualquier sistema de lentes, por complicado que sea, de ma- 
nera que es interesante recordarlo. Aquí no demostramos que fuera general —senci- 
llamente lo hicimos ver para una superficie única, pero resulta ser válido en general 
que las dos distancias focales de un sistema están relacionadas de esta manera—. 
A veces la ecuación (27.3) se escribe de la siguiente manera 


l/s + n/s' = 1/f. (27.6) 


Esta es más útil que (27.3), porque podemos medir f mucho más fácilmente que 
la curvatura y el índice de refracción de la lente: si no estamos interesados en dise- 
ñar una lente o en saber cómo se hizo, sino simplemente en sacarla del estante, la 
cantidad interesante es f ¡no la n, ni el 1 ni la R?! 


Fig. 27-3. Una imagen virtual. 


Ahora se presenta una situación interesante cuando s se hace menor que f. ¿Qué 
sucede entonces? Si s < f, entonces (1/s) > (1/f) y, por lo tanto, s' es negativa; 
¡nuestra ecuación dice que la luz se va a enfocar sólo para un valor negativo de 
s’, no importa lo que eso significa! Significa algo muy interesante y bien definido. 
Todavía es una fórmula útil, en otras palabras, aun cuando los números sean nega- 
tivos. Lo que significa se muestra en la figura 27-3. Si dibujamos los rayos que di- 
vergen de O, es cierto que se van a inclinar, en la superficie, y no llegarán a un foco 
porque O está tan cerca que están “más allá de lo paralelo”. Sin embargo, divergen, 
como si hubieran venido de un punto O' fuera del'vidrio. Esta es una imagen apa- 
rente, a veces llamada imagen virtual. La imagen O' en la figura 27-2 se llama ima- 
gen real. Si la luz realmente llega 
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a un punto, la imagen es real. Pero si la luz parece venir desde un punto, un punto 
ficticio, diferente del punto original, la imagen es virtual. De manera que cuando 
s' sale negativa, significa que O' está al otro lado de la superficie y todo está co- 
rrecto. 


Ahora consideren el caso interesante cuando R es igual a infinito; entonces te- 
nemos (l/s) + (m/s) = 0. En otras palabras s = —ns, lo que significa que si 
miramos desde un medio denso a un medio menos denso y vemos un punto en el 
medio menos denso, aparecerá estar más profundo en un factor n. Igualmente, po- 
demos usar la misma ecuación al revés de manera que si miramos hacia el interior 
de una superficie plana a un objeto que está a una cierta distancia dentro del me- 
dio denso, aparecerá como si la luz no viniera de tan atrás (Fig. 27-4). Cuando mi- 
ramos al fondo de una piscina desde arriba, no parece ser tan profunda como lo es 
realmente en un factor de 3/4, que es la inversa del indice de refracción del agua. 


Fig. 27-4. Una superficie plana corre 
la imagen de la luz desde O” hasta O. 


Podriamos continuar, por supuesto, discutiendo el espejo esférico. Pero si alguien 
se da cuenta de las ideas puestas en juego deberia ser capaz de desarrollarlo solo. 
Por lo tanto, dejamos al estudiante que desarrolle la fórmula para el espejo esférico, 
pero mencionamos que está bien adoptar ciertas convenciones respecto a las dis- 
tancias en juego: 


(1) La distancia objeto s es positiva si el punto O está a la izquierda de la su- 
perficie. 

(2) La distancia imagen s' es positiva si el punto O' está a la derecha de la su- 
perficie. i 

(3) El radio de curvatura de la superficie es positivo si el centro está a la dere- 
cha de la superficie. 


En la figura 27-2, por ejemplo, s, s' y R son todas positivas; en la figura 27-3, 
s y R son positivas, pero s' es negativa. Si hubiéramos usado una superficie cón- 
cava, nuestra fórmula (27.3) todavia daria el resultado correcto si hiciéramos simple- 
mente R igual a una cantidad negativa. 


Desarrollando la fórmula correspondiente para un espejo, usando las convencio- 
nes anteriores, encontrarian que si ponen n = — 1 en toda la fórmula (27.3) (como 
si la sustancia detrás del espejo tuviera un indice — 1) ¡se obtiene la fórmula correc- 
ta para un espejo! 


Aunque la deducción de la formula (27.3) es simple y elegante, usando el tiempo 
minimo, uno también puede, por supuesto, desarrollar la misma fórmula usando la 
ley de Snell, recordando que los ángulos son tan pequeños que los senos de los án- 
gulos pueden ser reemplazados por los angulos mismos. 
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Fig. 27-5. Formación de imagen por Fig. 27-6. Lente delgada con dos 
una lente de dos superficies. radios positivos. 


27-3 La distancia focal de una lente 


Ahora continuemos considerando otra situación muy práctica. La mayoría de 
las lentes que usamos tienen dos superficies, no una solamente. ¿Cómo afecta esto 
las cosas? Supongan que tenemos dos superficies de diferente curvatura y el espacio 
entre ellas lleno de vidrio (Fig. 27-5). Queremos estudiar cl problema de enfoque 
desde un punto O a otro punto O’. ¿Cómo lo podemos hacer? La respuesta es ésta: 
primero, usen la fórmula (27.3) para la primera superficie, olvidándose de la segun- 
da superficie. Esto nos va a decir que la luz que divergia de O va a parecer con- 
vergiendo o divergiendo desde algún otro punto, digamos O”, lo que depende del 
signo. Consideremos ahora un nuevo problema. Tenemos una superficie diferente, 
entre vidrio y aire, en la cual los rayos estan convergiendo hacia un cierto punto 
O”. ¿Dónde van a converger realmente? ¡Usamos la misma formula de nuevo! Ve- 
mos que convergen en O”. ¡Asi, si es necesario, podemos ir a través de 75 super- 
ficies simplemente usando la misma fórmula en sucesión, de una a la otra! 


Hay algunas formulas de alta categoría que nos ahorrarian una energia conside- 
rable en las pocas veces que en nuestras vidas necesitáramos perseguir la luz a tra- 
vés de cinco superficies, pero es más facil perseguirla a través de cinco superficies 
cuando surge el problema, que memorizar muchas fórmulas, porque ¡podría suceder 
que nunca tuviéramos que perseguirla a través de superficie alguna! 


En todo caso, el principio es que cuando vamos a través de una superficie en- 
contramos una nueva posición, un nuevo punto focal, y entonces tomamos ese pun- 
to como el punto de partida para la superficie siguiente y asi sucesivamente. Para 
hacer esto realmente, ya que en la segunda superficie vamos de n a l en vez de | a 
n y ya que en muchos sistemas hay más de un tipo de vidrio, de manera que hay 
índices n, ^,, ..., realmente necesitamos una generalización de la fórmula (27.3) 
para el caso cuando hay dos índices diferentes n, y n, en vez de n solamente. Luego 
no es dificil demostrar que la forma general de (27.3) es 


(11/5) + (1275) = (12 — ny)/R. (27.7) 


Particularmente simple es el caso en el cual las dos superficies están muy jun- 
tas —tan juntas que podemos ignorar pequeños errores debido al grosor—. Si dibuja- 
mos la lente como se muestra en la figura 27-6, nos podemos hacer esta pregunta: 
¿Cómo debe construirse la lente para que enfoque la luz de O a 0'? Supongan que 
la luz llega exactamente 
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al borde de la lente en el punto P. Luego, el exceso de tiempo en ir de O a O' es 
(n,h?/2s) + (n,h?/2s'), ignorando por un instante la presencia del grosor T del vi- 
drio de índice n,. Ahora bien, para hacer el tiempo del camino directo igual al del 
camino OPO’, tenemos que usar un pedazo de vidrio cuyo grosor T en el centro sea 
tal que la demora introducida al ir.a través de este grosor sea suficiente para com- 
pensar el exceso de tiempo indicado. Luego, el grosor de la lente en el centro debe 
estar dado por la relación 


(m1?/25) + (mh?/25) = (ng — nyT. (27.8) 


También podemos expresar T términos de los radios R, y R, de las dos superficies. 
Poniendo atención a nuestra convención (3) encontramos asi, para R,<R, (lente 
convexa), 


T = (h?/2R y) — (h?/2R3). (27.9) 


Por lo tanto, obtenemos finalmente 


(11/5) + (11/5) = (12 — nyA/R; — 1/R3). (27.10) 


Notamos de nuevo que si uno de los puntos está en el infinito, el otro va a estar 
en un punto que llamamos distancia focal f. La distancia focal festá dada por 


1/f = (n — DO/R; — 1/Rə), (27.11) 
donde n = n,/n,. 

Ahora, si tomamos el caso opuesto, que s vaya a infinito, vemos que s' está a 
la distancia focal f. Esta vez las distancias focales son iguales. (Este es otro caso 
especial de la regla general que el cociente entre las dos distancias focales es el co- 
ciente entre los indices de refracción de los dos medios donde los rayos se enfocan. 
En este sistema óptico particular, los índices inicial y final son los mismos, de ma- 
nera que las dos distancias focales son iguales.) 


Olvidando por un momento la fórmula real para la distancia focal, si comprá- 
ramos una lente que alguien diseñó con ciertos radios de curvatura y cierto indice, 
podriamos medir la distancia focal, digamos, viendo donde se enfoca un punto en el 
infinito. Una vez obtenida la distancia focal, seria mejor escribir nuestra ecuación, 
directamente en función de la distancia focal y entonces la fórmula es 


A/s) + (1/5) = 1/£. (27.12) 


Veamos ahora cómo funciona la fórmula y lo que implica en diferentes circuns- 
tancias. Primero, implica que si s o s' es infinita, la otra es f. Esto significa que la 
luz paralela se enfoca a una distancia / y esto, en efecto, define a f. Otra cosa inte- 
resante que dice es que ambos puntos se mueven en la misma dirección. Si uno se 
mueve hacia la derecha el otro también lo hace. Otra cosa que dice es que s y s’ 
son iguales si ambos son iguales a 2f. En otras palabras, si queremos una situación 
simétrica encontramos que ambas se enfocan a una distancia 2/. 
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Fig. 27-7. Geometría de la producción de 
imagen por una lente delgada. 


27-4 Aumento 


Hasta aqui hemos discutido solamente el enfoque para puntos en el eje. Discu- 
tamos ahora la formación de imágenes de objetos que no están en el eje exactamen- 
te, sino que un poco corrido, de manera que podamos entender las propiedades del 
aumento. Cuando disponemos de una lente para enfocar la luz proveniente de un 
pequeño filamento en un “punto” de una pantalla, encontramos que en la pantalla 
obtenemos una “fotografia” del mismo filamento excepto que es de tamaño mayor o 
menor que el filamento verdadero. Esto debe significar que la luz llega a un foco 
desde cada punto del filamento. Para entender esto un poco mejor, analicemos el 
sistema de lente delgado que se muestra esquemáticamente en la figura 27-7. Cono- 
cemos los siguientes hechos: 


(1) Cualquier rayo que llegue paralelo por un lado prosigue hasta un cierto pun- 
to particular llamado foco en el otro lado a una distancia f de la lente. 


(2) Cualquier rayo que llega a la lente desde el foco de un lado sale paralelo al 
eje por el otro lado. 


Esto es todo lo que necesitamos para establecer la fórmula (27.12) por geometria, 
como sigue: supongan que tenemos un objeto a cierta distancia x del foco; sea y la 
altura del objeto. Entonces sabemos que uno de los rayos, a saber PO, se va a in- 
clinar de manera de pasar por el foco R en el otro lado. Ahora bien, si la lente va 
a enfocar el punto P de cualquier manera, podemos averiguar dónde, si averiguamos 
por dónde pasa un rayo más solamente, porque el nuevo foco va a estar donde los 
dos se vuelven a cortar. Necesitamos sólo usar nuestro ingenio para encontrar la 
dirección exacta de algún otro rayo. Pero nos acordamos que un rayo paralelo pasa 
por el foco y viceversa: ¡un rayo que pasa por el foco va a salir paralelo! Asi que 
dibujamos el rayo PT pasando por U. (Es cierto que los verdaderos rayos que están 
haciendo el enfoque pueden ser mucho más limitados que los dos que hemos dibu- 
jado, pero son más dificiles de imaginar, asi hacemos creer que podemos hacer este 
rayo.) Ya que saldria paralelo dibujamos TS paralelo a XW. La intersección S es el 
punto que necesitamos. Esto va a determinar el lugar correcto y la altura correcta. 
Llamemos la altura y y la distancia al foco xX. Ahora podemos deducir una fórmula 
de la lente. Usando los triángulos semejantes PVU y TXU, encontramos 


yo y 
L=t: 7. 
Ta (2 19) 
Igualmente, de los triangulos SWE y OXR, obtenemos 
r 
LaL (27.14) 
O A 
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Despejando y'/y de cada una encontramos que 


ad, (27.15) 


La ecuación (27.15) es la famosa fórmula de la lente: en ella está todo lo que nece- 
sitamos saber de las lentes: nos da el aumento y'/y en términos de las distancias y 
las distancias focales. También relaciona las dos distancias x y xX con f: 


= f?, (27.16) 


que tiene una forma más sencilla para trabajar con ella que la ecuación (27.12). De- 
jamos al estudiante, que demuestra que si llamamos s = x + fys = x + f la 
ecuación (27.12) es lo mismo que la ecuación (27.16). 


27-5 Lentes compuestas 


Sin deducirlo realmente, vamos a describir en forma breve el resultado general 
cuando tenemos varias lentes. Si tenemos un sistema de varias lentes, ¿cómo es po- 
sible analizarlo? Es fácil. Empezamos con algún objeto y calculamos dónde está su 
imagen para la primera lente usando la fórmula (27.16) o (27.12) o cualquier otra 
fórmula equivalente o dibujando diagramas. Así encontramos una imagen. Después 
tratamos esta imagen como la fuente para la lente siguiente y usamos la segunda 
lente, sea cualquiera su distancia focal, para encontrar de nuevo una imagen. Sim- 
plemente perseguimos la cosa a través de la sucesión de lentes. Y eso es todo lo 
que hay que hacer. No encierra nada nuevo en principio; asi que no vamos a entrar 
en detalles. Sin embargo, hay un resultado neto muy interesante de los efectos de 
cualquier sucesión de lentes acerca de la luz que parte y termina en el mismo me- 
dio, aire, digamos. Cualquier instrumento óptico —un telescopio o un microscopio 
con una serie de lentes y espejos— tiene la siguiente propiedad: existen dos planos 
llamados planos principales del sistema (estos planos están a menudo muy cerca de 
la primera superficie de la primera lente y de la última superficie de la última len- 
te), que tienen las siguientes propiedades: (1) Si la luz llega al sistema paralela por 
el primer lado, llega a: un cierto foco a una distancia del segundo plano principal 
igual a la distancia focal, exactamente como si el sistema fuera una lente delgada 
situada en este plano. (2) Si la luz llega paralela por el otro lado, llega a un foco 
a la misma distancia f del primer plano principal, de nuevo como si hubiera una 
lente delgada colocada ahi. (Vean la figura 27-8.) 


Por supuesto, si medimos las distancias x y x' e y e y” como antes, la fórmula 
(27.16) que hemos escrito para una lente delgada es absolutamente general, 


Fig. 27-8. Ilustración de los planos prin- 
cipales de un sistema óptico. 
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siempre que midamos la distancia focal desde los planos principales y no desde el 
centro de la lente. Sucede que para una lente delgada los planos principales son 
coincidentes. Es como si pudiéramos tomar una lente delgada, rebanarla por la mi- 
tad y separarla y no nos diéramos cuenta que se habia separado. ¡Cada rayo que 
llega salta inmediatamente por el otro lado del segundo plano por el mismo punto 
que entró en el primer plano! Los planos principales y la distancia focal pueden 
ser encontrados, ya sea por experimento o por cálculo y entonces todo el conjunto 
de propiedades del sistema óptico queda descrito. Es muy interesante que el resul- 
tado no es complicado cuando hemos terminado con un sistema óptico tan grande 
y complicado. 


27-6  Aberraciones 


Antes de que nos estusiasmemos mucho con lo maravillosas que son las lentes, 
debemos apresurarnos en agregar que también hay serias limitaciones, debido a que 
nos hemos limitado estrictamente hablando a rayos paraxiales, los rayos cerca del 
eje. Una lente real con tamaño finito presentará, en general, aberraciones. Por ejem- 
plo, un rayo que está en el eje por supuesto que pasa por el foco. Un rayo que está 
muy cerca del eje todavia pasará muy bien por el foco. Pero, a medida que nos ale- 
jamos, el rayo se empieza a desviar del foco, quizás porque queda corto, y un rayo 
que da con el borde superior baja y yerra el foco por una cantidad bastante gran- 
de. Asi, en vez de obtener una imagen puntual, obtenemos un manchón. Este efecto 
se llama aberración esférica porque es una propiedad de las superficies esféricas 
que usamos en vez de la de forma correcta. Esto podria ser remediado para cual- 
quier distancia del objeto especifica, cambiando la forma de la superficie de la lente 
o tal vez usando varias lentes arregladas de modo que las aberraciones de las len- 
tes individuales tiendan a cancelarse. 


Las lentes tienen otro defecto: la luz de diferentes colores tiene velocidades dife- 
rentes O indices de refracción diferentes en el vidrio, y por lo tanto la distancia focal 
de una lente dada es diferente para diferentes colores. De manera que si imaginamos 
un punto blanco, la imagen va a tener colores, porque cuando enfocamos para el 
rojo, el azul está fuera de foco o viceversa. Esta propiedad se llama aberración cro- 
mática. 

Hay todavia otros defectos. Si el objeto está fuerá del eje, entonces realmente el 
foco ya no es más perfecto, cuando aquél se aleja bastante del eje. La manera más 
facil de verificarlo es enfocar una lente y después inclinarla de manera que los rayos 
lleguen formando un ángulo grande con el eje. Entonces la imagen que se forme será 
corrientemente muy aproximada y puede que no haya ningún lugar donde se enfo- 
que bien. Hay asi varios tipos de errores en las lentes que el diseñador óptico trata 
de remediar usando muchas lentes para compensar los errores de unas con los de 
las otras. 

¿Cuánto cuidado debemos tener para eliminar las aberraciones? ¿Es posible ha- 
cer un sistema óptico perfecto? Supongan que hemos construido un sistema óptico 
que se supone que va a traer la luz exactamente a un punto. Ahora bien, razonando 
desde el punto de vista del tiempo minimo, ¿podemos encontrar una condición que 
indique lo perfecto que debe ser el sistema? El sistema va a tener cierto tipo de 
abertura de entrada para la luz. Si tomamos el rayo más alejado del eje que puede 
llegar al foco (si el sistema es perfecto, por supuesto), los tiempos para todos los 
rayos son exactamente iguales. Pero nada es perfecto de manera que la pregunta es 
¿hasta qué punto puede ser errado el tiempo para este rayo tal que no valga la pena 
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hacer una correción mayor? Eso depende de lo perfecta que queramos hacer la ima- 
gen. Pero supongan que queremos hacer la imagen tan perfecta como se pueda. En- 
tonces nuestra impresión, por supuesto, es que tenemos que arreglar que cada rayo 
se demore un tiempo lo más parecido posible. Pero resulta que esto no es cierto, 
que más allá de un cierto punto estamos tratando de hacer algo que es demasiado 
fino ¡porque la teoría de la óptica geométrica no funciona! 


Recuerden que el principio del tiempo minimo no es una formulación precisa, a 
diferencia del principio de la conservación de la energia o del principio de conser- 
vación del momentum. El principio del tiempo minimo es sólo una aproximación y 
es interesante saber cuánto error puede permitirse y todavia no producir una dife- 
rencia aparente. La contestación es que si hemos dispuesto que entre el rayo máximo 
—el peor rayo, el rayo que está más lejano— y el rayo central, la diferencia de tiempo 
sea menor que más o menos el periodo que corresponde a una oscilación de la luz, 
entonces es inútil un mayor mejoramiento. La luz es algo oscilatorio con una fre- 
cuencia definida que está relacionada con la longitud de onda y, si hemos dispuesto 
que la diferencia de tiempo para rayos diferentes sea menor que un periodo más o 
menos, es inútil ir más allá. 


27-7 Poder de resolución 


Otra pregunta interesante —una pregunta teórica muy importante para todos los 
instrumentos óÓpticos— es qué poder de resolución tienen. Si construimos un micros- 
copio, queremos ver los objetos que estamos mirando. Eso significa, por ejemplo, 
que si estamos mirando una bacteria con un punto a cada lado, queremos ver que 
hay dos puntos cuando los aumentamos. Uno podria pensar que todo lo que tene- 
mos que hacer es obtener suficiente aumento —siempre podemos agregar otra lente y 
siempre podemos aumentar una y otra vez y, con la inteligencia de los diseñadores, 
todas las aberraciones esféricas y aberraciones cromáticas pueden ser anuladas y no 
existe razón alguna para que no podamos seguir aumentando la imagen—. De mane- 
ra que las limitaciones de un microscopio no son que sea imposible construir una 
lente que aumente más de 2.000 diámetros. Podemos construir un sistema de lentes 
que aumenta 10.000 diámetros, pero aún podriamos ne ver dos puntos que están 
muy juntos debido a las limitaciones de la Óptica geométrica, debido a que el tiempo 
minimo no es preciso. 


Para descubrir la regla que determina a qué distancia deben estar dos puntos 
de manera que en la imagen aparezcan como puntos separados, puede establecerse 
un procedimiento muy hermoso en relación con el tiempo que demoran los diferentes 
rayos. Supongan que despreciamos las aberraciones ahora e imaginen que para un 
cierto punto P (Fig. 27-9) todos los rayos desde el objeto a la imagen T demoran 
exactamente el mismo tiempo. (Esto no es cierto, porque no es un sistema perfecto, 
pero eso es otro problema.) Ahora tomen otro punto 
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PO Fig. 27-9. Poder de resolución de un sis- 
tema óptico. 
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cercano P' y pregunten si su imagen va a ser distinta de T. En otras palabras, si 
podemos notar la diferencia entre ellos. Por supuesto, de acuerdo con la óptica geo- 
métrica, debería haber dos puntos-imagen, pero lo que vemos puede ser bastante 
borroso y podriamos no ser capaces de darnos cuenta que hay dos puntos. La con- 
dición para que el segundo punto sea enfocado en un lugar claramente diferente del 
primero, es que los dos tiempos para ir de un extremo a otro de los rayos extremos 
P'ST y P'RT a cada lado de la abertura grande de las lentes, no deben ser iguales 
desde los dos puntos-objeto posibles hasta un punto imagen dado. ¿Por qué? Porque 
si los tiempos fueran iguales, por supuesto, ambos se enfocarían en el mismo punto. 
De manera que los tiempos no serán iguales. Pero, ¿en cuánto tienen que diferir 
para que podamos decir que ambos no llegan a un foco común, de manera que po- 
damos distinguir los dos puntos-imagen? La regla general para la resolución de cual- 
quier instrumento óptico es ésta: dos fuentes puntuales diferentes pueden ser resuel- 
tas sólo si una fuente es enfocada en un punto tal que los tiempos en que los rayos 
máximos de la otra fuente lleguen a ese punto, comparado con su punto imagen 
propio, difieran en más de un periodo. Es necesario que la diferencia de tiempo en- 
tre el rayo superior y el inferior al foco equivocado exceda una cierta cantidad, a 
saber, aproximadamente el periodo de oscilación de la luz 


ta — tı > l/r, (27.17) 


donde v es la frecuencia de la luz (número de oscilaciones por segundo; también la 
velocidad dividida por la longitud de onda). Si la distancia de separación de los dos 
puntos se llama D y si el ángulo de abertura de la lente se llama 0, uno puede de- 
mostrar que (27.17) es exactamente equivalente a la afirmación de que D debe ex- 
ceder A/n sen 6, donde n es el indice de refracción en P y A es la longitud de onda. 
Las cosas más pequeñas que podemos ver son por lo tanto aproximadamente la lon- 
gitud de onda de la luz. Una fórmula correspondiente existe para los telescopios, 
que nos da la menor diferencia angular entre dos estrellas que justo alcancen a dis- 
tinguirse*, 


* El ángulo es alrededor de A/D, donde D es el diametro de la lente. ¿Pueden ver por qué? 
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Radiación electromagnética 


28-1 Electromagnetismo 28-3 El radiador dipolar 


28-2 Radiación 28-4 Interferencia 


28-1 Electromagnetismo 


Los momentos mås espectaculares en el desarrollo de la fisica son aquellos en 
los cuales se producen grandes sintesis, donde se descubre súbitamente que fenóme- 
nos que antes habian parecido diferentes no son sino aspectos diferentes de la mis- 
ma cosa. La historia de la fisica es la historia de tales sintesis y la base del éxito de 
la ciencia fisica está principalmente en que somos capaces de sintetizar. 


Quizás el momento más espectacular en el desarrollo de la fisica durante el si- 
glo XIX se le presentó a J.C. Maxwell un dia alrededor de 1860 cuando combinó las 
leyes de la electricidad y del magnetismo con las leyes del comportamiento de la luz. 
Como resultado, las propiedades de la luz fueron desenredadas parcialmente —esa 
antigua y sutil materia que es tan importante y misteriosa que se creyó necesario 
arreglar una creación especial para ella al escribir el Génesis—. Maxwell pudo decir, 
al terminar su descubrimiento: “¡Que haya electricidad y magnetismo y allí está 
la luz!” 

Para este momento culminante hubo una larga preparación en el descubrimiento 
y el desarrollo gradual de las leyes de la electricidad y del magnetismo. Esta histo- 
ria la vamos a reservar para un estudio detallado el próximo año. Sin embargo, la 
historia es, brevemente, como sigue. Las propiedades de la electricidad y del magne- 
tismo, de las fuerzas eléctricas de atracción y repulsión y de las fuerzas magnéticas 
descubiertas gradualmente, mostraron que, aunque estas fuerzas eran bastante com- 
plejas, todas disminuian con el cuadrado de la distancia. Sabemos, por ejemplo, que 
la sencilla ley de Coulomb para cargas estáticas es que el campo de fuerza eléctrica 
varia inversamente con el cuadrado de la distancia. Como consecuencia para dis- 
tancias suficientemente grandes hay poca influencia de un sistema de cargas sobre 
otro. Maxwell notó que las ecuaciones o leyes que se habian descubierto hasta ese 
momento eran incompatibles entre si cuando trató de juntarlas, y para que todo el 
sistema fuera compatible tuvo que agregar otro término a sus ecuaciones. Con este 
nuevo término surgió una predicción asombrosa que fue que una parte de los cam- 
pos eléctricos y magnéticos disminuiría mucho más lentamente con la distancia que 
la inversa del cuadrado, a saber, ¡inversamente con la primera 
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potencia de la distancia! Y asi se dio cuenta que las corrientes eléctricas en un lugar 
pueden afectar a otras cargas lejanas y predijo los efectos básicos con los que estamos 
familiarizados hoy día transmisión de radio, radar, etc. 


Parece un milagro que alguien hablando en Europa pueda, con simples influen- 
cias eléctricas, ser oido a miles de kilómetros en Los Angeles. ¿Cómo es posible? 
Lo es porque los campos no varian con la inversa del cuadrado, sino que sólo in- 
versamente con la primera potencia de la distancia. Finalmente, entonces, se recono- 
ció que incluso la luz consistia en influencias eléctricas y magnéticas, que se extien- 
den sobre grandes distancias, generadas por una oscilación increiblemente rápida 
de los electrones en los átomos. Todos estos fenómenos los resumimos mediante la 
palabra radiación o más especificamente radiación electromagnética, habiendo tam- 
bién uno o dos tipos más de radiación. Casi siempre radiación significa radiación 
electromagnética. 


Y asi está enlazado el universo. Los movimientos atómicos de una estrella dis- 
tante todavía tienen suficiente influencia a esta gran distancia para poner los elec- 
trones de nuestro ojo en movimiento y asi sabemos de las estrellas. ¡Si esta ley no 
existiera estariamos literalmente a oscuras con respecto al mundo exterior! Y los 
oleajes eléctricos en una galaxia distante cinco mil millones de años luz —que es el 
objeto más lejano que hemos encontrado hasta ahora— puede influenciar todavía de 
una manera significativa y detectable las corrientes en el gran “plato” frente a un 
radiotelescopio. Y asi es cómo vemos las estrellas y las galaxias. 


Este notable fenómeno es lo que vamos a discutir en el presente capítulo. Al co- 
mienzo de este curso de fisica delineamos un amplio cuadro del mundo, pero ahora 
estamos más preparados para entender algunos aspectos de €l y asi vamos a volver 
ahora sobre algunos puntos con mayor detalle. Empezamos describiendo la posi- 
ción de la fisica al final del siglo XIX. Todo lo que se conocía entonces de las leyes 
fundamentales se puede resumir como sigue. 


Primero, hubo leyes de fuerzas: una fuerza estaba dada por la ley de gravitación 
que hemos escrito varias veces; la fuerza sobre un objeto de masa m debida a otra 
masa M está dada por 


F = GmMe,/r?, (28.1) 


donde e, es un versor dirigido de m a M y r es la distancia entre ellas. 

A continuación, las leyes de la electricidad y del magnetismo, como se conocian 
al final del siglo XIX son éstas: las fuerzas eléctricas que actúan sobre una carga q 
pueden ser descritas mediante dos campos, llamados E y B y la velocidad v de la 
carga q mediante la ecuación 


= q(E + v X B). (28.2) 


Para completar esta ley, tenemos que decir cuáles son las fórmulas para E y B en 
una circunstancia dada: si varias cargas están presentes, E y B son cada una la 
suma de contribuciones, una por cada carga individual. ¡De manera que si podemos 
encontrar el E y el B producido por una carga sola necesitamos solamente sumar 
todos los efectos de todas las cargas del universo para obtener el E y el B total! 
Este es el principio de superposición. 

¿Cuál es la fórmula para el campo eléctrico y magnético producido por una car- 
ga individual? Resulta que esto es muy complicado y se necesita mucho 
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estudio y muchos refinamientos para apreciarlo. Pero ése no es el punto. Escribimos 
ahora la ley sólo para impresionar al lector con la belleza de la naturaleza, por asi decirlo, 
o sea, que es posible resumir todo el conocimiento fundamental en una página con no- 
taciones con las cuales ahora está familiarizado. Esta ley para los campos de una 
carga individual es completa y exacta, hasta donde sabemos (a excepción de lame- 
cánica cuántica), pero se ve bastante complicada. No vamos a estudiar todas las 
partes ahora; sólo la escribimos para dar una impresión, mostrar que se puede escri- 
bir y de manera que podamos ver con anticipación cómo se ve aproximadamente. 
De hecho, la manera más útil de escribir las leyes correctas de la electricidad y del 
magnetismo no es la manera en que las vamos a escribir ahora, pero encierra lo que 
se llama ecuaciones de campo, que vamos a aprender el próximo año. Pero las nota- 
ciones matemáticas para éstas son diferentes y nuevas. Así que escribimos la ley en 
una forma inconveniente para los cálculos, pero en una notación que conocemos 
ahora. 


El campo eléctrico E está dado por 


_ =q |e r dfer 1 a | 
id 4T€0 E od (s) +t ageer] (285) 


¿Qué nos dicen los diversos términos? Tomen el primer término E = —qe,/4eyr?. 
Es, por supuesto, la ley de Coulomb que ya conocemos: q es la carga que está pro- 
duciendo el campo; e, es el versor en la dirección desde el punto P donde se mide E, 
r la distancia de P a q. Pero, la ley de Coulomb está equivocada. Los descubrimientos 
del siglo XIX demostraron que las influencias no pueden viajar más rápido que una 
cierta velocidad fundamental e, que ahora llamamos velocidad de la luz. No es correc- 
to que el primer término sea la ley de Coulomb, no sólo porque no es posible conocer 
dónde está la carga ahora y a qué distancia está ahora, sino también porque lo único 
que puede afectar el campo en un lugar y en un tiempo dados es el comportamiento de 
las cargas en el pasado. ¿Cuánto en el pasado? La demora en el tiempo, o el asi llama- 
do tiempo retardado, es el tiempo que se necesita a la velocidad de la luz para llegar 
desde la carga hasta el punto P del campo. El atraso es r/c. 


Asi, para permitir este atraso en el tiempo ponemos una pequeña comilla en r 
significando lo lejos que estaba cuando la información que ahora llega a P dejó a q. 
Sólo por un momento supongamos que la carga llevara una luz y que la luz pu- 
diera llegar solamente con la velocidad c. Entonces, cuando miramos a q, no veria- 
mos donde está ahora, por supuesto, sino dónde estaba en cierto tiempo anterior. 
Lo que aparece en nuestra fórmula es la dirección aparente 0, —la dirección que 
era— la así llamada dirección retardada y a la distancia retardada r’. Esto seria 
suficientemente fácil de entender también, pero también está equivocado. Todo es 
mucho más complicado. 

Hay varios términos más. El término siguiente es como si la naturaleza estuviera 
tratando de tomar en cuenta el hecho de que el efecto es retardado, si podemos decirlo 
tan burdamente. Sugiere que deberiamos calcular el campo coulombiano retardado y 
agregarle una corrección que es su rapidez de variación por el tiempo retardado que 
usamos. Parece que la naturaleza estuviera tratando de adivinar lo que va a ser el 
campo en este momento tomando la rapidez de variación y multiplicando por el tiem- 
po en que está retardado. Pero no hemos terminado aún. Hay un tercer término -la 
segunda derivada, con respecto a t 
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del versor en la dirección de la carga—. Ahora la fórmula está completa y eso es todo lo 
que hay con relación al campo eléctrico de una carga que se mueve arbitrariamente. 


El campo magnético está dado por 
B = —e, X E/c. (28.4) 


Hemos escrito esto sólo con el propósito de mostrar la belleza de la naturaleza o, 
en cierto sentido, el poder de la matemática. No pretendemos entender por qué es po- 
sible escribir tanto en un espacio tan pequeño, pero (28.3) y (28.4) contienen el meca- 
nismo según el cual funcionan los generadores eléctricos, cómo funciona la luz, todos 
los fenómenos de la electricidad y el magnetismo. Para completar la historia también 
necesitamos conocer, por supuesto, algo acerca del comportamiento de los materiales 
que intervienen —las propiedades de la materia— que no están descritas en forma apro- 
piada por (28.3). 

Para terminar nuestra descripción del mundo del siglo XIX debemos mencionar 
otra gran sintesis que ocurrió en ese siglo, una con la cual Maxwell también tuvo mu- 
cho que ver: fue la sintesis de los fenómenos del calor y la mecánica. Estudiaremos 
pronto ese tema. 


Lo que debió agregarse en el siglo XX fue que se encontro que las leyes dinámicas 
de Newton estaban todas erradas y hubo que introducir la mecánica cuántica para co- 
rregirlas. Las leyes de Newton son validas aproximadamente cuando la escala de las 
cosas es suficientemente grande. Estas leyes cuánticas, combinadas con las leyes de la 
electricidad, sólo recientemente han sido combinadas para formar un conjunto de le- 
yes llamado electrodinámica cuántica. Además, se descubrieron varios fenómenos 
nuevos de los cuales el primero fue la radioactividad descubierta por Becquerel en 
1898 —justo alcanzó a meterla de contrabando en el siglo xIx-. Se investigó este fenó- 
meno de la radioactividad hasta producir nuestro conocimiento de los núcleos y nue- 
vos tipos de fuerzas que no son gravitacionales ni eléctricas, sino nuevas particulas 
con diferentes interacciones, un tema que aún no ha sido desenredado. 


Para aquellos puristas que saben más (los profesores que podrían estar leyendo 
esto) deberiamos agregar que cuando decimos que (28.3) es una expresión completa 
del conocimiento de la electrodinámica, no estamos siendo completamente rigurosos. 
Hubo un problema que no fue completamente resuelto a fines del siglo XIX. Cuando 
tratamos de calcular el campo de todas las cargas incluyendo la carga misma sobre 
la cual queremos que actúe el campo, encontramos dificultades tratando de encontrar 
la distancia, por ejemplo, de una carga con respecto a si misma y dividiendo algo por 
esa distancia que es cero. El problema de cómo manejar la parte de este campo que es 
generada por la misma carga en la cual queremos que actúe el campo no se ha resuelto 
todavía. Asi que lo dejamos ahí; no tenemos aún una solución completa de ese enig- 
ma y, por lo tanto, vamos a evitar el enigma mientras podamos. 


28-2 Radiación 


Ese es entonces un resumen de la imagen del mundo. Usémosla ahora para dis- 
cutir los fenómenos llamados radiación. Para discutir estos fenómenos, debemos selec- 
cionar de la ecuación (28.3) sólo la parte que varia inversamente con la distancia y no con 
el cuadrado de la distancia. Resulta que cuando finalmente encontramos esa parte, 
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es tan simple en su forma que es legitimo estudiar óp ica y electrodinámica de una 
manera elemental tomándola como “la ley” del campo eléctrico producido por una 
carga lejana en movimiento. Vamos a considerarla temporalmente como una ley dada 
que vamos a aprender en detalle el próximo año. 


De los términos que aparecen en (28.3) el primero evidentemente varia inversa- 
mente con el cuadrado de la distancia y el segundo es sólo una corrección por el re- 
tardo; asi que es fácil demostrar que ambos varian inversamente con el cuadrado de 
la distancia. Todos los efectos en los que estamos interesados provienen del tercer 
término, que no es muy. complicado, después de todo. Lo que este término dice es: 
miren a la carga y observen la dirección del versor (podemos proyectar su extremo 
sobre la superficie de una esfera unitaria). A medida que la carga se mueve, el versor 
se mueve rápidamente y es la aceleración de ese versor lo que andamos buscando. 
Eso es todo. Asi 


-q de, 
T Frec? de (28.5) 


es una expresión de las leyes de la radiación, porque éste es el único término impor- 
tante cuando nos alejamos lo suficiente para que los campos varien inversamente con 
la distancia. (Las partes que varian con el cuadrado han disminuido tanto que no es- 
tamos interesados en ellas.) 


Ahora podemos ir un poco más allá en el estudio de (28.5) para ver qué significa. 
Supongan que una carga se esta moviendo de una manera cualquiera y que la estamos 
observando desde cierta distancia. Imaginamos por un momento que en un cierto sen- 
tido está “encendida” (a pesar que es la luz lo que estamos tratando de explicar); la 
imaginamos como un pequeño punto blanco. Entonces veriamos este punto blanco co- 
rriendo de un lado a otro. Pero no vemos exactamente cómo anda corriendo ahora 
mismo debido al atraso de que hemos estado hablando. Lo que importa es cómo se 
estaba moviendo antes, El versor e,, apunta hacia la posición aparente de la carga. 
El extremo de e,,, por supuesto, se mueve sobre una pequeña curva de manera que su 
aceleración tenga dos componentes. Una es la parte transversal, porque su extremo 
va hacia arriba y hacia abajo y la otra es una parte radial porque se mantiene sobre 
una esfera. Es fácil demostrar que la última es mucho menor y que varia inversamen- 
te con el cuadrado de r cuando r es muy grande. Esto es facil de ver porque cuando 
imaginamos que alejamos cada vez más una fuente dada, entonces los movimientos 
de e, se ven cada véz más chicos, inversamente con la distancia, pero la componente 
radial de la aceleración está variando mucho más rápido que con la inversa de la dis- 
tancia. Ási que para fines prácticos todo lo que tenemos que hacer es proyectar el mo- 
vimiento en un plano a distancia unitaria. Por lo tanto, encontramos la siguiente regla: 
imaginen que miramos a la carga en movimiento y que todo lo que vemos está atrasa- 
do —como un pintor tratando de pintar una escena en una pantalla a una distancia uni- 
taria—. Un pintor real, por supuesto, no toma en cuenta el hecho que la luz vaya con 
una cierta velocidad, sino que pinta el mundo como lo ve. Deseamos ver como luciria 
su cuadro. De manera que vemos un punto, que representa la carga moviéndose en el 
cuadro. La aceleración de ese punto es proporcional al campo eléctrico. Eso es todo 
—todo lo que necesitamos. 


Asi, pues, la ecuación (28.5) es la fórmula completa y correcta para la radiación; 
aun los efectos relativistas estan incluidos. Sin embargo, a menudo queremos aplicarla 
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a circunstancias aún más simples en las cuales las cargas se mueven sólo una pequeña 
distancia con una velocidad relativamente baja. Ya que se están moviendo lentamente, 
no se mueven una distancia muy apreciable desde donde parten, de manera que el 
tiempo de retraso es prácticamente constante. Entonces la ley es aún más simple, por- 
que el atraso en el tiempo es fijo. Asi, imaginamos que la carga está ejecutando un mo- 
vimiento muy pequeño a una distancia efectivamente constante. El atraso a la distan- 
cia r es r/c. Entonces nuestra regla se convierte en la siguiente: si el objeto cargado se 
está moviendo con un movimiento muy pequeño y se desplaza lateralmente, la distan- 
cia x (t), el ángulo en que el versor e, se desplaza es x/r y como r es prácticamente 
constante, la componente x de d? e, /dt? es simplemente la aceleración de x misma en 
un tiempo anterior. de manera que finalmente obtenemos la ley que queremos, que es 


EX) = La (! E a) : (28.6) 


4repc?tr 7 


Sólo la componente de a, perpendicular a la visual es importante. Veamos por 
qué. Evidentemente, si la carga se está moviendo hacia y desde nosotros, el versor en 
esa dirección no cambia y no tiene aceleración. Asi, pues, sólo el movimiento trans- 
versal es importante, sólo la aceleración que vemos proyectada en la pantalla. 


28-3 El radiador dipolar 


Como nuestra “ley” fundamental de la radiación electromagnética vamos a supo- 
ner la validez de la (28.6), es decir, que el campo eléctrico producido por una carga 
acelerada que se está moviendo en forma no relativista a una distancia r muy grande 
se aproxima a esa forma. El campo eléctrico varia inversamente con r y es proporcio- 
nal a la aceleración de la carga, proyectada en el “plano de visión” y esta aceleración 
no es la aceleración de hoy, sino la aceleración que tenía en un tiempo anterior, siendo 
el monto del atraso un tiempo r/c. En lo que queda de este capitulo vamos a discutir 
esta ley de manera que la podamos entender mejor fisicamente, porque la vamos a 
usar para entender todos los fenómenos de la propagación de luz y radio, como refle- 
xión, refracción, interferencia, difracción y dispersión. Es la ley central y es todo lo 
que necesitamos. Todo el resto de la ecuación (28.3) fue escrito sólo para montar el 
escenario, de manera que pudiéramos apreciar dónde encaja (28.6) y cómo surge. 


Vamos a discutir más la (28.3) el próximo año. Mientras tanto la vamos a aceptar 
como verdadera, pero no precisamente sobre una base teórica. Podemos diseñar va- 
rios experimentos que ilustran el carácter de la ley. Para hacerlo, necesitamos una car- 
ga acelerada. Debería ser una sola carga, pero si podemos lograr que muchas cargas 
se muevan en conjunto todas de la misma manera, sabemos que el campo va a ser la 
suma de los efectos de cada una de las cargas individuales; sencillamente las suma- 
mos. Como ejemplo, consideren dos pedazos de alambre conectados a un generador 
como se muestra en la figura 28-1. La idea es que el generador produce una diferencia 
de potencial o un campo, el cual arranca electrones de la porción A y los empuja ha- 
cia B en un cierto instante y luego, un tiempo infinitesimal más tarde, invierte el efecto 
¡y arranca los electrones de B y los bombea de vuelta a 4/ De manera que en estos 
dos alambres las cargas, por asi decir, están acelerando por un momento hacia arriba 
en el alambre A y en el B, y un instante después 
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Fig. 28-1. Un generador de señal de alta 
frecuencia impulsa cargas hacia arriba y hacia 
abajo en dos alambres. 


están acelerando hacia abajo en el alambre A, y en el B. El que necesitemos dos alam- 
bres y un generador es simplemente que ésa es una manera de hacerlo. El resultado 
neto es que simplemente tenemos una carga acelerada hacia arriba y hacia abajo 
.como si A y B fueran un solo alambre. Un alambre que es muy corto comparado con 
la distancia que viaja la luz en el periodo de una oscilación se llama un oscilador 
dipolar eléctrico. Asi tenemos la circunstancia que necesitamos para aplicar nuestra 
ley, que nos dice que esta carga produce un campo eléctrico, de manera que necesita- 
mos un instrumento para detectar un campo eléctrico y el instrumento que usamos 
es la misma cosa: ¡un par de alambres como A y B! Si un campo eléctrico se aplica a 
tal dispositivo, va a producir una fuerza que va a arrastrar los electrones hacia arriba 
en ambos alambres o hacia abajo en ambos alambres. Esta señal se detecta mediante 
un rectificador colocado entre A y B y un alambre diminuto y fino lleva la informa- 
ción a un amplificador donde es amplificada de manera que podamos oir el tono de 
audiofrecuencia con el cual la radiofrecuencia está modulada. Cuando esta sonda 
siente un campo eléctrico saldrá un ruido fuerte del amplificador y cuando no haya 
campo eléctrico que la excite no habrá ruido. 


Como la pieza donde estamos midiendo las ondas contiene otros objetos, nues- 
tro campo eléctrico va a agitar electrones en estos otros objetos; el campo eléctrico 
hace que estas cargas vayan hacia arriba y hacia abajo y al ir hacia arriba y hacia 
abajo también producen un efecto de nuestra sonda. Luego, para un experimento 
exitoso debemos mantener las cosas bastante juntas de manera que las influencias 
desde las paredes y desde nosotros mismos —las ondas reflejadas— sean relativamen- 
te pequeñas. Asi resultará que los fenómenos parecen no estar de acuerdo en forma 
precisa y perfecta con la ecuación (28.6), pero serán lo suficientemente parecidos para 
que podamos apreciar la ley. 

Ahora conectamos el generador y escuchamos la señal de audio. Encontramos un 
campo intenso cuando el detector D está paralelo al generador G en el punto 1. 
(Fig. 28-2). También 


3 


A 


N Fig. 28-2. El campo eléctrico instantáneo 


sobre una esfera centrada en una carga lo- 
calizada que oscila linealmente. 


Z 
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encontramos el mismo campo en cualquier otro ángulo azimutal alrededor del eje de 
G, porque no tiene efectos direccionales. Por otro lado, cuando el detector está en 3 
el campo es cero. Esto está correcto, porque nuestra fórmula decía que el campo 
debia ser la aceleración de la carga proyectada perpendicularmente a la visual. Por 
lo tanto, cuando miramos hacia G la carga se está moviendo hacia y desde D, y no 
hay efecto alguno. Asi que eso verifica la primera regla, que no hay efecto cuando 
la carga se está moviendo directamente hacia nosotros. En segundo lugar, la fórmula 
dice que el campo eléctrico debería ser perpendicular a r y en el plano de G y r; 
asi que si ponemos D en 1 pero lo rotamos en 90%, no deberiamos recibir señal. 
Y esto es precisamente lo que encontramos, el campo eléctrico es por cierto vertical 
y no horizontal. Cuando movemos D, hasta un cierto ángulo intermedio, vemos 
que la señal más fuerte aparece cuando está orientado como se muestra, porque 
aunque G es vertical no produce un campo que sea simplemente paralelo a sí mismo 
-lo que cuenta es la proyección de la aceleración perpendicular a la visual. La señal 
es más débil en 2 que en 1 debido al efecto de proyección. 


28-4 Interferencia 


A continuación podemos probar lo que pasa cuando tenemos dos fuentes una al 
lado de la otra, separadas unos cuantos centimetros (Fig. 28-3). La ley es que las dos 
fuentes deberían sumar sus efectos en el punto 1 cuando ambas fuentes están conec- 
tadas al mismo generador y ambas se mueven hacia arriba y hacia abajo de la misma 
forma, de manera que el campo eléctrico total es la suma de las dos y es el doble de in- 
tenso de lo que era antes. 


e 


Fig. 28-3. Ilustración de la interferencia 
de fuentes. 


Vista de arriba 


Ahora viene una posibilidad interesante. Supongan que hacemos que ambas car- 
gas $, y S, aceleran hacia arriba y hacia abajo pero atrasamos el tiempo S, de ma- 
nera que se defasen en 180%. Entonces el campo producido por S, estará en una di- 
rección y el campo producido por S, estará en la dirección opuesta en cualquier ins- 
tante y por lo tanto no deberiamos obtener efecto alguno en el punto 1. La fase de la 
oscilación se puede ajustar muy bien mediante un conducto que lleva la señal a 5, 
Cambiando el largo de este conducto cambiamos el tiempo que demora la señal en 
llegar a S, y así cambiamos la fase de esa oscilación. Ajustando este largo, podemos 
en verdad encontrar un lugar donde ya no queda más señal ¡a pesar de que tanto S, 
como S, se están moviendo! El hecho que los dos se estén moviendo se puede verifi- 
car, porque si sacamos una, 
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Fig. 28-4. Ilustración del carácter vec- 
torial de la combinación de fuentes. 


e 


vemos el movimiento de la otra. De manera que las dos juntas pueden producir cero 
si todo se ajusta correctamente. 


Ahora bien, es muy interesante demostrar que la suma de dos campos es en 
realidad una suma vectorial. Ya lo hemos verificado para el movimiento hacia arriba 
y hacia abajo, pero probemos dos direcciones no paralelas. Primero, volvemos S, y 
S, a la misma fase; o sea se están moviendo juntos nuevamente. Pero ahora giramos 
S, en un ángulo de 90% como se muestra en la figura 28.4. Ahora deberiamos tener en 
el punto l la suma de dos efectos, uno de los cuales es vertical y el otro horizontal. 
El campo eléctrico es la suma vectorial de estas dos señales en fase —ambos son inten- 
sos al mismo tiempo y pasan por cero juntos; el campo total deberia ser una señal R 
a 45%. Si giramos D para obtener el máximo de ruido, deberia estar cerca de 45° y 
no vertical. Y si lo giramos en ángulo recto con respecto a esa dirección, deberiamos 
obtener cero, que es facil de medir. ¡Observamos precisamente tal comportamiento! 


¿Qué pasa ahora con el atraso? ¿Cómo podemos demostrar que la señal está 
atrasada? Podriamos con una gran cantidad de equipo, medir el tiempo que tarda en 
llegar, pero hay otra manera mucho mas simple. Refiriendonos de nuevo a la figu- 
ra 28-3, supongan que S, y $, estén en fase. Ambas se están sacudiendo juntas y pro- 
ducen campos eléctricos iguales en el punto 1. Pero supongan que vamos a un cierto 
lugar 2 que está más cerca de $, y más lejos de S,. Entonces, de acuerdo con el prin- 
cipio de que la aceleración debería estar atrasada en una cantidad igual a r/c, si los 
atrasos no son iguales las señales ya no están más en fase. Asi deberia ser posible en- 
contrar una posición en la cual las distancias a D desde S, y S, difieren en una canti- 
dad A,de tal manera que no haya señal neta. Esto es, la distancia A debe ser la distan- 
cia que avanza la luz en media oscilación del generador. Podemos ir más allá aún y 
encontrar un punto donde la diferencia es mayor en un ciclo completo; o sea, la señal 
de la primera antena llega al punto 3 con un atraso en el tiempo que es mayor que el 
de la segunda antena que es justo el tiempo que demora la corriente eléctrica en osci- 
lar una vez y, por lo tanto, los dos campos eléctricos producidos en 3 están en fase de 
nuevo. En el punto 3 la señal es intensa nuevamente. 


Esto completa nuestra discusión de la verificación experimental de algunos aspec- 
tos importantes de la ecuación (28.6). Por cierto que no hemos verificado la variación 
de la intensidad del campo eléctrico con 1/r o el hecho de que existe un campo mag- 
nético que va junto con el campo eléctrico. Para hacerlo se necesitaria de técnicas 
bastante refinadas y difícilmente ayudaría a nuestra comprensión de este punto. En 
todo caso hemos verificado los aspectos que son de mayor importancia para nuestras 
aplicaciones posteriores y vamos a volver a estudiar algunas propiedades de las ondas 
electromagnéticas el próximo año. 
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29-1 Ondas electromagnéticas 


En este capitulo discutiremos el tema del capitulo anterior en forma más ma- 
temática. Hemos demostrado cualitativamente que hay máximos y minimos en el 
campo de radiación de dos fuentes, y ahora nuestro problema es describir el campo 
con detalles matemáticos, no sólo cualitativamente. 


Fig. 29-1. El campo eléctrico E debido 
a una carga positiva cuya aceleración retar- 
dada es a”. 


Ya hemos analizado fisicamente el significado de la fórmula (28.6) en forma 
bastante satisfactoria, pero hay unos cuantos puntos a elaborar respecto a ella ma- 
temáticamente. En primer lugar, si una carga está acelerando de arriba hacia abajo 
a lo largo de una linea en un movimiento de amplitud muy pequeña, el campo a un 
cierto angulo 0 desde el eje del movimiento está en una dirección: perpendicular a 
la visual. y en un plano que contiene tanto a la aceleración como a la visual 
(Fig. 29-1). Si la distancia se llama r, entonces en el tiempo £ el campo eléctrico 
tiene el módulo 


donde a (t—r/c) es la aceleración en el tiempo (1—r/c) llamada aceleración re- 
tardada. 
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Seria interesante dibujar una imagen del campo en diferentes condiciones. Lo 
interesante, por supuesto, es el factor a (1—r/c) y para entenderlo podemos tomar. 
el caso más simple, 0 = 90%, y trazar el campo gráficamente. Lo que hemos estado 
pensando antes es que estamos en un lugar dado y preguntamos cómo varia el 
campo ahi con el tiempo. Pero en vez de eso vamos a ver ahora cómo es el campo 
en diferentes posiciones en el espacio en un instante dado. Por lo tanto, lo que que- 
remos es una “instantánea” que nos muestre lo que es el campo en lugares diferen- 
tes. Depende por cierto de la aceleración de la carga. Supongan que la carga al 
principio tenia algún movimiento particular; estaba inicialmente en reposo y súbi- 
tamente aceleró de alguna manera como se muestra en la figura 29-2 y luego se 
detuvo. Luego, un poquito después, medimos el campo en un lugar diferente. En- 
tonces podemos asegurar que el campo va a ser como se muestra en la figura 29-3. 
En cada punto el campo está determinado por la aceleración de la carga en un tiempo 
anterior, siendo el monto de la anticipación el atraso r/c. El campo en puntos más 
y más leianos está determinado por la aceleración de la carga en tiempos más y 
más anteriores. De manera que la curva en la figura 29-3 es realmente, en cierto 
sentido, un diagrama “invertido” de la aceleración en función del tiempo; la distancia 
está relacionada con el tiempo mediante un factor de escala constante c que a menu- 
do tomamos como unidad. Esto es fácil de ver considerando el comportamiento 
matemático de a (+—r/c). Evidentemente, si agregamos un pequeño tiempo 4 £ obte- 
nemos los mismos valores para a (t—r/c) que habriamos obtenido si hubiéramos 
restado una distancia pequeña: Ar=-cAt. 


Py Hs 


Fig. 29-3. El campo eléctrico en fun- 
Fig. 29-2. La aceleración de una cier- ción de la posición en un tiempo posterior. 
ta carga en función del tiempo. (Se ignora la variación 1 Ir.) 


Expresado de manera diferente: si agregamos un pequeño tiempo A f, podemos 
volver a(t—-r/c) a su valor anterior sumando una pequeña distancia Ar = cAt. 
O sea, a medida que pasa el tiempo, el campo se mueve como una onda alejándose 
de la fuente. Esta es la razón por la cual a veces decimos que la luz se propaga 
como onda. Es equivalente a decir que el campo se atrasa o decir que el campo 
eléctrico se mueve hacia afuera mientras pasa el tiempo. 

Un caso interesante es aquel en que la carga se está moviendo de arriba hacia 
abajo de una manera oscilatoria. En el caso que estudiamos experimentalmente en 
el último capitulo, el desplazamiento x en un tiempo cualquiera f era igual a una 
constante xp, la magnitud de la oscilación, por el cos «wf. Luego la aceleración es 


a = ~w’ Xo cos wi = do COS wi, (29.2) 


donde a, es la aceleración máxima — w*x,. Reemplazando esta fórmula en (29.1) 
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encontramos 


ag COS w(t — r/c). (29.3) 


AR E 4reorc? 


Ahora, ignorando el ángulo 6 y los factores constantes, veamos cómo se presenta eso 
en función de la posición o en función del tiempo. 


29-2 Energia de radiación 


Primero que nada, en cualquier momento particular o lugar particular, la inten- 
sidad del campo varia inversamente con la distancia r, como mencionamos anterior- 
mente. Ahora debemos indicar que el contenido energético de una onda o los efec- 
tos energéticos que un campo eléctrico tal puede tener, son proporcionales al cua- 
drado del campo porque si, por ejemplo, tenemos algún tipo de carga o un oscilador 
en el campo eléctrico y si dejamos que el campo actúe sobre el oscilador lo hace 
moverse. Si es un oscilador lineal, la aceleración, la velocidad y el desplazamiento 
producido por el campo eléctrico que actúa sobre la carga son proporcionales al 
campo. De manera que la energía cinética que se desarrolla en la carga es propor- 
cional al cuadrado del campo. Asi pues, aceptaremos que la energia que un campo 
puede proporcionar a un sistema es proporcional de alguna manera al cuadrado 
del campo. 


Fig. 29-4. La energía que fluye dentro del 
cono DABCO es independiente de la distancia 
r donde se mide. 


Esto significa que la energia que la fuente puede proporcionar disminuye a me- 
dida que nos alejamos; de hecho, varia inversamente con el cuadrado de la distancia. 
Pero esto tiene una interpretación muy simple: si quisiéramos tomar de una onda 
toda la energía que pudiéramos en un cierto cono a una distancia r, (Fig. 29-4), y 
hacer lo mismo para otra distancia F,, encontraremos que la cantidad de energia 
por unidad de área en cualquier lugar varia inversamente con el cuadrado de r, pero 
el área de la superficie interceptada por el cono varía directamente con el cuadrado 
de r. De manera que la energia que podemos sacar de la onda dentro de un ángulo 
cónico es la misma ¡cualquiera sea la distancia a que estemos! En particular, la 
energía total que podriamos sacar de toda la onda poniendo osciladores absorbentes 
en todas partes es una cierta cantidad fija. De manera que el hecho de que la am- 
plitud de E varie con 1/r es lo mismo que decir que hay un flujo de energía que 
no se pierde nunca, una energía que sigue y sigue extendiéndose sobre áreas efectivas 
más y más grandes. Vemos asi que después que una carga ha oscilado ha perdido 
una cierta energía que nunca puede recuperar; la energia sigue alejándose más y más 
sin disminuir. Por lo tanto, si estamos lo suficientemente lejos de manera que nuestra 
aproximación básica sea suficientemente buena, la carga no puede recuperar la ener- 
gia que, como decimos, ha sido radiada. Por supuesto, la energia aún existe en al- 


guna parte y está a disposición para ser recogida 
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por otros sistemas. Vamos a estudiar esta “pérdida” de energia aún más en el capi- 
tulo 32. 


Consideremos ahora más cuidadosamente cómo varia la onda (29.3) en función 
del tiempo en un lugar dado y en función de la posición en un tiempo dado. De 
nuevo ignoramos la variación 1/r y las constantes. 


29-3 Ondas sinusoidales 


Primero, fijemos la posición r y observemos el campo en función del tiempo. 
Es oscilatorio a la frecuencia angular w. La frecuencia angular w puede ser definida 
como la velocidad de cambio de fase con el tiempo (radianes por segundo). Ya hemos 
estudiado tal cosa, así que ella deberia ser muy familiar para nosotros ahora. El pe- 
riodo es el tiempo necesario para una oscilación, un ciclo completo, y eso también 
lo hemos desarrollado; es 2/4, porque w por el periodo es un ciclo del coseno. 


Ahora introducimos una nueva cantidad que se usa mucho en fisica. Esta tiene 
que ver con la situación opuesta, en la cual fijamos £ y miramos a la onda en fun- 
ción de la distancia r. Por supuesto, que notamos que como función de r la onda 
(29.3) es también oscilatoria. Esto es, aparte del 1/r que estamos ignorando, vemos 
que Æ oscila cuando cambiamos de posición. Asi, en analogia con w, podemos defi- 
nir una cantidad llamada número de onda, simbolizada por k. Este se define como 
la velocidad de cambio de fase con la distancia (radianes por metro). O sea, a me- 
dida que nos movemos en el espacio en un tiempo fijo, la fase cambia. 


Hay otra cantidad que corresponde al periodo y que podriamos llamarla periodo 
en el espacio, pero se llama comúnmente longitud de onda simbolizada por A. La 
longitud de onda es la distancia ocupada por un ciclo completo. Es fácil ver, en- 
tonces, que la longitud de onda es 2 x/k, porque k por la longitud de onda sería el 
número de radianes en que cambia toda la cosa. o sea el producto de la velocidad 
de variación de los radianes por metro por el número de metros, y debemos hacer 
una variación de 2 para un ciclo. De manera que k.A = 2res exactamente aná- 
logo a wta = 27. 

Ahora bien, en nuestra onda particular, hay una relación bien definida entre la 
frecuencia y la longitud de onda, pero las definiciones anteriores de k y œ son de 
hecho totalmente generales. Esto es, la longitud de onda y la frecùencia pueden no 
estar relacionadas de la misma manera en otras circunstancias fisicas. Sin embargo, 
en nuestro caso la variación de la fase con la distancia se determina fácilmente, por- 
que si llamamos: = œ (1—r/c) la fase y derivamos (parcialmente) con respecto a la 
distancia r, la variación é /é r es 


0 Ww 

E] TR (29.4) 
pOr: 

Hay muchas maneras de representar la misma cosa, tales como 


A = Cla (29.5) AV =c (29.7) 


w = ek (29.6) wA 2re (29.8) 


¿Por qué es la longitud de onda igual a c por el periodo? Eso es muy fácil, por cier- 
to, 
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porque si nos quedamos quietos y esperamos que transcurra un periodo, las ondas, 
viajando a velocidad c, van a moverse una distancia c-t, y se habrán movido por 
supuesto, justo en una longitud de onda. 


En una situación física diferente a la de la luz, k no está relacionada necesaria- 
mente con w de esta manera tan simple. Si llamamos x la distancia a lo largo de un 
eje, entonces la fórmula para una onda cosinusoidal que se mueve en una dirección x 
con un número de onda k y una frecuencia angular w se escribirá en general como 
cos (w t—k x). 

Ahora que hemos introducido la idea de longitud de onda podemos decir algo 
más acerca de los casos en los cuales (29.1) es una fórmula legítima. Recordemos 
que el campo está formado por varias partes, una de las cuales varia inversamente 
con r, otra parte que varia inversamente con r? y otras que varian aún más rápido. 
Valdria la pena saber en qué casos la parte 1/r del campo es la parte más impor- 
tante y las otras son relativamente pequeñas. Naturalmente la respuesta es “si nos 
retiramos lo *suficientemente lejos””, porque los términos que varian inversamente 
con el cuadrado a la larga se hacen despreciables comparados con el término 1/r. 
¿Cuánto es “suficientemente lejos”? La respuesta es, cualitativamente, que los otros 
términos sean del orden 1 /r menores que el término 1/r. Así, mientras estemos más 
allá de unas cuantas longitudes de onda (29.1), es una excelente aproximación al 
campo. Algunas veces la región más alla de unas cuantas longitudes de onda se 
llama “zona de onda”. 


29-4 Dos radiadores dipolares 


Discutamos a continuación la matemática puesta en juego al combinar los efec- 
tos de dos osciladores para encontrar el campo resultante en un punto dado. Esto es 
muy facil en los pocos casos que consideramos en el capitulo anterior. Describiremos 
primero los efectos cualitativamente y luego más cuantitativamente. Tomemos el caso 
sencillo en que los osciladores están situados con sus centros en el mismo plano ho- 
rizontal que el detector y la línea de vibración es vertical. 


o 4 
2 2 
pa 2 pe 
4 124 o -X72 —— 0O 
R TN ; ; . . 
2 e 27 e Fig. 29-5. Las intensidades en varias 
direcciones desde dos osciladores dipolares 
o 4 separados media longitud de onda. Izquierda: 
a=0 a= en fase (œ = O). Derecha: defasados medio 
ta) (8) periodo (r = 7). 


La figura 29-5 (a) representa la vista superior de esos dos osciladores y en este 
ejemplo particular están separados media longitud de onda en la dirección N ~S. 
y están oscilando con la misma fase que llamamos fase cero. Ahora nos gustaria 
conocer la intensidad de la radiación en diversas direcciones. Por intensidad enten- 
demos la cantidad de energia que el campo transporta al pasar frente a nosotros 
por segundo, que es proporcional al cuadrado del campo promediado en el tiempo. 
Luego lo que debemos mirar cuando queremos saber cuánto es el brillo de la luz. 
es el cuadrado del campo eléctrico. no el campo eléctrico mismo. (El campo electrico 
da la intensidad de la fuerza que experimenta una 
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carga estática, pero la cantidad de energía que va pasando en watts por metro cua- 
drado es proporcional al cuadrado del campo eléctrico. Vamos a deducir la constan- 
te de proporcionalidad en el próximo capitulo.) Si miramos al conjunto por el lado O, 
ambos osciladores contribuyen igualmente y en fase de manera que el campo eléc- 
trico es dos veces más intenso de lo que habria sido para un oscilador único. Por lo 
tanto, la intensidad es cuatro veces mayor de lo que habría sido si hubiera habido 
un solo oscilador. (Los números en la figura 29-5 representan el valor que habria 
tenido la intensidad en este caso comparada con el que hubiera tenido si existiera 
alli un oscilador único de intensidad unitaria.) Ahora bien, en cualquiera de las di- 
recciones N o S a lo largo de la línea de los osciladores, como están separados me- 
dia longitud de onda, el efecto de un oscilador resulta estar fuera de fase en exac- 
tamente media oscilación con respecto al otro, y por lo tanto los campos suman 
cero. A un cierto ángulo particular intermedio (concretamente a 30°) la intensidad 
es 2 y disminuye, 4, 2, O, etc. Tenemos que aprender a encontrar estos números 
para otros ángulos. Se trata de sumar dos oscilaciones con fases diferentes. 


Examinemos rápidamente otros casos de interés. Supongan que los osciladores 
estén nuevamente separados media longitud de onda, pero la fase a de uno se atrasa 
medio periodo con respecto a la otra en su oscilación (Fig. 29-5 b). En la dirección 
oeste la intensidad es cero ahora, porque un oscilador está “empujando” cuando el 
otro está “tirando”. Pero en la dirección norte la señal del más cercano llega en un 
cierto tiempo y la del otro llega medio periodo más tarde. Pero el último estaba ori- 
ginalmente atrasado en medio periodo y por lo tanto está exactamente a tiempo 
con el primero y por lo tanto la intensidad en esta dirección es 4 unidades. La in- 
tensidad en la dirección 30° sigue siendo 2, como podemos demostrar luego. 


Ahora llegamos a un caso interesante que muestra un aspecto posiblemente útil. 
Observemos que una de las razones por la cual las relaciones de fase de los oscila- 
dores son interesantes es que se usa esto para dirigir las transmisiones de radio. Por 
ejemplo, si construimos un sistema de antenas y queremos mandar una señal de radio, 
digamos a Hawaii, ponemos las antenas como en la figura 29-5 (a) y transmitimos 
con nuestras dos antenas en fase porque Hawaii está al oeste de nosotros. Luego 
decidimos que mañana vamos a transmitir a Alberta, Canadá. Como está al norte, 
no al oeste, todo lo que tenemos que hacer es invertir la fase de una de nuestras 
antenas y podemos transmitir para el norte. Así podemos construir sistemas de an- 
tena con diversos arreglos. El nuestro es uno de los más simples posibles; podemos 
hacerlos mucho más complicados, y cambiando las fases en las diversas antenas 
podemos mandar los haces en diversas direcciones y enviar la mayor parte de la 
potencia en la dirección que queremos transmitir ¡sin mover nunca la antena! En 
ambos casos precedentes, sin embargo, mientras estamos transmitiendo hacia Alber- 
ta estamos gastando mucha potencia hacia la Isla de Pascua y sería interesante 
preguntar si es posible mandarla en una sola dirección. A primera vista podriamos 
pensar que con un par de antenas de esta naturaleza el resultado va a ser siempre 
simétrico. Asi, pues, consideremos un caso en que sale asimétrico, para mostrar la 
posible variedad. 


Si las antenas están separadas un cuarto de longitud de onda y sı la del N está 
atrasada un cuarto de periodo en el tiempo con respecto a la del S, ¿qué sucede 
entonces (Fig. 29-6)? En la dirección O obtenemos 2, como veremos luego. En la 
dirección S$ obtenemos cero porque la señal de S llega en un cierto tiempo; la del N 
llega 90% atrasada en 
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el tiempo, pero ya está atrasada en 90° en su fase impuesta, luego llega con un defasaje 
totál de 180% y no hay efecto. Por otro lado, en la dirección N, la señal N llega más 
temprano que la señal S en 90° en el tiempo, porque está un cuarto de longitud de 
onda más cerca. Pero su fase está puesta de tal manera que está oscilando 90° atra- 
sada en el tiempo, lo que compensa justamente la diferencia de atraso y, por lo tanto, 
las dos señales aparecen juntas en fase haciendo la intensidad del campo el doble de 
grande y la energía cuatro veces mayor. 


4 
2 Mo — 2 
Ò Fig. 29-6. Un par de antenas dipolares 
aa 7/2 que dan potencia máxima en una dirección. 


Por lo tanto, usando cierta inteligencia al separar y defasar nuestras antenas, 
podemos enviar toda la potencia en una dirección. Pero todavia está distribuida sobre 
un gran intervalo de ángulos. ¿Podemos arreglar las cosas de manera que esté en- 
focada aún más nítidamente en una dirección particular? Consideremos el caso de 
Hawaii nuevamente, donde estamos enviando el haz hacia el este y el oeste, pero 
está esparcido en un ángulo bastante grande, porque aún a 30° todavia estamos 
obteniendo la mitad de la intensidad —estamos malgastando potencia—. ¿Podemos 
mejorar eso? Tomemos la situación en que la separación es diez longitudes de 
onda (Fig. 29-7), que es más cercanamente comparable a la situación con que ex- 
perimentamos en el capitulo anterior con separaciones de varias longitudes de onda 
en vez de una pequeña fracción de una longitud de onda. Aqui el cuadro es bien 
diferente. 

Si los osciladores están separados diez longitudes de onda (tomamos el caso en 
fase para hacerlo más fácil), vemos que en la dirección E-O están en fase y obtene- 
mos una gran intensidad, cuatro veces lo que habríamos obtenido si uno de ellos 
estuviera solo. Por otro lado, en un ángulo de separación pequeño, los tiempos de 
llegada difieren en 180% y la intensidad es cero. Para ser precisos, si trazamos una 
linea desde cada oscilador a un punto distante y la diferencia A en las dos distancias 
es A/2, media oscilación, entonces van a estar fuera de fase. Asi que este primer 
cero ocurre cuando eso sucede. (La figura no está dibujada a escala; es sólo un bos- 
quejo aproximado.) Esto significa que realmente tenemos 


o° 


0% A 


o distane Mn 
Fig. 29-8. Un conjunto de seis ante- 


Fig. 29-7. Diagrama de intensidad pa- nas dipolares y parte de su diagrama de 
ra dos dipolos separados 10.1. intensidad. 


29-7 


un rayo muy agudo en la dirección que queremos, porque si nos movemos sólo un 
poco, perderemos toda nuestra intensidad. Desgraciadamente para fines prácticos, si 
estuviéramos pensando en hacer un aparato de transmisión de radio y dobláramos la 
distancia A, entonces estariamos un ciclo completo fuera de fase ¡que es lo mismo 
que estar en fase de nuevo! Así encontramos muchos máximos y minimos sucesivos 
justamente como encontramos con la separación de 2 1/2 A en el capitulo 28. 


¿Cómo podemos deshacernos de estos máximos adicionales, o “lóbulos”, como 
se les llama? Nos podriamos deshacer de los lóbulos indeseables de una manera 
bastante interesante. Supongan que pusiéramos otro conjunto de antenas entre los 
dos que ya tenemos. O sea, las exteriores aún están separadas 10 A, pero entre ellas, 
digamos cada 2 A, hemos puesto otra antena y las excitamos a todas en fase. Existen 
ahora seis antenas y si observáramos la intensidad en la dirección E-O sería, por 
supuesto, mucho mayor con seis antenas que con una. El campo sería seis veces y 
la intensidad treinta y seis veces mayor (el cuadrado del campo). Obtenemos 36 uni- 
dades de intensidad en esa dirección. Ahora bien, si observamos en los puntos ve- 
cinos, encontramos un cero como antes, aproximadamente, pero si avanzamos hasta 
donde. teníamos una gran “protuberancia”, obtenemos ahora una “protuberancia” 
mucho menor. Tratemos de ver por qué. 


La razón es que, a pesar de que podriamos esperar una gran protuberancia 
cuando la distancia A es exactamente igual a la longitud de onda, es cierto que los 
dipolos 1 y 6 están entonces en fase y están cooperando en tratar de obtener alguna 
intensidad en esa dirección. Pero los números 3 y 4 están aproximadamente a 1/2 
longitud de onda fuera de fase con 1 y 6 y, aunque I y 6 empujan juntos, 3 y 4 
empujan juntos también, pero en la dirección opuesta. Luego hay muy poca inten- 
sidad en esa dirección —pero hay algo, ella no se compensa exactamente—. Este tipo 
de cosas sigue sucediendo; obtenemos protuberancias muy chicas y tenemos el haz 
fuerte en la dirección en que lo queriamos. Pero en este ejemplo particular, algo más 
va a suceder: a saber, como la distancia entre dipolos sucesivos es 2 A, es posible 
encontrar un ángulo donde la distancia ô entre dipolos sucesivos es exactamente una 
longitud de onda de manera que los efectos de cada uno de ellos estén de nuevo en 
fase. Cada uno está atrasado con respecto al siguiente en 360%, de manera que todos 
vuelven en fase ¡y tenemos otro haz mayor en esa dirección! Es fácil evitar esto 
en la práctica, porque es posible poner los dipolos más cerca que a una separación 
de una longitud de onda. Si ponemos más antenas, más cerca que una longitud de 
onda, esto no puede suceder. Pero el hecho de que esto pueda suceder para ciertos 
ángulos, si la separación es mayor que una longitud de onda, es un fenómeno muy 
interesante y útil en otras aplicaciones —no en la transmisión de radio, sino en redes 
de difracción. 


29-5 La matemática de la interferencia 


Ahora hemos terminado nuestro análisis de los fenómenos de radiadores dipola- 
res cualitativamente y debemos aprender cómo analizarlos cuantitativamente. Para 
encontrar el efecto de dos fuentes a un cierto ángulo particular en el caso más gene- 
ral, donde los dos osciladores tienen un defasaje intrínseco a y las intensidades 4, 
y A, no son iguales, encontramos que tenemos que sumar dos cosenos que tienen la 
misma frecuencia pero con fases diferentes. Es muy fácil encontrar esta diferencia 
de fase; está constituida por el atraso debido a la diferencia de distancias y la fase 
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intrínseca impuesta a la oscilación. Matemáticamente debemos encontrar la suma R 
de dos ondas: R = A, Cos (wt +4$,) + A, cos (wt +) ¿Cómo hacerlo? 


Es realmente muy fácil y presuponemos que ya sabemos cómo hacerlo. Sin em- 
bargo, vamos a delinear el procedimiento con cierto detalle. Primero podemos, si 
somos hábiles en matemática y sabemos suficiente de cosenos y senos, desarrollarlo 
simplemente. El caso más simple es aquel en que 4, y A, son iguales, digamos ambos 
iguales a A. En estas circunstancias, por ejemplo (podriamos llamarle método tri- 
gonométrico de resolución del problema), tenemos 


R = Alcos (wt + $1) + cos (wt + ¢2)]. (29.9) 
Alguna vez, en nuestra clase de trigonometria, habremos aprendido la regla que 
cos A + cos B = 2cosH(A + B)cos (4 — B). (29.10) 

Si sabemos eso, podemos inmediatamente escribir R en la forma 
R = 2A cos ($1 — $2) cos(wt + 301 + 302). (29.11) 


Encontramos así que tenemos una onda oscilatoria con una nueva fase y una 
nueva amplitud. En general, el resultado serå una onda oscilatoria con una nueva 
amplitud Ax, que podriamos llamar amplitud resultante, y que oscila con la misma 
frecuencia pero con un defasaje $ p, llamado fase resultante. En vista de esto, nuestro 
caso particular tiene el siguiente resultado: que la amplitud resultante es 


ÁR = 2A.cos EFI = da), (29.12) 


y la fase resultante es el promedio de las dos fases y hemos resuelto completamente 
nuestro problema. 


Fig. 29-9. Método geométrico para com- 
binar dos ondas cosinusoidales. Se supone 
que todo el diagrama está girando en sentido 
antihorario con frecuencia angular w. 


Supongan ahora que no podemos recordar que la suma de dos cosenos es el 
doble del coseno de la semisuma por el coseno de la semidiferencia. Entonces po- 
demos usar otro método de análisis que es más geométrico. Cualquier función coseno 
de wt se puede considerar como la proyección horizontal de un vector rotante. Supon- 
gan que existiera un vector A, de largo A, rotando en el tiempo de manera que el 
angulo con el eje horizontal es wt + ġ,. (Vamos a dejar de lado el «»£ por un momento 
más y veremos que ello no tiene importancia.) Supongan que tomamos una instantá- 
nea en el tiempo t = 0, aunque de hecho la fotografía está rotando con velocidad 
angular w (Fig. 29-9). La proyección 
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de A, según el eje horizontal es precisamente A, cos (wt + ġ,). Ahora bien, para 
t=0 la segunda onda podría estar representada por otro vector A, de largo A, y con 
un ángulo $,, y que también rota. Ambos están rotando con la misma velocidad an- 
gular w y, por lo tanto, las posiciones relativas de ambos son fijas. El sistema gira 
como un cuerpo rigido. La proyección horizontal de A, es A) cos (w t + $,). Pero 
sabemos por la teoria de vectores que si sumamos los dos vectores de la manera acos- 
tumbrada mediante la regla del paralelogramo y dibujamos el vector resultante Az , 
la componente x de la resultante es la suma de las componentes x de los otros dos 
vectores. Eso resuelve nuestro problema. Es: fácil verificar que esto da el resultado 
correcto para el caso especial que consideramos más arriba donde A, = A, = A. En 
este caso vemos en la figura 29-9 que Ag está a medio camino entre A, y A, y for- 
ma un ángulo¿($,— $,) con cada uno. Por lo tanto vemos que Af = 2 Acosi(Q,—d),) 
como antes, También, según vemos en el triángulo, la fase de Ag mientras gira, es 
el ángulo promedio A, y A, cuando las dos amplitudes son iguales. Sin duda tam- 
bién podemos resolver el caso en que las amplitudes no son iguales con la misma 
facilidad. Podemos llamar a lo anterior la manera geométrica de resolver el problema. 


Hay todavía otra manera de resolver el problema: la manera analítica. O sea, 
en vez de tener que hacer realmente un dibujo como el de la figura 29-9, podemos 
escribir algo que diga lo mismo que el dibujo: en vez de dibujar los vectores, escri- 
bimos un número complejo para representar cada uno de los vectores. La parte real 
de los números complejos son las cantidades físicas verdaderas. Luego, en nuestro 
caso particular las ondas podrian escribirse de esta manera: A, el (+2) [la parte 
real de esto es A, Cos (wt + ġ,)| y A, e (œt +2} Ahora podemos sumar los dos: 


R= Ayetetten + Aye ette) = (Aie: 4 Aye ejer! (29.13) 
R = Ajeti + Ae”? = Ape”R, (29.14) 


Esto resuelve el problema que queriamos resolver, porque representa el resultado 
como un número complejo de módulo Az y fase Hg. 


Para ver cómo funciona este método encontremos la amplitud Az que es el 
“largo” de R. Para obtener el “largo” de una cantidad compleja. siempre multipli- 
camos la cantidad por su complejo conjugado que da el largo al cuadrado. El com- 


plejo conjugado es la misma expresión, pero con el signo de í invertido. Tenemos 
asi 


A? = (Aie + Aye “NA e7 + Aye), (29.15) 


Al hacer la multiplicación obtenenos A ?+ A3(aquí se cancelan las e) ara los 
. . l ll 
términos cruzados tenemos 


A Aglen + ee), 
Ahora bien, 
e” + e™™ =co0s0 + ¡sen9 + cos — ¡senó. 


O sea el + ell = 2 cos (). Nuestro resultado final es por lo tanto 


Ar = A? + AÈ + 24,42 cos (63 — 91). (29.16) 
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Como vemos, esto está de acuerdo con el largo de Ap en la figura 29-9 usando 
las reglas de trigonometria. 


Luego la suma de los dos efectos tiene la intensidad de A?que obtendriamos con 
uno de ellos solo más la intensidad A3que obtendriamos con el otro solo, más una 
corrección. Esta corrección la llamamos efecto de interferencia. Es realmente sólo 
la diferencia entre lo que obtenemos por simple suma de las intensidades y lo que 
realmente sucede. Lo llamamos interferencia, sea positiva o negativa. (Interferencia 
en lenguaje común usualmente sugiere oposición o impedimento, ¡pero en la fisica 
a menudo no usamos el lenguaje de la manera en que, fue diseñado originalmente!) 
Si el término de interferencia es positivo llamamos ese caso interferencia constructiva 
¡por muy horrible que pueda sonar a toda persona que no sea un físico! El caso 
opuesto se llama interferencia destructiva. 


Igual al punto P 


neiut” de sen 0 Fig. 29-10. Dos osciladores de igual am- 
plitud defasados en æ. 


Ahora veamos cómo explicar nuestra fórmula general (29.16) al caso de dos 
osciladores en las situaciones especiales que hemos discutido cualitativamente. Para 
aplicar esta fórmula general, sólo es necesario encontrar qué defasaje Ø, - © , existe 
entre las señales que llegan a un punto dado. (Depende del defasaje solamente, no 
de la fase misma.) Asi que consideremos el caso en que dos osciladores de la misma 
amplitud están separados por una distancia d y tienen un defasaje intrinseco a. 
(Cuando uno tiene fase cero, la fase del otro es œ). Entonces preguntamos cual será 
la intensidad en dirección azimutal 0 con respecto a la línea E-O. |Noten que ésta 
no es la misma 0 que aparece en (29.1). Estamos en duda de usar un simbolo no 
convencional como U o el simbolo convencional O (Fig. 29-10).| La relación entre 
las fases se encuentra observando que la diferencia de distancias entre P y los dos 
osciladores es d sen 0, de manera que la contribución al defasaje debida a esto es el 
número de longitudes de onda que hay en d sen O multiplicado por 27. (Aquellos 
que son más refinados podrian querer multiplicar el número de onda k, que es la 
velocidad de cambio de la fase con la distancia por d sen 0; es exactamente lo 
mismo.) Luego, el defasaje debido a la diferencia de distancias es 27 d sen 0/A, 
pero debido al defase temporal de los osciladores hay una fase adicional «+. Luego 
el defasaje a la llegada seria 


$2 — 6, = a + 2rd sen9/h. (29.17) 


Esto contiene todos los casos. Ási, todo lo que tenemos que hacer es reemplazar 
esta expresión en (29.16) para el caso A, = A, y podemos calcular todos los diver- 
sos resultados para dos antenas de igual intensidad. 
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Veamos ahora qué sucede en nuestros diversos casos. La razón que sepamos, 
por ejemplo, que la intensidad es 2 para 30% en la figura 29-5 es la siguiente: Los 
dos osciladores están separados 1/2 A, de manera que a 30%, d sen 9 = 1/4. Luego 
Ø, — Ø; = 211/41 = 7/2 y, por lo tanto, el término de interferencia es cero. (Esta- 
mos sumando dos vectores a 90%.) El resultado es la hipotenusa de un triángulo 
rectángulo de 45% que es y 2 por la unidad de amplitud; elevándolo al cuadrado, 
obtenemos el doble de la intensidad de un solo oscilador. Todos los otros casos se 
pueden desarrollar de la misma manera. 


* 
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30-1 La amplitud resultante debida a n osciladores iguales 


Este capitulo es una continuación directa del anterior, aunque se haya cambia- 
do el nombre de Interferencia a Difracción. Nunca nadie ha sido capaz de definir 
la diferencia entre la interferencia y difracción satisfactoriamente. Es sólo un pro- 
blema de uso y no hay ninguna diferencia física especifica importante entre ellas, 
Lo mejor que podemos hacer, hablando a la ligera, es decir que cuando hay sólo 
unas pocas fuentes que interfieren, digamos dos, entonces el resultado se llama 
comúnmente interferencia. Pero si hay un gran número, parece que la palabra 
difracción se usa más a menudo. Por consiguiente, no nos vamos a preocupar si es 
interferencia o difracción, sino que continuamos directamente a partir de donde 
dejamos el tema en su mitad en el último capitulo. 


Entonces discutiremos ahora la situación cuando hay n osciladores igualmente 
espaciados, todos de la misma magnitud pero diferentes unos de otros en la fase, ya 
sea porque ellos están excitados con una fase diferente o porque los estamos mi- 
rando desde un ángulo tal que hay diferencia de tiempo de atraso. Por una razón u 
otra tenemos que sumar algo como esto: 


R = Á[cos wí + cos(wí + $) + cos(w! + 29) + :** + cos(w! + (n — De), 
(30.1) 


donde q es el defasaje entre un oscilador y el siguiente, tal como se ve desde una 
dirección particular. Especificamente $ = œ + 2% d sen f/A. Ahora debemos su- 
mar todos los términos. Haremos esto geométricamente. El primero es de largo A 
y tiene fase cero. El siguiente también es de largo A y tiene una fase igual a ọ. El 
siguiente nuevamente es de largo A y tiene una fase igual a 2 $ y asi sucesivamente. 
Por consiguiente, nos estamos moviendo evidentemente alrededor de un poligono 
equiangular de n lados (Fig. 30-1). 
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Fig. 30-1. Amplitud resultante de n = 6 
me fuentes igualmente espaciadas con defasajes 
sucesivos netos (. 


Ahora bien, todos los vértices están, por supuesto, sobre una circunferencia y 
podemos encontrar la amplitud resultante más fácilmente si encontramos el radio 
de esa circunferencia. Supongan que Q es el centro de la circunferencia. Entonces 
sabemos que el ángulo OQS es justamente un ángulo de fase $. (Esto es porque el 
radio QS tiene la misma relación geométrica con A, que QO con A,, de manera 
que forman un ángulo p entre si.) Luego el radio r debe ser tal que A = 2r sen 
q/2 lo que da r. Pero el ángulo grande OQT es igual a ng y encontramos asi que 
Ar = 2r sen nq/2. Combinando estos dos resultados para eliminar r, obtenemos 


Aa q SEn., 


sen p/2 (30.2) 
La intensidad resultante es asi 
2 
_ , sen“ no/2 
I=h L 9/7 F (30.3) 


Analicemos ahora esta expresión y estudiemos algunas de sus consecuencias. En 
primer lugar la podemos verificar para n = l. Ella se verifica: Z= Jọ En seguida 
la verificamos para n = 2: escribiendo.sen p = 2 sen ġ/2 cos p/2 encontramos que 
Ar = 2A cos p/2, lo que está de acuerdo con (29.12). 


Ahora bien, la idea que nos llevó a considerar la suma de varias fuentes fue que 
podríamos obtener una intensidad mucho mayor en una dirección que en cualquier 
otra; que los máximos cercanos que habrian estado presentes si hubiera habido 
sólo dos fuentes, habrian disminuido en intensidad. Para ver este efecto, dibujamos 
la curva que proviene de (30.3), tomando n enormemente grande y trazando la re- 
gión cerca de $ = O. En primer lugar, si $ es exactamente cero tenemos 0/ 0, pero si 
$ es infinitesimal el cociente entre los dos senos al cuadrado es simplemente n?, ya que 
el seno y el ángulo son aproximadamente iguales. Luego, la intensidad del máximo de la 
curva es igual a n? por la intensidad de un oscilador. Eso es fácil de ver, porque 
si están todos en fase, los pequeños vectores no forman ángulo relativo y todos los 
n se suman de manera que la amplitud es n veces mayor y la intensidad n? veces 
mayor. 


A medida que la fase $ aumenta, el cociente entre los dos senos empieza a dis- 
minuir y la primera vez que llega a cero es cuando n 6/2 = >; porque sen 7 = 0. En 
otras palabras, $ = 2/n corresponde al primer minimo de la curva (Fig. 30-2). En 
términos de lo que sucede con las flechas en la figura 30-1, el primer mínimo sucede 
cuando todas las flechas vuelven al punto de partida; esto significa que el ángulo 
total acumulado 
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Fig. 30-2. La intensidad en función del 
peo ángulo de fase para un gran número de osci- 
ladores de igual intensidad. 


, ` .-- 
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por todas las flechas, el defasaje total entre el primer oscilador y el último, debe ser 
271 para completar la circunferencia. 

Ahora vamos al próximo máximo y queremos ver si es realmente mucho más 
chico que el primero, como habíamos esperado. No vamos a ir precisamente a la 
posición máxima porque tanto el numerador como el denominador de (30.3) son va- 
riables, pero sen (/2 varia bastante lentamente comparado con sen n p/2 cuando 
n es grande, de manera que cuando sen nq/2 = 1, estamos muy cerca del máximo. 
El siguiente máximo de sen? n p/2 se produce a 1/2 = 37/2 ó y = 371 /n. Esto 
corresponde a que las flechas hayan recorrido la circunferencia una vez y media. 
Al poner $ = 3 /n en la fórmula para encontrar el tamaño del máximo, encontra- 
mos que sen? 37/2 = 1 en el numerador (por eso elegimos este ángulo) y en el de- 
nominador tenemos sen? 3/2n. Ahora bien, si n es suficientemente grande, este 
ángulo es muy chico y el seno es igual al ángulo; luego, para todo fin práctico pode- 
mos poner sen 37/2n = 31/2n. Encontramos asi que la intensidad de este máximo 
es I= h (4n?/971?). Pero n? 1 era la intensidad maxima y tenemos asi 4/97? veces 
la intensidad máxima, lo que es cerca de 0,047, ¡menos del 5 por 100 de la intensi- 
dad máxima! Por supuesto, que hay intensidades decrecientes más allá. Por con- 
siguiente, tenemos un máximo central muy agudo con máximos subsidiarios muy 
débiles a los lados. 


Es posible demostrar que el área de toda la curva, incluyendo todas las pequeñas 
protuberancias, es igual a 2rn1, o el doble del área del rectángulo con linea pun- 
teada en la figura 30-2. 

Consideremos ahora además cómo podemos aplicar la ecuación (30.3) en dife- 
rentes casos y tratemos de entender lo que sucede. Consideremos que nuestras 
fuentes están todas en una linea como está dibujado en la figura 30-3. Hay n de 
ellas, todas separadas una distancia d y vamos a suponer que el defasaje intriseco, 
entre una y la siguiente, es cr. Luego, si estamos observando en una dirección 0 
desde la normal, hay una fase 


8 =A4/n = dseng 
PED ý n Fig. 30-3. Un dispositivo lineal de n os- 
` b ciladores iguales excitados gon fases a, = Sa. 
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adicional 2d sen (p/A debido al tiempo de atraso entre cada dos sucesivas, de lo que 
hablamos antes. Así 


= a + 2rd sen 9/4 
a + kdsen 0. 


e 
| 


(30.4) 


li 


Primero, tomaremos el caso a = 0. Esto es, todos los osciladores están en fase y 
queremos saber cuál es la intensidad en función del ángulo 6. Para averiguarlo sólo 
debemos poner q = kd sen 0 en la fórmula (30.3) y ver qué sucede. En primer lugar, 
hay un máximo cuando q = 0. Eso significa que cuando todos los osciladores están 
en fase hay una intensidad grande en la dirección 6= 0. Por otro lado, una pre- 
gunta interesante es ¿dónde está el primer minimo? Se produce cuando $ = 27 /n. 
En otras palabras, cuando 27rd sen 0/1 = 2/n, obtenemos el primer minimo de la 
curva. Si nos deshacemos de los 2r, de manera que podamos apreciar un poco 
mejor, esto dice que 


nd send = À. (30.5) 


Tratemos ahora de comprender fisicamente por qué obtenemos un minimo en esa 
posición: nd es el largo total L del conjunto. Refiriéndonos a la figura 30-3, vemos 
que nd sen 0 = L sen 0 = A. Lo que dice (30.5) es que cuando A es igual a una 
longitud de onda, obtenemos un minimo. ¿Por qué obtenemos un minimo cuando 
A = A? Porque las contribuciones de los diversos osciladores están distribuidas 
entonces uniformemente en fase de 0% a 360“. Las flechas (Fig. 30-1) se desplazan 
alrededor de un circulo completo —estamos sumando vectores iguales en todas direc- 
ciones y esa suma es cero—. De manera que cuando tenemos un angulo tal que 
A = A, obtenemos un minimo. Ese es el primer minimo. 

Hay otro aspecto importante de la formula (30.3) que es que si el ángulo $ es 
aumentado en cualquier múltiple de 27%, no introduce ninguna diferencia a la fórmu- 
la. Por consiguiente, obtenemos otros máximos grandes para Q = 27%, 47, 67, etc. 

. Cerca de cada uno de estos máximos grandes el diagrama de la figura 30-2 se repite. 
Nos podemos preguntar ¿cuál es la circunstancia geométrica que lleva a estos otros 
máximos grandes? La condición es que p = 27m, donde m es cualquier entero. O 
sea, 27d sen 0/4 = 21m. Dividiendo por 27, vemos que 


dsen9 = ma. (30.6) 


Esta se parece a la formula (30.5). No, esa fórmula era nd sen 0 = 1. La diferencia 
es que aquí tenemos que observar a las fuentes individuales y cuando decimos d sen 
0 = mA, eso significa que tenemos un ángulo 0 tal que ó = m.1. En otras palabras, 
cada fuente está ahora contribuyendo en una cierta cantidad y las sucesivas están 
defasadas en un múltiplo entero de 360% y, por lo tanto, están contribuyendo en 
fase, porque defasados en 360% es lo mismo que estar en fase. Por consiguiente, to- 
dos contribuyen en fase y producen un máximo tan bueno como el de m = O que 
discutimos antes. Las protuberancias subsidiarias, toda la forma del diagrama es 
justamente igual a la cercana a q = 0, con exactamente los mismos mínimos a cada 
lado, etc. Luego tal dispositivo 
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va a mandar rayos en varias direcciones —cada rayo teniendo un máximo central fuer- 
te y un cierto número de “lóbulos laterales” débiles. Uno se refiere a los diversos 
rayos intensos como rayos de orden cero, primer orden, etc., de acuerdo con el valor 
de m - m se llama el orden del rayo. 


Llamamos la atención sobre el hecho de que si d es menor que A, la ecuación 
(30.6), no puede tener solución excepto para m = 0, de modo que si la separación es 
demasiado chica hay sólo un rayo posible, el de orden cero centrado en 9 = 0. (Por 
supuesto, también hay un rayo en la dirección opuesta.) Para obtener máximos sub- 
sidiarios grandes debemos tener la separación d del conjunto mayor que una lon- 
gitud de onda. 


30-2 La red de difracción 


En el trabajo técnico con antenas y alambres es posible arreglar que todas las 
fases de los pequeños osciladores o antenas sean iguales. La pregunta es si o cómo 
podemos hacer algo similar con la luz. No podemos, en el momento presente, hacer 
literalmente pequeñas estaciones de radio de frecuencia óptica y unirlas con 
alambres infinitesimales y excitarlas todas con una fase dada. Pero hay una manera 
muy fácil de hacer algo que equivalga a la misma cosa. 


Supongan que tuviéramos muchos alambres paralelos, igualmente espaciados 
con una separación d y una fuente de radiofrecuencia muy lejana, prácticamente en 
el infinito, que está generando un campo eléctrico que llega a cada uno de los 
alambres con la misma fase (esta tan alejada que el atraso en el tiempo es el mismo 
para todos los alambres). (Uno puede desarrollar casos con dispositivos curvos, pero 
tomemos uno plano.) Entonces el campo eléctrico externo va a mover los electrones 
de arriba a abajo en cada alambre. Esto es; el campo que viene de la fuente original 
va a sacudir los electrones de arriba a abajo y al moverse estos representan nuevos 
generadores. Este fenómeno se llama dispersión: una onda de luz de alguna fuente 
puede inducir un movimento de los electrones en un pedazo de material y estos mo- 
vimientos generan sus propias ondas. Luego, todo lo que es necesario es disponer 
muchos alambres igualmente espaciados, excitarlos con una fuente de radiofrecuen- 
cia alejada y tenemos la situación que queremos, sin necesidad de muchas conexio- 
nes especiales. Si la incidencia es normal, las fases van a ser iguales, y 
obtendremos exactamente el caso que hemos estado discutiendo. Luego, si la separa- 
ción de los alambres es mayor que la longitud de onda, obtendremos una fuerte in- 
tensidad de dispersión en la dirección normal y en ciertas otras direcciones dadas 
por (30.6). 

¡Esto también se puede hacer con la luz! En vez de alambres, usamos, un peda- 
zo plano de vidrio y hacemos ranuras en él, tales que cada una de las ranuras dis- 
perse en forma ligeramente diferente el resto del vidrio. Si luego iluminamos el 
vidrio, cada una de las ranuras representará una fuente y si separamos las lineas 
en forma muy fina, pero no más cerca de una longitud de onda (lo que es de todos 
modos casi técnicamente imposible), entonces esperariamos un fenómeno milagroso: 
la luz no sólo va a pasar en linea recta, sino que también habrá un fuerte haz en un 
ángulo distinto de cero que depende de la separación de las ranuras. Tales objetos 
se han hecho realmente y son de uso común —se llaman redes de difracción. 


En una de sus formas, una red de difracción consiste simplemente en una lámina 
de vidrio plano transparente e incolora con rayas. Hay a menudo varios 
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cientos de rayas por milimetro dispuestas muy cuidadosamente para que estén igual- 
mente separadas. El efecto de esta red se puede observar disponiendo un proyector para 
que proyecte una angosta línea vertical de luz (la imagen de una rendija) en una panta- 
lla. Cuando ponemos la red en el haz, con los rayos verticales, vemos que la linea 
todavia está ahí, pero además a cada lado tenemos otra mancha intensa de luz que 
está coloreada. Esta, por supuesto, es la imagen de la rendija extendida en un 
amplio intervalo angular, porque el ángulo 8 en (30.6) depende de A y luces de dife- 
rentes colores, como sabemos, corresponden a diferentes frecuencias y por lo tanto 
a diferentes longitudes de onda. La longitud de onda más larga visible es el rojo y 
como d sen 0 = A, eso requiere un ángulo 0 mayor. ¡Y efectivamente encontramos 
que el rojo forma un ángulo mayor desde la imagen central! Debería haber un rayo 
en el otro lado también y efectivamente vemos uno en la pantalla. Luego, podria 
haber otra solución de (30.6) cuando m = 2. Vemos efectivamente que hay algo 
vago ahi -muy débil- y hay aún otros rayos más allá. 


Recién hemos dicho que todos estos rayos deberian ser de la misma intensidad, 
pero vemos que en realidad no lo son y en efecto ¡ni siquiera los primeros a la 
derecha y a la izquierda son iguales! La razón es que la red ha sido construida 
cuidadosamente para hacer precisamente esto. ¿Cómo? Si la red consiste en rayas 
muy finas, de ancho infinitesimal, separadas uniformemente, entonces las intensida- 
des serian realmente iguales. Pero de hecho, aunque hemos tomado el caso más 
simple, también podriamos haber considerado un dispositivo de pares de antenas 
en el cual cada integrante del par tiene una cierta intensidad y cierta fase relativa. 
En este caso, es posible obtener intensidades que son diferentes en los diferentes 
órdenes. Una red se hace a menudo con pequeños cortes de “dientes de sierra” en 
vez de pequeñas muescas simétricas. Disponiendo cuidadosamente los “dientes de 
sierra”, se puede enviar más luz a un orden particular del espectro que a otros. En 
una red real deseariamos tener toda la luz posible en uno de los órdenes. Esto podria 
parecer dificil de conseguir, pero es algo que conviene mucho realizar porque hace 
la red más útil. 


Fig. 30-4. La diferencia de trayectoria 
para rayos dispersados por rayas adyacentes 
de una red es d sen ĝa 79 Sen Oene 


Hasta ahora hemos considerado el caso en que las fases de las fuentes son igua- 
les. Pero también tenemos una fórmula para $ cuando las fases difieren entre si en 
un ángulo «. Esto requiere conectar nuestras antenas con una pequeña diferencia de 
fase entre si. ¿Podemos hacer esto con la luz? Si, lo podemos hacer muy fácilmente, 
para lo cual supongan que existe una fuente de luz en el infinito a un ángulo tal que 
la luz llega en un ángulo Oem y, digamos que, deseamos discutir el haz dispersado 
que se aleja en un ángulo Osa. El Osa es el mismo 0 que teniamos antes, pero el Oen 
es sólo un medio para arreglar que la fase de cada fuente sea 
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diferente: la luz proveniente de la fuente excitadora lejana toca primero una raya, lue- 
go otra, luego la otra y asi sucesivamente con un corrimiento de fase de una a la otra 
que es como vemos a: = — d sen O, / A. Por lo tanto, tenemos la fórmula para una 
red en la cual la luz llega y se aleja a un ángulo: 


o = 21d sen 0. /A— 27d sen Bey: / A (30.7) 


Tratemos de averiguar dónde obtenemos gran intensidad en este caso. La condición 
para intensidad grande es, por supuesto, que Ø sea un múltiplo de 2x. Hay varios 
puntos interesantes que deben notarse. 


Un caso de interés bastante grande es el que corresponde a m = 0, donde d es 
menor que A; en realidad, ésta es la única solución. En este caso vemos que 
sen Osa = sen n lo que significa que la luz sale en la misma dirección que la luz 
que estaba excitando la red. Podriamos pensar que la luz “pasa de largo”. No, es- 
tamos hablando de luz diferente. La luz que pasa de largo proviene de la fuente 
original; de lo que estamos hablando es de la nueva luz que se genera por disper- 
sión. Resulta que la luz dispersada va en la misma dirección que la luz original; 
en realidad, puede interferir con ella —un aspecto que vamos a estudiar más tarde. 


Hay otra solución para este mismo caso. Para un 8,,, dado, Oa podría ser el 
suplemento de Oem Asi que no sólo vamos a obtener un rayo en la misma dirección 
que el rayo que llega, sino también otro en otra dirección, el cual, si lo consideramos 
cuidadosamente, es tal que el ángulo de incidencia es igual al ángulo de dispersión. 
Lo llamamos: rayo reflejado. 


Asi empezamos a entender el mecanismo básico de la reflexión: la luz que llega 
genera movimiento de los átomos en el reflector y entonces el reflector genera una 
nueva onda y una de las soluciones para la dirección de dispersión, la única solu- 
ción si la separación de los dispersores es pequeña comparada con una longitud de 
onda, es que ¡el ánguio con que sale la luz es igual al ángulo con que llega! 


En seguida, discutimos el caso especial cuando d -> 0. O sea, tenemos precisa- 
mente un pedazo sólido de material, por decirlo asi, pero de largo finito. Además 
queremos que el defasaje entre un dispersor y el siguiente tienda a cero. En otras 
palabras, ponemos cada vez más antenas entre las anteriores de manera que cada 
uno de los defasajes se vaya haciendo menor, pero el número de antenas crezca en 
forma tal que el defasaje total, entre un extremo de la línea y el otroc, sea constante. 
Veamos qué sucede con (30,3) si mantenemos constante el defasaje no de un extre- 
mo al otro (digamos ny = (Q), haciendo que el número tienda a infinito y el defasaje 
v de cada una tienda a cero. Pero ahora ¢ es tan pequeño que sen 6 = g y si tam- 
bién reconocemos n?/, como Fẹ, la intensidad máxima en el centro del rayo, encon- 
tramos 


I= 4f,, sen? 19 /9?, (30.8) 
Este caso limite es lo que se muestra en la figura 30-2. 
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En estas circunstancias encontramos el mismo tipo general de figura que para 
separación finita con d>Az todos los lóbulos laterales son prácticamente los 
mismos que antes, pero no hay máximos de orden superior. Si los dispersores están 
todos en fase, obtenemos un máximo en la dirección 6.., = 0 y un minimo cuando 
la distancia A es igual a A, tal como para d y n finitos. Asi que hasta podemos 
analizar una distribución continua de dispersores u osciladores, usando integrales 
en vez de suma. 


Fig. 30-5. El diagrama de intensidad de 
una fila continua de osciladores tiene un 
único máximo grande y muchos “lóbulos late- 
rales” débiles. 


H 
o 


Cemo ejemplo, supongan que hubiera una larga fila de osciladores, con la carga 
oscilando según la dirección de la fila (Fig. 30-5). En tal dispositivo la intensidad 
mayor es perpendicular a la fila. Hay un poco de intensidad arriba y abajo del plano 
ecuatorial, pero es insignificante. Con este resultado podemos manejar una situación 
más complicada. Supongan que tenemos un conjunto de estas filas. cada una produ- 
ciendo un rayo sólo en un plano perpendicular a la fila. Encontrar la intensidad en 
distintas direcciones provenientes de una serie de alambres largos, en vez de alambres 
infinitesimales. es el mismo problema que teniamos para alambres infinitesimales, 
mientras nos encontremos en el plano central perpendicular a los alambres: justa- 
mente, sumamos la contribución de cada uno de los alambres largos. Por esto, aun- 
que hayamos analizado en realidad sólo pequeñas antenas, podriamos igualmente 
bien haber usado una red con ranuras largas y delgadas. Cada una de las ranuras 
largas produce solamente un efecto en su propia dirección, no de arriba a abajo. 
pero están puestas una al lado de la otra horizontalmente, de modo que producen 
interferencia asi. 

Por lo tanto, podemos construir situaciones más complicadas teniendo diversas 
distribuciones de dispersores en filas, planos o en el espacio. Lo primero que 
hicimos fue considerar dispersores en fila y hemos extendido recién el análisis a 
fajas; lo podemos resolver haciendo las sumas necesarias, sumando las contribucio- 
nes de los dispersores individuales. El principio es siempre el mismo. 


30-3 Poder de resolución de una red 


Ahora estamos en condiciones de entender numerosos fenómenos interesantes. 
Por ejemplo, consideren el uso de una red para separar longitudes de onda. Notamos 
que todo el espectro estaba separado en la pantalla. de manera que una red puede 
usarse como un instrumento para separar la luz en sus diversas longitudes de onda. 
Una de las preguntas interesantes es: suponiendo que hubiera dos fuentes de frecuen- 
cias ligeramente diferentes o de longitud de onda ligeramente diferentes. ¿qué separación 
minima en longitud de onda podrian tener, de manera que la red fuera incapaz de de- 
cir que realmente existian alli dos longitudes de onda diferentes? El rojo y el azul 
estaban separados claramente. Pero cuando una es roja y la otra es ligeramente más 
roja, muy próxima, ¿cuán próximas pueden 
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estar? Esto se llama el poder de resolución de la red, y una manera de analizar el pro- 
blema es la siguiente. Supongan que para luz de un cierto color sucede que tenemos 
el máximo de haz difractado en un cierto ángulo. Si cambiamos la longitud de onda, 
la fase 27rd sen 0/1 es diferente, de manera que el máximo se produce por cierto a un 
ángulo diferente. Por esto es que el rojo y el azul están separados. ¿Qué diferencia 
de ángulo debe haber para que seamos capaces de verlo? Si los dos máximos están 
uno encima del otro, por supuesto que no los podemos ver. Si el máximo de uno está 
suficientemente alejado del otro, entonces vemos que hay una doble protuberancia en 
la distribución de la luz. Para poder discernir la doble protuberancia, se usa general- 
mente el siguiente criterio simple llamado criterio de Rayleigh (Fig. 30-6). Este con- 
siste en que el primer minimo de una protuberancia debe estar sobre el máximo de la 
otra. Ahora es muy facil calcular cuál es la diferencia de longitud de onda, cuándo un 
minimo está sobre el máximo de la otra. La mejor manera de hacerlo es geométrica- 
mente. 


Fig. 30-6. Ilustración del criterio de Ray- 
leigh. El máximo de un diagrama cae en el pri- 
mer mínimo del otro. 


Para tener un máximo para la longitud de onda A”, la distancia A (Fig. 30-3) debe 
ser nX y si estamos observando el rayo de orden m, es mn. En otras palabras, 
21d sen 0/X = 27am; por lo tanto nd sen 0, que es A, es X por n o mn X. Para el 
otro rayo, de longitud de onda A, queremos tener un mínimo a este ángulo. Esto es,. 
queremos que A sea exactamente una longitud de onda A más que mnA. O sea, 
A = mnA + AmnX. Luego si Y = A + AA, encontramos 


AMA = l/m. (30.9) 


El cociente .\/AA se llama poder de resolución de una red; vemos que es igual al 
número total de líneas de la red multiplicado por el orden. No es dificil probar que 
esta fórmula es equivalente a la fórmula que el error en la frecuencia es igual a la 
inversa de la diferencia de tiempo entre trayectorias extremas que se permite 
interferir*: 


Av = 1/T. 


De hecho, ésta es la mejor manera de recordarla, porque la fórmula general funcio- 
na no sólo para redes, sino para cualquier otro instrumento, mientras que la fórmula 
especial (30.9), depende del hecho que estamos usando una red. 


En nuestro caso T = A/c = mnA/e, donde c es la velocidad de la luz. La frecuencia 
v =C/A, asi que Av = cCAA/A?, 
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30-4 La antena parabólica 


Consideremos ahora otro problema en relación con el poder de resolución. Esto 
tiene que ver con la antena de un radio-telescopio, usado para determinar la posición 
de fuentes de radio en el cielo, es decir, cuán grandes son ellas en ángulo. Por 
supuesto, si usáramos cualquier antena común y encontráramos las señales, no 
sabriamos de qué dirección venian. Estamos muy interesados en saber si la fuente 
está en un lugar o en otro. Una manera de averiguarlo es colocar toda una serie 
de alambres dipolares igualmente espaciados-en el paisaje australiano. Luego toma- 
mos todos los alambres de estas antenas y los conectamos al mismo receptor de tal 
manera que los atrasos en las lineas de alimentación sean iguales. Así, el receptor 
recibe señales de todos los dipolos en fase. O sea, suma todas las ondas de cada 
uno de los dipolos en la misma fase. ¿Qué sucede ahora? Si la fuente está directa- 
mente encima del dispositivo, en el infinito, o aproximadamente así, entonces sus 
ondas de radio van a excitar a las antenas en la misma fase de manera que todas 
alimentan al receptor en conjunto. 


Supongan ahora que la fuente de radio forme un pequeño ángulo 0 con la ver- 
tical. Entonces las diversas antenas están recibiendo señales un poco defasadas. El 
receptor suma todas estas señales defasadas. y por lo tanto no obtenemos nada si 
el angulo Y es demasiado grande. ¿Qué tamaño puede tener el angulo? Respuesta: 
obtenemos cero si el angulo A/L = 0 (Fig. 30-3) corresponde a un defasaje de 360%, o 
sea si A es la longitud de onda A. Esto se debe a que las contribuciones de los vecto- 
res forman en conjunto un poligono completo con resultante cero. El menor ángulo 
que se puede resolver mediante un dispositivo de antenas de largo L es Y = A/L. No- 
ten que el diagrama de recepción de una antena como ésta es exactamente igual que la 
distribución de intensidad que obtendriamos si invirtiéramos el receptor y lo 
transformaramos en un emisor. Esto es un ejemplo de lo que se llama principio de 
reciprocidad. De hecho resulta valido en genera! para cualquier arreglo de antenas, 
ángulos, etc., es decir, si primero resolvemos cuáles serian las intensidades rela- 
tivas en diversas direcciones si el receptor fuera en su lugar un transmisor, entonces 
la sensibilidad direccional relativa de un receptor con las mismas conexiones exter- 
nas, el mismo arreglo de antenas, es la misma que lo que seria la intensidad relativa 
de emisión si fuera un transmisor. 


Algunas antenas de radio están hechas de otro modo. En vez de tener un mon- 
tón de dipolos en una larga linea, con muchos alambres de alimentación, podemos 
disponerlos no en una linea, sino en una curva y poner el receptor en un cierto 
punto donde pueda detectar las ondas dispersadas. Esta curva está diseñada inteli- 
gentemente de manera que si las ondas de radio llegan desde arriba y los alambres 
dispersan formando una nueva onda, los alambres están dispuestos de tal modo que 
las ondas dispersadas llegan al receptor todas al mismo tiempo (Fig. 26-12). En 
otras palabras, la curva es una parábola y cuando la fuente esté exactamente en su 
eje, obtenemos una intensidad muy grande en el foco. En este caso entendemos muy 
claramente cuál es el poder de resolución de este instrumento. El arreglo de las 
antenas en una curva parabólica no es un punto esencial. Es sólo una manera con- 
veniente de llevar las señales a un mismo punto sin atrasos relativos y sin alambres 
de alimentación. El angulo que ese instrumento puede resolver es todavia () = .\/L, 
donde £ es la separación entre la primera y la última antena. No depende de la se- 
paración de las antenas que pueden estar muy juntas o, de hecho, ser un 
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pedazo de metal. Ahora estamos describiendo un espejo telescópico, por supuesto. 
¡Hemos encontrado el poder de resolución de un telescopio! (A veces el poder de re- 
solución se escribe 0 = 1,22 A/L, donde L es el diámetro del telescopio. La razón que 
no sea exactamente A/L es ésta: cuando calculamos que 9 = A/L, supusimos que to- 
das las lineas de dipolos eran iguales en intensidad, pero cuando tenemos un telescopio 
circular que es la manera en que corrientemente disponemos un telescopio, no llega 
tanta señal desde los bordes exteriores, porque no es como el caso de un cuadrado, 
donde obtenemos la misma intensidad a lo largo de todo un lado. Recibimos algo 
menos, porque estamos usando sólo una parte del telescopio ahi; podemos así apre- 
ciar que el diámetro efectivo es un poco más corto que el diámetro verdadero, y eso 
es lo que nos dice el factor 1,22. En todo caso parece un poco pedante poner tanta 
precisión en la fórmula del poder de resolución.)* 


30-5 Peliculas coloreadas; cristales 


Lo anterior, entonces, constituye algunos de los efectos de interferencia que se 
obtienen al sumar las diversas ondas. Pero hay una serie de otros ejemplos, y a 
pesar de que aún no entendamos el mecanismo fundamental, algún día lo entende- 
remos y podemos comprender incluso ahora cómo sucede la interferencia. Por ejem- 
plo, cuando una onda de luz choca con la superficie de un material de indice n, 
digamos en incidencia normal, algo de la luz se refleja. No estamos ahora mismo en 
situación de comprender la razón de la reflexión; la discutiremos más tarde. Pero 
supongamos que sabemos que algo de luz se refleja tanto al entrar como al salir de 
un medio refractante. Luego, si miramos a la reflexión de una fuente luminosa en 
una pelicula delgada, vemos la suma de dos ondas; si el espesor es suficientemente 
pequeño estas dos ondas van a producir interferencia, ya sea constructiva o destruc- 
tiva, dependiendo de los signos de las fases. Podria ser, por ejemplo, que para la luz 
roja obtengamos una reflexión aumentada, pero para la luz azul, que tiene una longi- 
tud de onda diferente; obtenemos quizás una interferencia de reflexión destructiva; por 
lo tanto vemos una brillante reflexión roja. Si cambiamos el espesor, es decir, si mira- 
mos en otro lugar donde la pelicula es más gruesa, aquello puede invertirse, interfirien- 
do el rojo y no el azul, por lo que será azul brillante, o verde, o amarilla, o lo que sea. 
Asi que vemos colores cuando miramos peliculas delgadas y los colores cambian si' 
miramos desde ángulos diferentes. Asi, súbitamente, apreciamos otros cientos de 
miles de situaciones que encierran los colores que vemos en películas de aceite, 
burbujas de jabón, etc., en diferentes ángulos. Pero el principio es el mismo: sólo esta- 
mos sumando ondas con fases diferentes. 


Como otra importante aplicación de la difracción podemos mencionar lo siguien- 
te. Hemos usado una red y vimos la imagen difractada en la pantalla. Si hubiéramos 
usado luz monocromática, habria estado en un cierto lugar especifico. Luego habia 
también varias imágenes de orden superior. De las posiciones de las imágenes po- 
driamos 


* Esto se debe en primer lugar a que el criterio de Rayleigh es una idea aproximada. Es- 
tablece cuando empieza a ser muy dificil decir si la imagen estaba formada por una o dos estre- 
Mas. En realidad si se pueden hacer medidas suficientemente cuidadosas de la distribución exacta 
de intensidad sobre la imagen difractada; el hecho que dos fuentes forman la imagen puede ser 
demostrado aún cuando () es menor que 1/£. 
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decir cuánto estaban separadas las lineas de la red si conociéramos la longitud 
de onda de la luz. Por la diferencia de intensidad de las distintas imágenes podriamos 
encontrar la forma de las rayas de la red, bien que la red estuviera hecha de alam- 
bres, muescas de dientes sierra, o lo que sea, sin poder verlas. Este principio se usa 
para descubrir las posiciones de los dtomos en un cristal. La única complicación 
es que un cristal es tridimensional; es un arreglo tridimensional repetido de átomos. 
No podemos usar luz ordinaria, porque debemos usar algo cuya longitud de onda 
sea menor que el espacio entre los átomos o no obtenemos ningún efecto; asi que 
debemos usar radiación de longitud de onda muy corta, es decir rayos X. Asi ha- 
ciendo incidir rayos X en un cristal y notando lo intensa que es la reflexión en los 
diferentes Ordenes, podemos determinar el arreglo de los átomos dentro ¡sin que 
podamos verlos jamás con el ojo! Es en esta forma que conocemos el arreglo de los 
atomos en diversas sustancias, lo que nos permitió trazar aquellos dibujos en el 
primer capitulo, mostrando el arreglo de los átomos en la sal, etc. Volveremos más 
tarde a este tema para discutirlo en mayor detalle y, por lo tanto, no diremos más 
por ahora acerca de esta notabilisima idea. 


30-6 —Difracción por pantallas opacas 


Ahora llegamos a una situación muy interesante. Supongan que tenemos una 
lamina opaca con agujeros y una luz de un lado de ella. Queremos saber cuál es la 
intensidad del otro lado. Lo que la mayor parte de la gente dice es que la luz ilumina 
a través de los agujeros y produce un efecto del otro lado. Resultará que uno obtie- 
ne la respuesta correcta, con excelente aproximación, si se supone que hay fuentes 
distribuidas con densidad uniforme a lo largo de los agujeros abiertos y que las fases 
de estas fuentes son las mismas que habrian sido si el material opaco hubiera estado 
ausente. Por supuesto que no existen realmente fuentes en los agujeros; en realidad, 
ése es el único lugar donde con certeza no hay fuentes. Sin embargo, obtenemos 
los diagramas de difracción correctos considerando que los agujeros son los únicos 
lugares donde hay fuentes; esto es un hecho más bien peculiar. Vamos a explicar 
después por qué esto es cierto, pero por ahora sólo supongamos que lo es. 


En la teoría de la difracción existe otro tipo de difracción que deberiamos discu- 
tir brevemente. Usualmente no se discute tan temprano en un curso elemental como 
éste, sólo porque las fórmulas matemáticas necesarias para sumar estos pequeños 
vectores son 


pa Fig. 30-7. Una fuente de luz distante 
proyecta la sombra de un objeto opaco sobre 


Objeto opaco Pantalla una pantalla. 
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Fig. 30-8. La suma de amplitudes para 
muchos osciladores en fase cuyos retardos en 
las fases varían con el cuadrado de la distancia 
desde el punto D de la figura anterior. 


un poco complicadas. Fuera de eso, es exactamente lo mismo que hemos estado hacien- 
do todo el tiempo. Todos los fenómenos de interferencia son los mismos, no se incluye 
nada mucho más avanzado, sólo las circunstancias son más complicadas y es más difí- 
cil sumar los vectores, eso es todo. 


Supongan que tenemos una luz que viene del infinito proyectando la sombra de 
un objeto. La figura 30-7 muestra una pantalla en la cual la sombra de un 
objeto AB está producida por una fuente de luz muy lejana'comparada con una 
longitud de onda. Podriamos ahora esperar que por fuera de la sombra esté todo 
iluminado y por dentro todo oscuro. De hecho, si graficamos la intensidad en 
función de la posición cerca del borde de la sombra, la intensidad aumenta y luego 
se sobrepasa, se bambolea y oscila de una manera muy peculiar cerca de este borde 
(Fig. 30-8). Ahora vamos a discutir la razón de esto. Si usamos el teorema que no 
hemos demostrado todavia, podemos reemplazar el problema real por un conjunto 
de fuentes efectivas distribuidas uniformemente en el espacio abierto más allá del 
objeto. 


Imaginamos un gran número de antenas muy poco distantes y deseamos la in- 
tensidad en un cierto punto P. Esto se parece justamente a lo que hemos estado 
haciendo. No totalmente; porque nuestra pantalla no está en el infinito. No quere- 
mos la intensidad en el infinito, sino en un punto finito. Para calcular la intensidad 
en un lugar particular, tenemos que sumar las contribuciones de todas las antenas. 
Primero, hay una antena en D, opuesta exactamente a P; si subimos un poco en 
ángulo, digamos una altura h, entonces hay un aumento en el atraso (también hay 
un cambio en la amplitud debido al cambio en la distancia, pero éste es un efecto 
muy pequeño si estamos lejos y es mucho menos importante que el defasaje). La di- 
ferencia en la trayectoria EP-— DP es ahora h?/2s, de manera que el defasaje es 
proporcional al cuadrado de cuánto nos alejamos de D, mientras que en nuestro 
trabajo previo s era infinito y el defasaje era linealmente proporcional a h. Cuando 
las fases son linealmente proporcionales, cada vector se suma formando un angulo 
constante con el siguiente. Lo que necesitamos ahora es una curva que se hace su- 
mando muchos vectores infinitesimales con la condición de que el ángulo que for- 
man aumente, no linealmente, sino con el cuadrado de la longitud de la curva. 
Construir esa curva pone en juego una matemática ligeramente avanzada, pero 
siempre la podemos construir dibujando efectivamente las flechas y midiendo los 
ángulos. En todo caso, 
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Fig. 30-9. La intensidad cerca del borde 
de una sombra. El borde de la sombra geomé- 
% x trica está en Xp. 


obtenemos la maravillosa curva (llamada espiral de Cornu) que se muestra en la figu- 
ra 30-8. Ahora bien, ¿cómo usamos esta curva? 


Si queremos la intensidad, digamos en el punto P, sumamos una serie de contri- 
buciones de fases diferentes desde el punto D hacia arriba hasta infinito y desde D 
hacia abajo sólo hasta el punto B,. De manera que partimos de B, en la figura 30-8 
y dibujamos una serie de flechas con ángulos siempre crecientes. Por lo tanto, la 
contribución total por sobre el punto B,.va a lo largo de la curva en espiral. Si 
dejáramos de integrar en algún lugar, la amplitud total sería un vector desde B 
hasta ese punto; en este problema particular vamos hasta infinito, de manera que la 
respuesta total es el vector B,,,. Ahora bien, la posición sobre la curva que corres- 
ponde al punto B, en el objeto depende de donde esté ubicado P, ya que el punto D, 
el punto de inflexion, siempre corresponde a la posicion del punto P. Ası. depen- 
diendo de donde esté ubicado P sobre B, el punto de partida va a caer en diferentes 
posiciones sobre la parte izquierda inferior de la curva y el vector resultante Bp, va 
a tener muchos máximos y minimos (Fig. 30-9). 


Por otro lado, si estamos en Q. al otro lado de P, estamos usando sólo un ex- 
tremo de la curva espiral y no el otro extremo. En otras palabras, ni siquiera empe- 
zamos en D sino en Bo, asi que en este lado obtenemos una intensidad que dismi- 
nuye continuamente a medida que Q se aleja más en la sombra. 


Un punto que podemos calcular inmediatamente con facilidad para mostrar que 
realmente lo entendemos es la intensidad extactamente opuesta al borde. La intensi- 
dad es aqui 1/4 de la luz incidente. Razón: Exactamente en el borde (por consiguien- 
te, el extremo B de la flecha está en D en figura 30-8) tenemos la mitad de la curva 
que habriamos tenido si hubiéramos estado lejos en la región brillante. Si nuestro 
punto R está lejos dentro de la luz, vamos desde un extremo de la curva al otro, 
es decir. un vector unitario completo: pero si estamos en el borde de la sombra, 
tenemos sólo la mitad de la amplitud (1/4 de la intensidad). 

En este capitulo hemos encontrado la intensidad producida en diferentes direc- 
ciones a partir de diversas distribuciones de fuentes. Como ejemplo final deducire- 
mos una fórmula que vamos a necesitar para el próximo capitulo sobre la teoria del 
indice de refracción. Hasta este punto las intensidades relativas han sido suficientes 
para nuestros fines. pero esta vez encontraremos la fórmula completa del campo en 
la situación siguiente. 


1 


30-7 El campo de un plano de cargas oscilantes 


Supongan que tenemos un plano lleno de fuentes, tcdas oscilando juntas, con su 
movimiento en un plano y todas con la misma amplitud y fase. ¿Cuál es el campo a 
una distancia finita, pero muy grande a partir del plano? (No nos podemos 
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Carga oscilante 


Fig. 30-10. Campo de radiación de una 
lámina de cargas oscilantes. 


— Hoja de cargas oscilantes 


acercar mucho, por supuesto, porque no tenemos las fórmulas correctas para el campo 
cerca de las fuentes.) Si dejamos que el plano de las cargas sea el X Y, queremos encon- 
trar el campo en un punto P lejos en el eje Z (Fig. 30-10). Suponemos que hay 1 
cargas por unidad de área del plano y cada una de ellas tiene una carga q. Todas 
las cargas se mueven cor movimiento armónico simple con la misma dirección, am- 
plitud y fase. Hacemos que el movimiento de cada carga, con respecto a su propia 
posición intermedia, sea x, cos «wtf. O usando la notación compleja y recordando 
que la parte real representa el movimiento verdadero, el movimiento puede ser des- 
crito por xe. 


Ahora encontramos el campo en el punto P de todas las cargas, encontrando el 
campo ahi de cada carga q y después sumando las contribuciones de todas las car- 
gas. Sabemos que el campo de radiación es proporcional a la aceleración de la carga 
que es ~w’ xe"! (y es la misma para cada carga). El campo eléctrico que deseamos 
en el punto P debido a la carga en el punto Q es proporcional a la aceleración de la 
carga q, pero debemos recordar que el campo en el punto P en el instante £ está 
dado por la aceleración de la carga en el tiempo anterior f' = t—~r/c, donde r/c es 
el tiempo que demoran las ondas en viajar la distancia r desde Q a P. Por lo tanto, 
el campo en el punto P es proporcional a 


— wxg o, (30.10) 


Usando este valor para la aceleración vista desde P en nuestra fórmula para el cam- 
po eléctrico a distancias grandes de una carga que irradia, obtenemos 


Campo eléctrico en K] = q wxg tO 
( de carga en Q T reoc? F (aprox.) (30.11) 


Esta fórmula no es totalmente correcta porque no deberiamos haber usado la 
aceleración de la carga, sino su componente perpendicular a la linea OP. No obstan- 
te, supondremos que el punto P está tan lejano comparado con la distancia del pun- 
to Q al eje (la distancia p en la figura 30-9) de las cargas que necesitamos considerar 
que podemos omitir el factor coseno (que de todos modos deberia ser muy cer- 
cano a l). 


Para obtener el campo total. en P, sumamos ahora los efectos de todas las cargas 
en el plano. Deberíamos, por supuesto, hacer una suma vectorial. Pero ya que la 
dirección del campo eléctrico es casi la misma para todas las cargas, manteniendo la 
aproximación ya hecha, podemos sumar los módulos de los campos. En nuestra 
aproximación 
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el campo en P depende sólo de la distancia r de manera que todas las cargas a la 
misma distancia r producen campos iguales. Asi, pues, sumamos primero los campos 
de todas las cargas en un aniio de ancho dp y radio p. Integrando luego sobre todo 
p obtendremos el campo total. 

El número de cargas en el anillo es el producto del área de la superficie del 
anillo 21p dp y 7, el número de cargas por unidad de área. Tenemos entonces 


1w(tr/e) 


Campo total en P = J q wxe eN 
Fre A y: 27p dp. (30.12) 


Deseamos calcular esta integral desde p = 0 hasta p = œ. La variable 1, por 
supuesto, debe mantenerse fija mientras efectuamos la integral de manera que las 
únicas cantidades variables son p y r. Dejando de lado por el momento todos los 
factores constantes, incluyendo el factor e'-*, la integral que deseamos es 


a emere 
p dp. (30.13) 
p=0 r 


Para realizar esta integral debemos usar la relación entre r y p: 
r =p +z. (30.14) 


Ya que z es independiente de p, cuando derivamos esta ecuación obtenemos 


2rdr = 2p dp, 


lo que es afortunado, porque en nuestra integral podemos reemplazar pdp por r dr 
y la r va a cancelar la del denominador. La integral que queremos es entonces de 
lo más simple 


} EA dr, (30.15) 


Integrar una exponencial es muy fácil. Dividimos por el coeficiente de r en el expo- 
nente y calculamos la exponencial en los limites. Pero los limites de r no son los 
mismos que los limites de p. Cuando p = 0. tenemos r = z de manera que los limites 
de r son de z a infinito. Obtenemos la integral 


Suje S ap eo (30.16) 


donde escribimos «c en vez de (r/c)oo ¡ya que ambos significan un número 
grande! 

Ahora bien, e" es una cantidad misteriosa. Su parte real. por ejemplo, es 
cos (-0c) que matemáticamente hablando es totalmente indefinido (¡aunque espera- 
riamos que estuviera en alguna parte -o en todas partes (?)+ entre + 1 y— 1!). Pero 
en una situación fisica puede significar algo muy razonable y usualmente se puede 
tomar como cero. Para ver que esto es así en nuestro caso, volvemos a considerar 
la integral original (30.15), 
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Podemos entender (30.15) como la suma de muchos números complejos peque- 
ñes, cada uno de módulo Ar y con un ángulo € = —wr/c en el plano complejo. Po- 
demos tratar de calcular la suma por un método gráfico. En la figura 30-11 hemos 
dibujado los primeros cinco pedazos de la suma. Cada segmento de la curva tiene 
un largo Ar y está colocado en un ángulo A0 = —wAr/c con respecto al pedazo 
anterior. La suma de estos cinco primeros pedazos está representada por la flecha 
desde el punto de partida hasta el extremo del quinto segmento. A medida que se- 
guimos sumando pedazos, vamos a trazar un poligono hasta que volvemos al punto 
inicial (aproximadamente) y después vamos a empezar la vuelta de nuevo. Al sumar 
más pedazos sólo damos vuelta y vuelta, manteniéndonos cerca de un circulo cuyo 
radio se demuestra fácilmente ser c/w. ¡Ahora podemos ver por qué la integral no 
da una respuesta definida! 


Pero ahora debemos volver a la física de la situación. En una situación real el 
plano de cargas no puede ser de extensión infinita, sino que debe terminar alguna 
vez. Si terminara súbitamente y fuera exactamente de forma circular, nuestra integral 
tendría algún valor en el circulo de la figura 30-11. Sin embargo, si dejamos que el 
número de cargas en el plano vaya disminuyendo gradualmente a una cierta dis- 
tancia grande del centro (o bien que termine de repente, pero en una forma irregular 
de manera que para P grande todo el anillo de ancho dp no contribuya más), enton- 
ces el coeficiente } en la integral exacta va a decrecer hasta cero. Ya que estamos 
sumando pedazos más pequeños, pero aún girando en el mismo ángulo el gráfico de 
nuestra integral resultará ser entonces una curva que es una espiral. La espiral termi- 
nará finalmente en el centro de nuestro circulo original como se muestra en la figura 
30-12. La integral físicamente correcta es el número complejo A representando en la 
figura por el intervalo desde el punto inicial al centro del circulo que es igual a 


EL (30.17) 


iw ’ 


como ustedes mismos pueden desarrollar. Este es el mismo resultado que obtendria- 
mos de la ecuación (30.16) si hacemos e~! = 0. 
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(Existe además otra razón por qué la contribución a la integral disminuye para 
valores grandes de r y ése es el factor que hemos omitido para la proyección de la 
aceleración en el plano perpendicular a la linea PQ.) 

Estamos interesados, por supuesto, sólo en situaciones fisicas, asi que vamos a 
tomar ei igual a cero. Volviendo:a nuestra fórmula original (30.12) para el campo 
y volviendo a poner todos los factores que acompañan la integral, tenemos el resultado 


Campo total en P = — JL iwxge t tala (30.18) 
26pc 
(recordando que 1/i = ~i). 
Es interesante notar que (iwx,el!) es igual a la velocidad de las cargas, asi que 


también podemos escribir la ecuación del campo como 


Campo total en P= ~ Eor (velocidad de las cargas] en t—z/c, (30.19) 
0 


lo que es un poco extraño, porque el retardo es justamente en la distancia z, que es 
la distancia más corta desde P al plano de cargas. Pero asi es como resulta, afor- 
tunadamente, una fórmula bastante simple. (Podemos agregar, entre paréntesis, que 
aunque nuestra derivación es válida sólo para distancias alejadas del plano de car- 
gas oscilantes, resulta que la fórmula (30.18) ó (30.19) es correcta para cualquier 
distancia, aun para z < A). 
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El origen del índice de refracción 
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una onda eléctrica 
31-2 El campo debido al medio 


31-6 Difracción de la luz por una 


31-3 Dispersión pantalla 


31-4 Absorción 


31-1 El índice de refracción 


Hemos dicho antes que la luz va más lenta en el agua que en el aire y ligeramente 
más lenta en el aire que en el vacio. Este efecto está descrito por el indice de refrac- 
ción n. Ahora nos gustaría entender cómo se origina esta velocidad más baja. En par- 
ticular, deberiamos tratar de ver qué relación hay con algunas hipótesis físicas o afir- 
maciones que hicimos anteriormente y que eran las siguientes: 


a) Que el campo eléctrico total en cualquier circunstancia física siempre se pue- 
de representar por la suma de los campos de todas las cargas del universo. 


b) Que el campo de una sola carga está dado siempre por su aceleración calcu- 
lada con un retardo a la velocidad c (para el campo de radiación). 


Pero para un trozo de vidrio ustedes podrian pensar: “Ah, no, usted debería modi- 
ficar todo esto. Debería decir que está retardada a la velocidad c/n.” Eso, sin embar- 
go, no es correcto y debemos entender por qué no lo es. 


Es aproximadamente verdadero que la luz o cualquier onda eléctrica parezca via- 
jar a la velocidad c/n a través de un material cuyo indice de refracción es n; pero, sin 
embargo, los campos son producidos por los movimientos de todas las cargas —inclu- 
yendo las cargas que se mueven en el material— y con estas contribuciones básicas del 
campo que en última instancia viaja a la velocidad c, nuestro problema es entender 
cómo se origina la velocidad aparentemente más baja. 


Trataremos de entender el efecto en un caso muy simple. Una fuente que vamos a 
llamar “la fuente externa” se coloca a una gran distancia de una delgada placa de ma- 
terial transparente, digamos vidrio. Queremos el campo a una gran distancia en el lado 
opuesto de la placa. La situación queda ilustrada por el diagrama de la figura 31-1, 
donde se imagina que S y P están muy lejos de la placa. De acuerdo con los principios 
que hemos establecido anteriormente, un campo eléctrico en cualquier parte que esté 
lejos de todas las cargas en movimiento es la suma (vectorial) de los campos produci- 


dos por la fuente externa (en S) y los campos producidos por cada una de las cargas 
en la placa 


Onda “transmitida” 


a l ESA e 
` ? tte f if 
: I ¿Cuál es el campo 
Fúenie de 


eléctrico aqui? 
ondas eléctricas dañe! 


Fig. 31-1. Ondas eléctricas atraviesan 


Placa de vidrio f 
una.capä de material transparente. 


“reflejada”: 


de vidrio, cada uno con su retardo propio a la velocidad c. Recuerden que la con- 
tribución de cada carga no cambia por la presencia de otras cargas. Estos son nues- 
tros principios básicos. El campo en P se puede escribir asi: 


E = > Ecada carga (31.1) 


todas las cargas 


= E, + 2i Esada carga (31.2) 


todas las otras cargas 


donde E, es el campo debido a la fuente sola y seria precisamente el campo en P si no 
hubiera material presente. Esperamos que el campo en P sea diferente de E, si hay 
otras cargas en movimiento. 


¿Por qué habria de haber cargas moviéndose en el vidrio? Sabemos que todo ma- 
terial consiste en átomos que contienen electrones. Cuando el campo eléctrico de la 
Juente actúa sobre estos átomos mueve los electrones de arriba abajo porque ejerce 
una fuerza sobre ellos. Y electrones en movimiento generan un campo —constituyen 
nuevos radiadores—. Estos nuevos radiadores están relacionados con la fuente S, por- 
que están accionados por el campo de la fuente. El campo total no es exactamente el 
campo de la fuente S, sino que está modificado por la contribución adicional de otras 
cargas en movimiento. Esto significa que el campo no es el mismo que el que habia 
antes que el vidrio se colocara ahi, sino que se modifica y resulta que se modifica de 
tal manera que el campo dentro del vidrio pareciera estar moviéndose a una veloci- 
dad diferente. Esta es la idea que nos gustaria desarrollar cuantitativamente. 


Ahora bien, esto es bien complicado en el caso exacto, porque a pesar de haber 
dicho que todas las otras cargas en movimiento son accionadas por el campo de la 
fuente, eso no es totalmente cierto. Si consideramos una carga en particular, no sólo 
siente la fuente, sino que, como cualquier otra cosa en el mundo, siente todas las car- 
gas que se están moviendo. Siente, en particular, las cargas que se están moviendo en 
cualquier otro lugar del vidrio. Por consiguiente, el campo total que está actuando 
en una carga particular es una combinación de los campos de las otras cargas ¡cuyos 
movimientos dependen de lo que esté haciendo esta carga particular! Pueden apreciar 
que se necesitaría un complicado conjunto de ecuaciones para obtener la fórmula 
completa y exacta. Es tan complicado que postergamos este problema hasta el próxi- 
mo año. 

En cambio, desarrollaremos un caso muy simple para entender muy claramente 
los principios fisicos. Tomamos un caso en el cual los efectos de los otros átomos 
son muy pequeños comparados con los efectos de la fuente. En otras palabras, toma- 
mos un material en el cual el campo total no se modifica mucho por el movimiento 
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de las otras cargas. Eso corresponde a un material en el cual el indice de refracción 
está muy cerca de l, lo que sucederá, por ejemplo, si la densidad de los átomos 
es muy baja. Nuestro cálculo va a ser válido para cualquier caso en el cual el índice 
está por cualquier razón muy cerca de 1. De esta manera evitaremos las complica- 
ciones de la solución completa más general. 


A propósito, deberían notar que hay otro efecto causado por el movimiento de las 
cargas en la placa. Estas cargas también van a irradiar ondas para atrás hacia la fuen- 
te S. Este campo que va hacia atrás es la luz que vemos reflejada por las superficies 
de materiales transparentes. No proviene solamente de la superficie. La radiación ha- 
cia atrás proviene de todas partes del interior, pero resulta que el efecto total es equi- 
valente a una reflexión desde las superficies. Por ahora estos efectos de reflexión están 
más allá de nuestra aproximación porque estaremos limitados a un cálculo para un 
material cuyo indice está tan cerca de 1 que se refleja muy poca luz. 


Fig. 31-2. Relación entre refracción y 
cambio de velocidad. 


Antes que prosigamos con nuestro estudio de cómo se genera el indice de refrac- 
ción, debemos comprender que todo lo que se necesita para entender la refracción es 
entender por qué la velocidad de la onda aparente es diferente en materiales diferentes. 
La desviación de los rayos de luz se produce porque la rapidez efectiva de las ondas 
es diferente en los materiales. Para recordarles cómo sucede eso hemos dibujado en la 
figura 31-2 varias crestas sucesivas de una onda eléctrica que llega desde un vacio 
a la superficie de un bloque de vidrio. La flecha perpendicular a las crestas de la onda 
indica la dirección de movimiento de la onda. Todas las oscilaciones en la onda deben 
tener ahora la misma frecuencia. (Hemos visto que oscilaciones forzadas tienen la mis- 
ma frecuencia que la fuente excitadora.) Esto significa, también, que las crestas de las 
ondas para las ondas en ambos lados de la superficie deben tener la misma separación 
a lo largo de la superficie porque deben viajar juntas de manera que una carga situada 
en la separación perciba una sola frecuencia. La distancia más corta entre crestas de 
la onda, sin embargo, es la longitud de onda que es la velocidad dividida por la fre- 
cuencia. En el lado del vacio es A, = 2xc/4 y en el otro lado es A = 21 /0 ò 27 
c/wn si v = c/n es la velocidad de la onda. A partir de la figura podemos ver que la 
única manera de que las ondas “encajen” apropiadamente en la superficie de separa- 
ción es que las ondas en el material estén viajando a un ángulo diferente con respecto 
a la superficie. Por la geometria de la figura, pueden ver que para un “encaje” debe- 
mos tener A,/sen0, = .Vsen() 


o sen 0,/seng8 = n que es la ley de Snell. Vamos a considerar, para el resto de nuestra 
discusión, sólo por qué la luz tiene una velocidad efectiva c/n en un material de indi- 
ce n y no nos preocuparemos más en este capitulo de la desviación de la luz. 


Volvamos ahora a la situación que se muestra en la figura 31-1. Vemos que lo que 
tenemos que hacer es calcular el campo producido en P por todas las cargas oscilantes 
en la placa de vidrio. Vamos a llamar E, esta parte del campo eléctrico y ella es justa- 
mente la suma escrita como segundo término en la ecuación (31.2). Cuando lo sume- 
mos al término £, debido a la fuente, vamos a tener el campo total en P. 


Esto es probablemente lo más difícil que haremos este año, pero es complicado 
sólo en que hay muchas partes que deben juntarse; cada parte, sin embargo, es muy 
simple. A diferencia de otras deducciones, donde decimos “olviden la deducción, 
miren sólo el resultado”, en este caso no necesitamos tanto el resultado como la 
deducción. En otras palabras, lo que debemos entender ahora es el mecanismo fi- 
sico para la producción del índice. 


Pera ver a dónde vamos, averiguamos primero cuánto deberia ser el “campo 
correctivo” E,, si el campo total en P se va a parecer a una radiación desde la 
fuente que se frena a medida que pasa por una placa delgada. Si la lámina no tu- 
viera efecto en él, el campo de una onda que se propaga hacia la derecha (según 
el eje z) sería 


E, = Ecos w(t — z/c) (31.3) 
o usando la notación exponencial 


E, = Ee aO, (81.4) 


Ahora bien, ¿qué pasaria si la onda se propagara más lentamente al ir a través 
de la placa? Llamemos Az el espesor de la placa. Si la placa no estuviera ahi la on- 
da atravesaria la distancia Az en un tiempo Az/c. Pero si se propagara con la ve 
locidad c/n, entonces deberá demorarse un tiempo mayor nAz/c o el tiempo adi- 
cional A t = (n-1) Az/c. Después de eso seguiria propagándose nuevamente con 
velocidad c. Podemos tomar en cuenta el atraso adicional al pasar por la placa reem- 
plazando £ en la ecuación (31.4) por (t -A£) o por Ít - (n - 1)Az/c]. Por consiguiente, 
después de intercalar la placa la onda debería escribirse 


E después de la placa = Ea A (31.5) 


También podemos escribir esta ecuación como 


E después de la placa = ¿—ien—DAz/0 Eye SA (31.6) 


que dice que la onda después de la placa se obtiene de la onda que podría existir 
sin la placa, es decir de E,, multiplicando por el factor eiwí: - DAz/c, Ahora sabemos 
que multiplicar una función oscilante como ei“* por un factor elé sólo significa cam- 
biar la fase de oscilación en un ángulo de 0, que es, por supuesto, lo que ha hecho el 
atraso extra al pasar por un espesor Az. Ha retardado la 
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fase en una cantidad w (n — 1)Az/c (retardado debido al signo menos en el expo- 
nene). 

Hemos dicho anteriormente que la placa debiera sumar un campo £E, al campo 
original E, = Eeit — :/c), pero hemos encontrado, en cambio. que el efecto de la 
placa es multiplicar el campo por un fac tor que cambia su fase, Sin embargo, eso 
está en realidad muy bien, porque podemos obtener el mismo resultado sumando un 
número complejo apropiado. En particular es fácil encontrar el número correcto a 
sumar en el caso que Az sea pequeño, porque deben recordar que si x es un número 
pequeño entonces e* es casi igual a (1 + x). Podemos escribir, por lo tanto 


gin=DAzle 1] — jo(n — 1) Az/c. (31.7) 


Usando esta igualdad en la ecuación (31.6) obtenemos 


iu(t— iw(n — 1)Az tb 
E desputs de la placa = Ese" ae Pena Epe ™ HO. (31.8) 
Ni, pra! Sace eee 
E, En 


El primer término es justamente el campo de la fuente y el segundo término debe 
ser, justamente, igual a ¿,, el campo producido a la derecha de la placa por las car- 
gas oscilantes de la placa —expresado aqui en términos del índice de refracción n y 
dependiendo, por supuesto, de la intensidad de la onda de la fuente. 


Lo que hemos estado haciendo se visualiza fácilmente si observamos el diagrama 
de números complejos en la figura 31-3. Primero dibujamos el número E, (elegimos 
algunos valores de z y f de manera que E, resulte horizontal, pero esto no es nece- 
sario). El atraso debido a la reducción de la velocidad en la placa retrasará la fase 
de este número, o sea, hará rotar E, en un ángulo negativo. Pero esto es equivalente 
a sumar el pequeño vector E, a un ángulo casi recto con E,. Pero esto es justamen- 
te lo que significa el factor - ¿en el segundo término de la ecuación (31.8). Ella dice 
que si E, es real, entonces E, es imaginario negativo o que, en general E, y E,, for- 
man un ángulo recto. 


Eje imagindrio 


Angulo = win- 1)462/c 


Fig. 31-3. Diagrama para la onda 
transmitida para un t y z particular. 


31-2 El campo debido al medio 


Ahora debemos preguntar: ¿Es el campo obtenido en el segundo término de la 
ecuación (31.8) del tipo que uno esperaria de cargas oscilantes en la placa? Si pode- 
mos demostrar que lo es, ¡entonces habremos calculado lo que debe ser el indice n! 
[Ya que n es el único número que no es fundamental en la ecuación (31.8)]. Cal- 
culemos ahora qué 
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Tabla 31-1 


Simbolos usados en los cálculos 


>! 
ll 


a 


campo de la fuente 

campo producido por las cargas en la placa 

espesor de la placa 

distancia perpendicular desde la placa 

indice de refracción 

frecuencia (angular) de la radiación 

número de cargas por unidad de volumen en la placa 
número de cargas por unidad de superficie de la placa 
carga de un electrón 

masa de un electrón 

frecuencia de resonancia de un electrón ligado a un átomo 


D a 
il 


N 


H 


il 
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campo E, van a producir las cargas en el medio. (Para ayudarles a estar al tanto 
de los muchos simbolos que hemos usado hasta ahora y que estaremos usando du- 
rante el resto de nuestro cálculo, los hemos reunido en la tabla 31-1). 


Si la fuente S (de la figura 31-1) está lejos a la izquierda, entonces el campo 
E, tendrá la misma fase en toda la placa, de manera que podemos escribir que en la 
vecindad de la placa 


E, = Be Va (31.9) 
Justo en la placa, donde z = 0, vamos a tener 
E, = Epe*”* (en la placa) (31.10) 


Cada uno de los electrones de los átomos de la placa percibirá este campo eléc- 
trico y será forzado hacia arriba y abajo (suponemos que la dirección de E, es ver- 
tical) por la fuerza eléctrica qE. Para encontrar qué movimiento esperamos de los 
electrones supondremos que los átomos son pequeños osciladores, esto es, que los 
electrones están sujetos elásticamente a los átomos, lo que significa que si se aplica 
una fuerza a un electrón, su desplazamiento de la posición normal sera proporcional 
a la fuerza. 

Ustedes pueden pensar que éste es un modelo raródde un átomo si han oido de 
electrones que giran en órbitas. Pero ése es sólo una imagen muy simplificada. La 
imagen correcta de un átomo que está dada por la teoría de la mecánica ondulato- 
ria indica que, en lo que se refiere a los problemas que incluyen a la luz, los elec- 
trones se comportan como si estuvieran sujetos por resortes. Asi, supondremos que 
los electrones tienen una fuerza restauradora lineal que junto con su masa m los 
hace comportarse como pequeños osciladores con una frecuencia de resonancia wọ. 
Ya hemos estudiado tales osciladores y sabemos que la ecuación de su movimiento 
se escribe asi: 


d 
m (5 + ox) =F, (31.11) 


donde F es la fuerza impulsora. 


Para nuestro problema la fuerza impulsora proviene del campo eléctrico de la 
onda de la fuente, por lo tanto usamos 


F = q.E, = quEse””, (31.12) 


donde q, es la carga eléctrica del electrón y para E, usamos la expresión E, = 
E ei~ de (31.10). Nuestra ecuación de movimiento para el electrón es entonces 


dx 2 iut 
m| gz t ex) = quEve””. (31.13) 
Ya hemos resuelto esta ecuación anteriormente y sabemos Que la solución es 


x= xe", (31.14) 


donde, sustituyendo en (31.13), encontramos que 


qeEn 
xo = ———— (31.15) 
j mlw — w?) 
de manera que 
parii gl (31.16) 


m(w) — w*) 


Tenemos lo que necesitábamos conocer —e] movimiento de los electrones en la pla- 
ca—. Y es el mismo para cada electrón, excepto que la posición media (el “cero” 
del movimiento) es, por supuesto, diferente para cada electrón. 


Ahora estamos listos para encontrar el campo E, que estos átomos producen en 
en el punto P. porque ya hemos encontrado (al final del capitulo 30) el campo pro- 
ducido por una hoja de cargas que se mueven en conjunto. Refiriendonos de nuevo 
a la ecuación (30.19) vemos que el campo E, en P es justamente una constante ne- 
gativa por la velocidad de las cargas retardadas en el tiempo en la cantidad z/c. 
Derivando ~ en la ecuación (31.16) para obtener la velocidad e introduciendo el re- 
tardo lo simplemente introduciendo x, de (31.15) en (31.18)| resulta 


E, = - E [iv ib guevo]; (31.17) 
2600 L mlw — w?) 


Tal como esperábamos, el movimiento forzado de los electrones produjo una onda 
adicional que viaia. hacia la derecha (eso es lo que dice el factor elf! = :/c) y la am- 
plitud de esta onda es proporcional al número de átomos por unidad de superficie 
en la placa (el factor 1) y también proporcional a la intensidad del campo de la fuen- 
te (el factor E,). Luego hay algunos factores que dependen de las propiedades ató- 
micas (qe M y «») como habiamos esperado. 


Lo más importante, sin embargo, es que esta fórmula (31.17) para E, se parece 
mucho a la expresión para E, que obtuvimos en la ecuación (31.8), diciendo que la 
onda original se retrasó al pasar por un material con un indice de refracción 


n. Las dos expresiones serán, en efecto, idénticas si 


2 
i= are e (31.18) 
2eom(wa — w?) 


Noten que ambos lados son proporcionales a Az, ya que ņ, que es el número de áto- 
mos por unidad de drea, es igual a NAZ donde N es el número de átomos por uni- 
dad de volumen de la placa. Sustituyendo NAZ por y y simplificando los Az, obte- 
nemos nuestro resultado principal, una fórmula para el indice de refracción en tér- 
minos de las propiedades de los átomos del material y de la frecuencia de la luz: 


Ngo 


2eomíwi — w) 


n=1+ (31.19) 


Esta ecuación da la “explicación” del indice de refracción que queriamos obtener. 


31-3 Dispersión 

Noten que en el proceso anterior hemos obtenido algo muy interesante. Porque 
no sólo tenemos un número para el indice de refracción que puede calcularse a par- 
tir de las cantidades atómicas básicas, sino que también hemos aprendido cómo 
varía el indice de refracción con la frecuencia « de la luz. Esto es algo que no en- 
tenderiamos nunca de la simple afirmación que “la luz se propaga más lentamente 
en un material transparente”. Todavía tenemos el problema, por cierto, de saber 
cuántos átomos hay por unidad de volumen y cuál es su frecuencia w, No sabemos 
esto todavía, porque es diferente para cada material diferente y no podemos obte- 
ner una teoria general de eso ahora. La formulación de una teoría general de las 
propiedades de diferentes sustancias —sus frecuencias naturales, etc.,- es posible 
sólo con la mecánica atómica cuántica. Además materiales diferentes tienen propie- 
dades diferentes e indices diferentes; por lo tanto, no podemos esperar obtener una 
fórmula general para el indice que se aplique a todas las sustancias. 


Sin embargo, discutiremos la fórmula que hemos obtenido, en varios casos posi- 
bles. Ante todo, para la mayoria de los gases ordinarios (por ejemplo aire, la mayo- 
ria de los gases incoloros, hidrógeno, helio etc.) las frecuencias naturales de los 
osciladores electrónicos corresponden a la luz ultravioleta. Estas frecuencias son ma- 
yores que las frecuencias de la luz visible, o sea, œ, es mucho mayor que el œw de 
la luz visible y en una primera aproximación podemos despreciar w? en comparación 
con w?. Entonces encontramos que el indice es casi constante. Por consiguiente, para 
un gas el indice es casi constante. Esto también es cierto para la mayoria de otras 
sustancias transparentes, como el vidrio. Sin embargo, si observamos nuestra expre- 
sión más de cerca, notamos que a medida que «w aumenta, disminuyendo asi un 
poquito el denominador, el indice también aumenta. Por consiguiente, n aumenta 
lentamente con la frecuencia. El indice es mayor para la luz azul que para la luz roja. 
Esa es la razón por la cual un prisma desvia más la luz en el azul que en el rojo. 


El fenómeno que el indice dependa de la frecuencia se liama fenómeno de dis- 
persión (NT) porque es la base del hecho que la luz sea “dispersada” 


N. del T.: No confundir esta propiedad de un medio con el proceso de dispersión de la luz por 
centros dispersos (vean la sección 32-5). 


en un espectro por un prisma. La ecuación para el indice de refracción en función 
de la frecuencia se llama una ecuación de dispersión. Hemos obtenido asi una ecua- 
ción de dispersión. (En los últimos años, las “ecuaciones de dispersión” han encon- 
trado un nuevo uso en la teoria de las particulas elementales.) 


Nuestra ecuación de dispersión sugiere otros efectos interesantes. Si tenemos una 
frecuencia natural w, que está en la región visible, o si medimos el índice de refrac- 
ción de un material como vidrio en el ultravioleta, donde w se acerca a W. vemos 
que a frecuencias muy cercanas a la frecuencia natural el indice se puede hacer enor- 
memente grande, porque el denominador puede hacerse cero. A continuación, supon- 
gan que w es mayor que w, Esto sucedería, por ejemplo, si tomáramos un material 
tal como vidrio y lo ilumináramos con radiación de rayos X. En efecto, ya que mu- 
chos materiales que son opacos a la luz visible, como el grafito por ejemplo, son 
transparentes a los rayos X, también podemos hablar del índice de refracción del 
carbono para los rayos X. Todas las frecuencias naturales de los átomos de carbón 
son mucho más bajas que la frecuencia que estamos usando en los rayos X ya que 
radiación de rayos X tiene una frecuencia muy alta. El indice de refracción es el 
dado por nuestra ecuación de dispersión, si hacemos w, igual a cero (despreciamos 
wi comparado con w?). 


Una situación similar ocurriria si dirigieramos ondas de radio (o luz) sobre un 
gas de electrones libres. En la atmósfera superior los electrones son liberados de 
sus átomos por luz ultravioleta del sol y permanecen ahi como electrones libres. 
Para electrones libres w, = O (no hay fuerza elástica restauradora). Haciendo w = 
= 0 en nuestra ecuación de dispersión se obtiene la fórmula correcta para el indice 
de refracción para ondas de radio en la estratosfera, donde N representa ahora la 
densidad de electrones libres (número por unidad de volumen) en la estratosfera. 
Pero observemos nuevamente la ecuación, si hacemos incidir rayos X sobre la mate- 
ria u ondas de radio (o cualquier onda eléctrica) sobre electrones libres, el término 
(w¿-w?) se hace negativo y obtenemos el resultado que n es menor que uno. ¡Esto 
significa que la velocidad efectiva de las ondas en la sustancia es mayor que c! 
¿Puede esto ser correcto? 


Es correcto. A pesar de que se dice que no se pueden mandar señales a veloci- 
dad mayor que la velocidad de la luz, es, sin embargo, cierto que el indice de re- 
fracción de materiales de una cierta frecuencia particular puede ser mayor o menor 
que 1. Esto significa sólo que el cambio de fase que es producido por la luz disper- 
sada puede ser positivo o negativo. Se puede demostrar, sin embargo, que la veloci- 
dad a la cual se puede mandar una señal no está determinada por el indice a una 
frecuencia, sino que depende de lo que es el índice a diferentes frecuencias. Lo que 
el indice nos indica es la velocidad a la cual se propagan los nodos (o crestas) de las 
ondas. El nodo de una onda no es una señal por si mismo. Es una onda perfecta, 
que no tiene modulaciones de ningún tipo, es decir, que es una oscilación estaciona- 
ria, no se puede decir realmente cuándo “empieza”; así que no se puede usar co- 
mo señal para medir tiempo. Para enviar una señal se tiene que cambiar la onda de 
alguna manera, hacer una ranura en ella, hacerla un poco más ancha o delgada. Eso 
significa que se debe tener más de una frecuencia en la onda y se puede demostrar 
que la velocidad a la cual se propagan las señales no depende sólo del indice, sino 
de la manera como el indice cambia con la frecuencia. Este tema también tenemos 
que postergarlo (hasta el capitulo 48). Entonces calcularemos para ustedes la velo- 
cidad real de las señales a través de un pedazo de vidrio y verán que no será mayor 
que la velocidad 


de la luz, aunque los nodos, que son puntos matemáticos, se propagan más rápida- 
mente que la luz. 


Sólo para dar una pequeña indicación de cómo sucede eso, ustedes notarán que 
la verdadera dificultad tiene que ver con el hecho de que las respuestas de las car- 
gas son opuestas al campo, es decir, la señal se ha invertido. Asi, en nuestra expre- 
sión para x (ecuación 31.16), el desplazamiento de la carga tiene dirección opuesta 
a la del campo impulsor, porque (wj — w?) es negativo para wọ pequeño. La fór- 
mula dice que cuando el campo eléctrico está tirando en una dirección, la carga se 
está moviendo en la dirección opuesta. E 


¿Cómo sucede que la carga esté yendo en la dirección opuesta? Ciertamente 
que no parte en la dirección opuesta cuando se aplica el campo al comienzo. Cuan- 
do el movimiento recién empieza hay un transitorio que se extingue después de un 
rato y sólo entonces está la fase de oscilación de la carga opuesta a la del campo 
impulsor. Y es entonces que la fase del campo transmitido puede aparecer como ade- 
lantada con respecto a la onda de la fuente. Es a este adelanto de fase que nos referi- 
mos cuando decimos que la “velocidad de fase” o velocidad de los nodos es mayor 
que c. En la figura 31-4 damos una idea esquemática de cómo se verian las ondas 
para el caso en que la onda se pusiera en marcha súbitamente (para hacer una señal). 
Van a ver en el diagrama que la señal (es decir, el comienzo de la onda) no está 
primero para la onda que termina con un adelanto de fase. 
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adelanto de la fase Fig. 31-4. “Señales” ondulatorias. 


Observemos de nuevo nuestra ecuación de dispersión. Debemos hacer notar que 
nuestro análisis de refracción da un resultado que es algo más simple de lo que real- 
mente se encuentra en la naturaleza. Para ser totalmente precisos, debemos agregar 
algunos refinamientos. Primero, deberiamos esperar que nuestro modelo de oscila- 
dor atómico tuviera alguna fuerza de amortiguamiento (de otra manera, una vez 
puesto en movimiento oscilaria para siempre y no podemos esperar que esto suceda). 
Hemos desarrollado antes (Ec. 23.8) el movimiento de un oscilador amortiguado y 
el resultado es que el denominador en la ecuación (31.16) y, por lo tanto, en (31.19) 
se cambia de (ww — w?) a (w — œw + iya), donde y es el coeficiente de amortigua- 
miento. 

Necesitamos una segunda modificación para tener en cuenta el hecho que hay 
varias frecuencias de resonancia para un tipo particular de átomo. Es facil arreglar 
nuestra 
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etc. 


CC Fig. 31-5. El índice de refracción en fun- 
ción de la frecuencia 


ecuación de dispersión, imaginando que hay varios tipos diferentes de osciladores, 
pero que cada oscilador actúa separadamente y por lo tanto simplemente sumamos 
las contribuciones de todos los osciladores. Digamos que hay N, electrones por uni- 
dad de volumen cuya frecuencia natural es w, y cuyo factor de amortiguamiento 
es yy Entonces tendriamos para nuestra ecuación de dispersión 
q N. 

: k 
at ~ 31.20 
2€M ( ) 


2 2 A j 
r wk — w” + iw 


Tenemos finalmente una expresión completa que describe el indice de refracción 
observado para muchas sustancias*. El indice descrito por esta fórmula varia con 
la frecuencia aproximadamente como en la curva mostrada en la figura 31-5. 


Van a notar que mientras w no esté demasiado cerca a una de las frecuencias 
de resonancia, la pendiente de la curva es positiva. Tal pendiente positiva se llama 
dispersión “normal” (porque claramente es la que se presenta más comúnmente). 
Muy cerca de las frecuencias de resonancia, sin embargo, hay un pequeño intervalo 
de los «w para los cuales la pendiente es negativa. Tal pendiente negativa se le llama 
a menudo dispersión “anómala”, porque parecia poco usual cuando se observo 
por primera vez mucho antes de que nadie ni siquiera supiera que existian cosas 
como los electrones. ¡Desde nuestro punto de vista ambas pendientes son perfec- 
tamente “normales ”! 


31-4 Absorción 


Quizás ustedes se hayan percatado de algo un poco estraño acerca de la última 
forma (Ec. 31.20) que obtuvimos para nuestra ecuación de dispersión. Debido al 
término iy que introdujimos para tener en cuenta la amortiguación ¡el índice de 
refracción es ahora un número complejo! ¿Qué significa eso? Calculando las partes 
real e imaginaria de n podriamos escribir 


n = n! — in”, (31.21) 
donde n’ y n” son números reales. (Usamos el signo menos frente a in”, porque 
entonces 7” resultará un número positivo, como ustedes mismos pueden demostrar.) 


Podemos ver lo que significa este indice complejo volviendo a la ecuación (31.6), 
que es la ecuación de la onda después de que pasa por una placa de material con 


En realidad, aunque en mecánica cuántica la ecuación (31.20) aún es válida, su interpre- 


tación es algo diferente. En mecánica cuántica aún un átomo con un electrón, como el hidrógeno 
tiene varias frecuencias de resonancia. Por lo tanto N, no es realmente el número de electrones 
con frecuencia a), sino que se reemplaza por Nf,, donde N es el número de átomos por unidad 
de volumen y fx llamado la intensidad del oscilador) es un factor que indica lo fuertemente que 
exhiben los átomos cada una de sus frecuencias de resonancia De 
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índice n. Si ponemos nuestro número complejo n en esta ecuación y reordenamos, 
obtenemos 


PAR +r Te Koai t z a 
E después de la placa -= e wn *Azle e twn Dárto pe” złe) (31.22) 
e aeea, ea 
A B 


Los últimos factores, llamados B en la ecuación (31.22), son de la forma que tenia- 
mos antes y de nuevo describen una onda cuya fase ha sido atrasada en el angulo 
w (n° — 1)Az/c al atravesar el material. El primer término (A) es nuevo y es un fac- 
tor exponencial con exponente real, porque había dos i que se simplificaron. Además, 
el exponente es negativo de manera que el factor es un número real menor que uno. 
Describe una disminución del módulo del campo y, como deberiamos esperar, en una 
cantidad que es mayor mientras mayor es Az. A medida que la onda pasa a través 
del material se debilita. El material está “absorbiendo” parte de la onda. La onda 
sale al otro lado con menos energia. Esto no debe sorprendernos porque la amorti- 
guación que introdujimos para los osciladores es en realidad una fuerza de roce y de- 
be esperarse que cause pérdida de energía. Vemos que la parte imaginaria n” de un 
indice de refracción complejo representa una absorción (o'““atenuación”) de la onda. 
De hecho, n” a veces se llama “indice de absorción”. 


También podriamos indicar que una parte imaginaria del índice n corresponde a 
inclinar la flecha E, en la figura 31-3 hacia el origen. Está claro por qué el campo 
transmitido está entonces disminuido. 


Normalmente, como en el vidrio, por ejemplo, la absorción de luz es muy pequeña. 
Esto era de esperar a partir de nuestra ecuación (31.20), porque la parte imaginaria 
del denominador, ipw, es mucho menor que el término (œ? ¿—«?). Pero si la frecuen- 
cia œw de la luz está muy cercana a w, entonces, el término de resonancia (w*,—«w') 
puede hacerse pequeño comparado con ip w y el indice se hace casi completamente 
imaginario. La absorción de la luz llega a ser el efecto dominante. Es justamente este 
efecto que da las lineas negras en el espectro de la luz que recibimos del sol. La luz 
de la superficie solar ha pasado a través de la atmósfera del sol (como también la de 
la tierra) y la luz ha sido absorbida fuertemente a la frecuencia de resonancia de los 
átomos en la atmósfera solar. 


La observación de tales lineas espectrales en la luz solar nos permite conocer las 

` frecuencias de resonancias de los átomos y, por lo tanto, la composición química de la 

atmósfera del sol. El mismo tipo de observaciones nos informa de los materiales en 

las estrellas. De tales medidas sabemos que los elementos químicos en el sol y en las 
estrellas son los mismos que encontramos en la tierra. 


31-5 La energía transportada por una onda eléctrica 


Hemos visto que la parte imaginaria del indice significa absorción. Usaremos aho- 
ra este conocimiento para encontrar cuánta energia transporta una onda luminosa. 
Hemos dicho anteriormente que la energía transportada por la luz es proporcional 
a El, el promedio temporal del cuadrado del campo eléctrico de la onda. La dismi- 
nución de E debida a la absorción debe significar una pérdida de energia que se po- 
dria atribuir a cierto roce entre los electrones y podriamos adivinar que terminaria 
como calor en el material. 
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Si consideramos la luz que llega por unidad de área, digamos un centimetro cua- 
drado de nuestra placa en la figura 31-1, entonces podemos escribir la siguiente 
ecuación de energia (¡si suponemos tal como lo estamos haciendo que la energía se 
conserva!) 


Energía que entra _ energia que sale A trabajo realizado (31.23) 
por seg por seg por seg 


Para el primer término podemos escribir «E¿ donde a es la constante de propor- 
cionalidad, aún desconocida, que relaciona el valor promedio de E* con la energia 
transportada. Para el segundo término debemos incluir la parte de los átomos del 
material que están irradiando, así que debemos usar (E, + E,) o (calculando el 
cuadrado) (E? + 2 EE, + EJ). 


Todos nuestros cálculos han sido hechos para una capa delgada de material, 
cuyo indice no es muy diferente de 1, de manera que E, seria siempre mucho me- 
nor que E, (para hacer nuestros cálculos más fáciles). Manteniendo nuestras apro- 
ximaciones deberíamos,.por lo tanto, dejar de lado el término E’, porque es mucho 
menor que E, E,. Ustedes podrían decir: “Entonces deberían dejar de lado E; E, 
también, porque es mucho menor que Ez,. “Es cierto que E, E, es mucho menor 
que Ez,, pero debemos mantener E, E, ¡en caso contrario nuestra aproximación 
seria la que se aplicaria si despreciáramos totalmente la presencia del material! Una 
manera de verificar que nuestros cálculos son compatibles es que siempre manten- 
gamos términos que sean proporcionales a NAz, la densidad de los átomos en el 
material, pero dejemos de lado términos que son proporcionales a (NAz)? o cual- 
quier otra potencia superior de NAz. La nuestra es lo que debiera llamarse “apro- 
ximación de baja densidad”. 


En el mismo espiritu, podríamos hacer notar que nuestra ecuación de energía ha 
despreciado la energía de la onda reflejada. Pero eso está bien. porque este término 
también es proporcional a (NAz)?, ya que la amplitud de la onda reflejada es pro- 
porcional a NAz. 


Para el último término en la ecuación (31-23) deseamos calcular la velocidad 
con que la onda incidente realiza trabajo sobre los electrones. Sabemos que trabajo 
es fuerza por distancia, de manera que la velocidad de realizar trabajo (también lla- 
mada potencia) es la fuerza por la velocidad. Realmente es F-V, pero no necesi- 
tamos preocuparnos por el producto escalar cuando la velocidad y la fuerza están 
en la misma dirección como lo están aqui (con excepción de un posible signo menos). 
Asi que para cada átomo tomamos qE v como la velocidad promedio de realizar 
trabajo. Como existen NAz átomos por unidad de área, el último término en la 
ecuación (31.23) debe ser NA2q,É, v. Nuestra ecuación de energia es ahora 


aE? = aE + 2aE,E, + NAaz q. Ey. (31.24) 
Los términos Æ, se simplifican y tenemos 
2aE,E, = N Az q. Ew. (31.25) 
Ahora volvemos a la ecuación (30.19) que nos dice que para z grande 
_ NAzq. 


Ex = Tek v (retard. en z/c) (31.26) 
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(recordando que y = NAz). Introduciendo la ecuación (31.26) en el primer miembro 
de (31.25) obtenemos 


N Azqe 
2€pC 


Sin embargo, E, (en z) es E, (en los átomos) retardado en z/c. Ya que el promedio 
es independiente del tiempo, será igual ahora que retardado en z/c, o sea E, (en el 
átomo). v, el mismo promedio que aparece en el segundo miembro de (31.25). Los 
miembros son por lo tanto iguales, si 


2a: 


E, (en z} -v (retard. en z/c) 


-X =], or œ= éC (31.27) 
EpC 

Hemos descubierto que si la energia ha de conservarse, la energia transportada en 

una Onda eléctrica por unidad de área y por unidad de tiempo (o sea, lo que he- 

mos llamado intensidad) debe estar dada por £oCEZ. Si llamamos £S a la intensidad, 

tenemos 


ES intensidad En 
S = ó = £o CE?, (31.28) 
energía /área /tiempo 


donde la barra significa promedio temporal. ¡Tenemos un bonito resultado adicional 
de nuestra teoria del indice de refracción! 


31-6  Difracción de la luz por una pantalla 


Ahora es un buen momento para tratar un tema ligeramente diferente que po- 
demos manejar con el mecanismo de este capitulo. En el capitulo último dijimos- 
que cuando se tiene una pantalla opaca y la luz puede pasar a través de algunos 
agujeros, la distribución de la intensidad —el diagrama de difracción- podia obte- 
nerse imaginando en su lugar que los agujeros eran reemplazados por fuentes (osci- 
ladores) uniformemente distribuidas sobre el agujero. En otras palabras, la onda di- 
fractada es la misma que si el agujero fuera una nueva fuente. Tenemos que explicar 
la razón de eso, porque el agujero esta, por supuesto, precisamente donde no hay 
fuentes, donde no hay cargas que aceleren. 

Preguntemos primero: ¿Qué es una pantalla opaca?” Supongan que tenemos 
una pantalla completamente opaca entre una fuente S y un observador en P. como 
en la figura 31-6 (a). Si la pantalla es “opaca” no hay campo en P. ¿Por qué no hay 
campo ahi? De acuerdo con 


sj te) | 
S - tapón P 
* 
» E =E; E=0 # E=Es E = Es+ Enared" E inpar o 
~ pared 


IM 
¡ Pantalla opaca 


EzE; E= Es? Epared P 
_ agujero j 7 ! La 

Fig. 31-6. Difracción por una pantalla. 
~ pared 
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los principios básicos deberiamos obtener el campo en P como el campo retrasado 
E, de la fuente más el campo de todas las otras cargas alrededor. Pero como hemos 
visto antes, las cargas de la pantalla serán puestas en movimiento por el campo E, y 
estos movimientos generan un nuevo campo que, si la pantalla es opaca, debe anular 
exactamente el campo E, en la parte trasera de la pantalla. Ustedes dirán:“¡Qué mi- 
lagro que se anulen exactamente! ¡Supóngase que no fuera exactamente cierto!” Si 
no fuera exactamente cierto (recuerden que esta pantalla opaca tiene algún espesor), 
el campo hacia la parte de atrás de la pantalla no seria exactamente cero. Por con- 
siguiente, no siendo cero, pondría en movimiento algunas otras cargas en el material 
de la pantalla y produciria asi un poco más de campo, tratando de romper el balance. 
Por lo tanto, si hacemos la pantalla lo suficientemente gruesa no hay campo residual, 
porque hay suficiente oportunidad para conseguir que las cosas se aquieten finalmente. 
En términos de nuestras fórmulas anteriores diriamos que la pantalla tiene un indice 
imaginario grande, de manera que la onda es absorbida exponencialmente a medida 
que atraviesa. Ustedes saben, por supuesto, que una lámina suficientemente delgada 
del material más opaco, aun oro, es transparente. 


Veamos ahora qué pasa con una pantalla opaca que tiene agujeros como en la 
figura 31-6 (b) ¿Qué esperamos para el campo en P? El campo en P se puede repre- 
sentar como la suma de dos partes —el campo debido a la fuente S más el campo 
debido a la pared—, es decir, debido al movimiento de las cargas en las paredes, 
Podemos esperar que el movimiento de las cargas en las paredes sea complicado, 
pero podemos averiguar qué campos producen de una manera bastante simple. 

Supongan que tomáramos la misma pantalla, pero le taponamos los agujeros 
como se indica en la parte (c) de la figura. Imaginamos que los tapones son exac- 
tamente del mismo material que la pared. Noten ustedes que los tapones van donde 
estaban los agujeros en el caso (b). Calculemos ahora el campo en P. El campo en 
P es ciertamente cero en el caso (c), pero también es igual al campo de la fuente 
más el campo debido a todos los movimientos de los átomos en las paredes y en los 
tapones. Podemos escribir las ecuaciones siguientes: 


caso (b): Emp = Es + Epared» 
caso (c): Enp = 0 = Es + Eparea + Etapón, 


donde las primas se refieren al caso cuando los tapones están en su lugar, pero Ey 
por supuesto, es el mismo en ambos casos. Si restamos ambas ecuaciones, obtenemos 


Enp = (E pared E parea) ~E tapón, 


Ahora bien, si los agujeros no son demasiado chicos (digamos varias longitudes de 
onda transversalmente), no deberiamos esperar que la presencia de los tapones cam- 
biara los campos que llegan a las paredes, excepto posiblemente en un pequeño mon- 
to alrededor de los bordes de los agujeros. Despreciando este pequeño efecto, po- 
demos poner Epared = E'parea y obtenemos que 


Een p = +E tapón 
¡Tenemos el resultado que el campo en P cuando existen agujeros en una panta- 
lla (caso b) es el mismo (con excepción del signo) que el campo producido por la 
parte de una pared completamente opaca que está localizada donde están los agu- 
jeros! (El signo no es muy interesante ya que corrientemente estamos interesados 
en la intensidad que es proporcional al cuadrado del campo.) 
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Esto parece una sorprendente argumentación en reverso. Sin embargo, es no solamen- 
te válido (aproximadamente para agujeros no demasiado pequeños), sino útil y es la 
justificación de la teoria corriente de difracción. 


El campo E'apón se calcula en cualquier caso particular recordando que el mo- 
vimiento de las cargas en todas partes en la pantalla es aquel que va a anular el 
campo E, en la parte de atrás de la pantalla. Una vez que conocemos estos movi- 
mientos, sumamos los campos de radiación en P debido sólo a las cargas en los 
tapones. 

Hacemos notar nuevamente que esta teoría de la difracción es sólo aproximada 
y será válida sólo si los agujeros no son demasiado pequeños. Para agujeros que 
son demasiado pequeños al término E'apón será pequeño y entonces la diferencia 
entre E”vared Y Eparea (cuya diferencia hemos tomado como cero) puede ser com- 
parable O mayor que el pequeño término E',pón Y nuestra aproximación ya no será 
válida. 
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32-3 Amortiguamiento por radiación 


32-1 Resistencia de radiación 


En el último capitulo aprendimos que cuando un sistema oscila sale energía, y 
dedujimos una fórmula para la energia irradiada por un sistema oscilante. Si cono- 
cemos el campo eléctrico, el promedio del cuadrado del campo multiplicado por 
ec es la cantidad de energia que pasa por metro cuadrado por segundo a través de 
una superficie normal a la dirección en que va la radiación: 


S = eoc(E?). 821) 


Cualquier carga oscilante irradia energia; por ejemplo, una antena excitada irradia 
energia. Si el sistema irradia energía, entonces, a fin de dar cuenta de la conservación 
de la energia, debemos encontrar que se está alimentando potencia a través de los 
alambres que conducen a la antena. O sea, para el circuito de alimentación la antena 
actúa como una resistencia, o un lugar donde la energia puede “perderse” (la energia 
no se pierde realmente, se irradia hacia afuera. Pero en lo que concierne al circuito, 
la energía se pierde). En una resistencia ordinaria, la energía que se “pierde” se trans- 
forma en calor; en este caso la energia que se “pierde” sale al espacio. Pero desde el 
punto de vista de la teoría de circuitos, sin considerar a dónde va la energía, el efecto 
neto sobre el circuito es el mismo --se “pierde” energía de ese circuito—. Por lo tanto, 
para el generador, la antena parece como si tuviera una resistencia, aun cuando puede 
estar hecha de cobre perfectamente bueno. En realidad si está bien construida, será 
casi como una resistencia pura, con muy poca inductancia o capacitancia, porque nos 
gustaria radiar la mayor cantidad de energia posible con la antena. Esta resistencia 
que exhibe la antena se llama resistencia de radiación. 


Si a la antena llega una corriente Z, la rapidez media con que se suministra po- 
tencia a la antena es el promedio del cuadrado de la corriente multiplicado por la re- 
sistencia. Por cierto, la rapidez con que la antena irradia potencia es proporcional al 
cuadrado de la corriente en la antena, porque todos los campos son proporcionales a 
las corrientes, y la energía liberada es proporcional al cuadrado 
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del campo. El coeficiente de proporcionalidad entre la potencia irradiada e / F Y es 
la resistencia de radiación. 


Una pregunta interesante es: ¿a qué se debe esta resistencia de radiación? Tome- 
mos un ejemplo sencillo: digamos que las corrientes están forzadas de un extremo al 
otro en una antena. Encontramos que debemos entregar trabajo para que la antena 
irradie energia. Si tomamos un cuerpo cargado y lo aceleramos hacia arriba y hacia 
abajo, irradia energia; si no estuviera cargado, no irradiaria energia. Una cosa es 
calcular a partir de la conservación de energia que se pierde energia, pero otra cosa 
es contestar la pregunta, ¿contra qué fuerzá estamos haciendo trabajo? Esa es una 
pregunta interesante y muy dificil que nunca ha sido completa y satisfactoriarnente 
contestada para los electrones, aunque lo ha sido para las antenas. Lo que sucede 
es esto: en una antena los campos producidos por las cargas que se muevan en una 
parte de la antena reaccionan sobre las cargas que se mueven en otra parte de la ante- 
na. Podemos calcular esas fuerzas y hallar cuánto trabajo. hacen, y asi encontramos 
la regla correcta para la resistencia de radiación. Cuando decimos “Podemos calcu- 
lar”, eso no es correcto; nosotros no podemos, porque aún no hemos estudiado las 
leyes de electricidad para distancias cortas; solamente para distancias grandes sabe- 
mos cuánto vale el campo eléctrico. Vimos la fórmula (28.3), pero actualmente es de- 
masiado complicado para nosotros calcular los campos dentro de la zona de ondas. 
Por cierto, puesto que la conservación de la energia es válida, podemos calcular el 
resultado perfectamente sin conocer los campos a distancias cortas. (En realidad, 
usando este razonamiento hacia atrás, resulta que uno puede encontrar la formula 
para las fuerzas a cortas distancias, sólo conociendo el campo a distancias muy 
largas, usando las leyes de conservación de la energia, pero no entraremos en ese 
particular.) 


En el caso de un simple electrón el problema es éste: si hay solamente una carga, 
¿sobre qué puede actuar la fuerza? Ha sido propuesto, en la vieja teoria clásica, que 
la carga era una pequeña bola y que una parte de la carga actuaba sobre la otra parte. 
Debido al retardo de la acción a través del pequeñisimo electrón, la fuerza no está 
exactamente en fase con el movimiento. Esto es, si tenemos el electrón quieto, sabe- 
mos que la “acción es igual a la reacción”. Asi las varias fuerzas internas son igua- 
les y no hay una fuerza resultante. Pero si el electrón está acelerando, hay un retardo 
de tiempo a través de él y, por lo tanto, la fuerza que está actuando sobre el frente 
desde atrás no es la misma que la fuerza sobre la parte de atrás desde el frente, debido 
al retardo en el efecto. Este retardo en el tiempo es responsable de una falta de equi- 
librio, de manera que, como efecto neto, ¡la cosa es como si uno quisiera levantarse 
tirando de los cordones de los zapatos! Este modelo del origen de la resistencia a la 
aceleración, la resistencia de radiación de una carga móvil, ha encontrado muchas di- 
ficultades, porque nuestro punto de vista actual es que el electrón no es una “pequeña 
bola”; este problema nunca ha sido resuelto. Sin embargo, podemos calcular exacta- 
mente, por supuesto, cuál debe ser la resistencia de radiación resultante, es decir, 
cuánta pérdida debe haber cuando aceleramos una carga a pesar de no conocer direc- 
tamente el mecanismo de cómo funciona esa fuerza. 


32-2 La rapidez de radiación de energía 


Ahora calcularemos la energía total irradiada por una carga acelerada. Para man- 
tener la generalidad de la discusión tomaremos el caso de una carga acelerando de 
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cualquier forma, pero no en forma relativista. En el momento en que la aceleración 
es, digamos, vertical, sabemos que el campo eléctrico generado es la carga multipli- 
cada por la proyección de la aceleración retardada, dividida por la distancia. Asi, pues, 
conocemos el campo eléctrico en cualquier punto y, por lo tanto, conocemos el cua- 
drado del campo eléctrico y, en consecuencia, la energía ¿,cE* que escapa por uni- 
dad de área por segundo. 

La cantidad <c aparece bastante frecuentemente en expresiones que tienen que 
ver con propagación de ondas de radio. Su inversa se llama impedancia del vacío, y 
es un número facil de recordar: tiene el valor 1/€,c = 377 ohms. Luego la potencia 
en watts por metro cuadrado es igual al promedio del cuadrado del campo dividido 


por 377. 
Usando nuestra expresión (29-1) para el campo eléctrico, encontramos que 


qa? sen? 0 


A Tér? eor?c3 


es la potencia por metro cuadrado irradiada en la dirección 0. Notamos que varia 
inversamente con el cuadrado de la distancia, como dijimos antes. Ahora suponga- 
mos que queremos la energia total irradiada en todas direcciones; entonces debemos 
integrar (32.2) sobre todas las direcciones. Primero multiplicamos por el área, para 
encontrar la cantidad que fluye dentro de un pequeño ángulo d) (Fig. 32-1). Necesi- 
tamos el área de una sección esférica. La manera de obtenerla es ésta: si r es el radio, 
el ancho del segmento anular es rd0, y la circunferencia es 27r sentf), porque r send 
es el radio del circulo. 


a 


Fig. 32-1. El área de un sector esférico es 
21r sen O - rd, 


Así, pues, el área del pequeño pedazo de esfera es 2xrr sen multiplicado por rd(: 


dA = 2rr° sen 0 db. (32.3) 


Multiplicando el flujo | (32.2), la potencia por metro cuadrado] por el área en me- 
tros cuadrados incluida en el pequeño ángulo d0, encontramos la cantidad de ener- 
gia que se libera en esta dirección entre O y Y + df); luego integramos sobre todos 
los angulos Y de O a 180%: 


P= [saa = EL, | eoa 82.4 
a à o Breo? Jo ' ` ) 


Escribiendo sen? O= (1-cosW) sen 0, no es dificil demostrar que |" sen? 0 de 
«0 
= 4/3. Usando esto obtenemos finalmente 
2,12 
e MI 32.5 
Omege? ( ) 


Esta expresión merece algunas observaciones. Ante todo, puesto que el vector a’ tenia 
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cierta dirección, el a'en (32.5) deberia ser el cuadrado del vector a, esto es. a”. a', la 
longitud del vector al cuadrado. Segundo, el flujo (32.2) fue calculado usando la ace- 
leración retardada, esto es, la aceleración en el tiempo en el cual la energía, que ahora 
está pasando a traves de la esfera, fue irradiada. Nos gustaria decir que esta energia 
fue en realidad liberada en este tiempo anterior. Esto no es exactamente verdadero: 
es sólo una idea aproximada. El momento exacto en que la energia es liberada no se 
puede definir precisamente. Todo lo que podemos realmente calcular en forma precisa 
es que sucede en un movimiento completo, como una oscilación o algo donde la ace- 
leración finalmente cesa. Entonces, lo que encontramos es que el flujo total de ener- 
gia por ciclo es el promedio de la aceleración al cuadrado para un ciclo completo. 
Esto es lo que deberia realmente aparecer en (32.5). O bien. si es un movimiento con 
una aceleración que es inicial y finalmente cero, la energia total que ha escapado es 
la integral de (32.5) sobre el tiempo. i 


Para ilustrar las consecuencias de la fórmula (32.5) cuando tenemos un sistema 
oscilante, veamos qué sucede si el desplazamiento x de la carga está oscilando, de 
manera que la aceleración a es —«w?x,elo!., El promedio de la aceleración al cuadra- 
do sobre un ciclo (recuerden que tenemos que ser muy cuidadosos cuando elevamos 
al cuadrado cosas que están escritas en una notación compleja —realmente es el co- 
seno—, y el promedio de cos?wt es un medio) es entonces < a!? X =3w%x?. Por lo 
tanto 


gutxi 


ci l2 reoc? 


(32.6) 


Las fórmulas que estamos discutiendo son relativamente avanzadas y más o me- 
nos modernas; datan del comienzo del siglo XX, y son muy famosas. Debido a su 
valor histórico, es importante que nosotros podamos leer acerca de ellas en libros 
más antiguos. En realidad, los libros antiguos también usaban un sistema de unidades 
diferentes de nuestro sistema MKS actual. Sin embargo, todas esas complicaciones 
pueden ser arregladas en las fórmulas finales que tratan de electrones mediante la 
siguiente regla: La cantidad q¿/ 47re , donde q, es la carga electrónica (en coulombs), 
ha sido históricamente escrita como e?. Es muy facil calcular que e en el sistema MKS 
es númericamente igual a 1,5188 x 1074, porque sabemos que númericamente q = 
1,60206 x 10 '” y 1/4e,= 8.98748 x 10*. Por lo tanto, a menudo usaremos la 
abreviatura conveniente. 


- LE 


e? = 
ár€o 


À (32.7) 


Si usamos el valor numérico anterior en las fórmulas antiguas y las tratamos como si 
estuvieran escritas en unidades MKS, obtendremos los resultados numéricos correc- 
tos. Por ejemplo, la forma antigua de (32.5) es P = } ea’/c?. De nuevo la energia 
potencial de un protón y un electrón a una distancia r es q2/4meyr o e/r con e = 
1,5188 x 10 '* mks. ' 


32-3 A mortiguamiento por la radiación 


Ahora bien, el hecho de que un oscilador pierda cierta energia deberia significar 
que si tuviéramos una carga en el extremo de un resorte (o un electrón en un átomo), 
el cual tiene una frecuencia natural wọ, y comenzáramos a oscilarlo y lo soltáramos, 
no oscilaria indefinidamente, 
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aun si estuviera en un espacio vacio a millones de kilómetros de cualquier cosa. No 
hay aceite, ninguna resistencia, en un sentido ordinario; no hay “viscosidad”. Pero, 
sin embargo, no oscilará, como podriamos haber dicho en una ocasión, “para siempre”, 
porque si está cargado, está irradiando energia, y por lo tanto la oscilación lentamente 
se detendrá. ¿Con qué lentitud? ¿Cuál es el Q de tal oscilador, causado por los efectos 
electromagnéticos, la asi llamada resistencia de radiación o amortiguamiento por ra- 
diación de un oscilador? El Q de cualquier sistema oscilante es el total del contenido 
de energía de un oscilador en cualquier momento dividido por la energia perdida por 
radián: 
LA 
Q = aja" 


O bien (otra forma de escribirlo), puesto que dW /dọ = (AW /dt)/(dọ/dt) = (dW / 
dt) lw, oW 


2 = vá 


Si para un Q dado esto nos dice cómo se extingue la energia de la oscilación, 
dW/dt == —(w/Q) W, que tiene la solución W = W,e-“!/0 si W, es la energia inicial 
(para 1 = 0). 

Para encontrar el Q de un radiador, volvemos a (32.8) y usamos (32.6) para 
dW/dt. 

Ahora bien, ¿qué usamos para la energía W del oscilador? La energia cinética 
del oscilador es | mv”, y la energia cinética media es ma x¿/4. Pero recordemos que 
la energia total de un oscilador es, en promedio mitad energia cinética y mitad ener- 
gia potencial, por lo que duplicamos nuestro resultado y encontramos para la ener- 
gia total del oscilador 


(32.8) 


W = imu*x¿. (32.9) 


¿Qué usamos para la frecuencia en nuestras fórmulas? Usamos la frecuencia natural 
wp, porque, para todo fin práctico, ésa es la frecuencia a la cual nuestro átomo está 
irradiando, y para m usamos la masa m, del electrón. Luego, haciendo las divisiones 
y cancelaciones necesarias, la fórmula se reduce a 


1 Are? 
Mi da" (32.10) 


Para verlo mejor y en una forma más histórica la escribimos usando nuestra abrevia- 
tura q,/47€ o = e? y el factor a/c que sobró ha sido escrito como 27/.1. Como Q 
es adimensional, la combinación e?/m,c? debe ser una propiedad solamente de la carga 
y de la masa del electrón, una propiedad intrinseca del electrón, y debe ser una lon- 
gitud. Se le ha dado un nombre, el radio clásico del electrón, porque los modelos 
atómicos primitivos, que fueron inventados para explicar la resistencia de radiación 
sobre la base de la fuerza de una parte del electrón actuando sobre las otras partes, 
necesitaban todos tener un electrón cuyas dimensiones eran de este orden general de 
magnitud. Sin embargo, esta cantidad ya no tiene el significado de que creemos que el 
electrón realmente tiene tal radio. Numéricamente, la magnitud del radio es 


2 


ro = a = 2.82 X 107 m. (32.11) 
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Calculemos ahora realmente el Q de un átomo que está emitiendo luz —digamos 
un átomo de sodio—. Para un átomo de sodio, la longitud de onda es aproximadamente 
6.000 angstrom, en la parte»amarilla del espectro visible, y es una longitud de onda 
típica. Entonces 

32 


Q= noS 5x 107, (32.12) 


así el O de un átomo es del orden de 10%. Esto significa que un oscilador atómico osci- 
lará por 10% radianes, o cerca de 10” oscilaciones, antes de que su energia decrezca 
en un factor de 1/e. La frecuencia de oscilación de luz correspondiente a 6.000 angs- 
trom v = e/.A, es del orden de 10 ciclos/seg, y por lo tanto la vida media, el tiempo 
que demora la energia de un átomo radiante en disminuir en un factor de 1/e, es del 
orden de 10- segundos. En circunstancias ordinarias, los átomos que emiten libre- 
mente demoran por lo general este tiempo en irradiar. Esto es válido solamente para 
"atomos que están en el espacio vacio, no estando perturbados en forma alguna. Si el 
electrón está en un sólido y tiene que golpear a otros átomos o electrones, entonces 
hay resistencias adicionales y diferente amortiguamiento. 

El término resistencia efectiva p en la ley de resistencia de un oscilador puede 
encontrarse usando la relación 1/0 = p/w. y recordamos que el valor de y determina 
lo ancha que es la curva de resonancia (Fig. 23.2). ¡Asi, pues, hemos calculado pre- 
cisamente los anchos de las líneas espectrales para átomos que irradian libremente! 
Como A = 271C/«w, encontramos que 


AA 


Il 


2re Aw/w? = 210Y/w9 = 2rc/Qwo 
= A/Q = 4rro/3 = 1.18 X 10774m. (32.13) 


32-4 Fuentes independientes 


En preparación para nuestro segundo tópico, la dispersión de la luz, debemos 
discutir ahora un cierto aspecto del fenómeno de interferencia que omitimos discutir 
anteriormente. Esta es la interrogante de cuándo la interferencia no tiene lugar. Si 
tenemos dos fuentes S, y S,, con amplitudes A, y A,, y hacemos una observación 
en una cierta dirección en la cual las fases de llegada de las dos señales son $, y 
$, (una combinación del tiempo real de oscilación y el tiempo retardado, dependien- 
do de la posición de observación), entonces la energia que recibimos se puede en- 
contrar componiendo los dos vectores o números complejos A, y A, uno con ángulo 
db, y el otro con ángulo , (como hicimos en el capitulo 30) y encontramos que la 
energia resultante es proporcional a 


Ar = AL + 43 + 24142c05 (61 — $2). (32.14) 


Ahora bien si el término cruzado 24,4, cos (q, — $) no estuviera, la energia total 
que sería recibida en una dirección dada seria simplemente la suma de las energías, 
A} + Al, que sería liberada por cada fuente separadamente, que es lo que esperamos 
corrientemente. Esto es, la intensidad combinada de luz brillando sobre algo pro- 
veniente de dos fuentes es la suma de las intensidades de las dos luces. Por otro 
lado, si tenemos las cosas en forma correcta y tenemos un término cruzado, no es 
tal suma, porque hay también alguna interferencia. Si hay circunstancias en las cua- 
les este término 
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no es de importancia, diremos que aparentemente se ha perdido la interferencia. Por 
cierto, en esencia está siempre ahi, pero puede ser que no seamos capaces de detectarla. 


Consideremos algunos ejemplos. Supongamos, primero, que las dos fuentes es- 
tán 7.000.000.000 longitudes de onda una de otra, una disposición no imposible. 
Entonces en una dirección dada es cierto que hay un valor muy definido de estos 
defasajes. Pero, en cambio, si nos movemos solamente un pelo en una dirección, 
unas pocas longitudes de onda, lo cual no es distancia en absoluto (nuestro ojo ya 
tiene un orificio que es tan grande que estamos promediando los efectos sobre un 
intervalo muy amplio comparado con una longitud de onda), entonces cambiamos 
la fase relativa, y el coseno cambia muy rápidamente. Si tomamos el promedio de 
la intensidad sobre una región pequeña, entonces el coseno, que toma valores más, 
menos, más, menos, cuando nos desplazamos, da un promedio nulo. 

Luego, si promediamos sobre regiones donde la fase varia muy rápidamente con : 
la posición, no obtenemos interferencia. 


Otro ejemplo. Supongamos que las dos fuentes son dos osciladores de radio 
independientes —no un solo oscilador alimentado por dos alambres, que garantiza 
que las fases se mantienen juntas, sino dos fuentes independientes— y que no están 
exactamente sintonizados a la misma frecuencia (es muy dificil hacerlas coincidir 
exactamente en la misma frecuencia sin interconectarlos realmente). En este caso 
tenemos lo que llamamos dos fuentes independientes. Naturalmente, como las fre- 
cuencias no son exactamente iguales, aunque partieron en fase, una de ellas comien- 
za a estar un poco adelante de la otra, y muy pronto ellas están defasadas, y luego 
adelanta aún más, y muy pronto están en fase de nuevo. Asi, el defasaje entre las 
dos está gradualmente desplazándose con el tiempo, pero si nuestra observación es 
tan tosca que no podemos observar aquel pequeño tiempo, si promediamos sobre 
un tiempo mucho más largo, entonces aunque la intensidad aumente y disminuya 
como lo que llamamos “pulsaciones” en sonido, si estos aumentos y disminuciones 
son demasiado rápidos para que los sigan nuestros equipos, entonces de nuevo este 
término se promedia eliminándose. 

En otras palabras, ¡en cualquier circunstancia en que el defasaje se promedia 
a cero, no obtenemos interferencia! 

Se encuentran muchos libros que dicen que dos fuentes de luz diferentes nunca 
interfieren. Esto no es un enunciado fisico, sino meramente un enunciado sobre el 
grado de sensibilidad de la técnica de los experimentos en la época en que se escri- 
bió el libro. Lo que sucede en una fuente luminosa es que primero un átomo irradia, 
luego otro átomo irradia, y así sucesivamente, y ya hemos visto que los átomos irra- 
dian un tren de ondas en solamente alrededor de 1078 seg; después de 1073 seg, al- 
gún átomo probablemente ha entrado en juego, luego otro átomo, y así sucesiva- 
mente. Asi, pues, las fases pueden en realidad permanecer iguales sólo por 
aproximadamente 10% seg. Por lo tanto, si promediamos por mucho más de 107* 
seg. no vemos una interferencia de dos fuentes diferentes, porque no pueden man- 
tener sus fases fijas por más de 107* seg. Con fotocélulas es posible la detección 
de muy alta rapidez. y se puede demostrar que hay una interferencia que varia con 
el tiempo. aumentando y disminuyendo en alrededor de 10° seg. Pero la mayoria 
de los equipos de detección, desde luego, no observan intervalos de tiempo tan finos 
y. por tanto, no ven interferencia. Ciertamente con el ojo, que promedia sobre un 
tiempo de un decimo de segundo. no hay posibilidad alguna de ver interferencia 
entre dos fuentes ordinarias diferentes. 

Recientemente ha sido posible hacer fuentes luminosas que evitan este efecto 
haciendo que todos los átomos emitan juntos en el tiempo. El dispositivo que hace 
esto es 
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una cosa muy complicada, y debe ser comprendida en una manera cuántica. Se 
llama láser, y es posible producir a partir de un láser una fuente en la cual la 
frecuencia de interferencia, el tiempo en el cual la fase se mantiene constante, es 
mucho más larga que 10% seg. Puede ser del orden de un centésimo, un décimo, 
o aun de un segundo, y así, con fotocélulas ordinarias, se puede detectar la frecuen- 
cia entre dos diferentes láseres. Se puede detectar fácilmente el latido de las pulsa- 
ciones entre dos fuentes láser. ¡Pronto, sin duda, alguien será capaz de mostrar dos 
fuentes iluminando una pared, en las cuales las pulsaciones son tan lentas que uno 
pueda ver que la pared se ilumina y se oscurece! (N. del T.) 


Otro caso en el cual la interferencia promedio se anula es aquel en el cual, en 
vez de tener solamente dos fuentes, tenemos muchas. En este caso, escribiriamos 
la expresión para A? como la suma de muchas amplitudes, números complejos, 
elevada al cuadrado, y obtendriamos el cuadrado de cada uno, todos sumados, más 
términos cruzados entre cada par, y si las circunstancias son tales que los últimos 
se promedian a cero, entonces no habrá efectos de interferencia. Puede ser que las 
diversas fuentes estén ubicadas en posiciones tan al azar que, aunque el defasaje 
entre Á, y A, sea también definido, es muy diferente del que hay entre A, y A), etc. 
Obtendriamos asi muchos cosenos, muchos positivos, muchos negativos, todos pro- 
mediando a cero. 

Así es que en muchas circunstancias no vemos los efectos de interferencia, sino 
que vemos sólo una intensidad total colectiva, igual a la suma de todas las inten- 
sidades. 


32-5 Dispersión de la luz 


Lo anterior nos conduce a un efecto que ocurre en el aire como consecuencia 
de las posiciones irregulares de los átomos. Cuando estábamos discutiendo el indice 
de refracción, vimos que un haz de luz que liega hará que los átomos irradien de 
nuevo. El campo eléctrico del haz que liega mueve los electrones de un lado al otro, 
e irradian debido a sus aceleraciones. Esta radiación dispersada se combina para dar 
un haz en la misma dirección del haz original, pero de una fase algo diferente, y éste 
es el origen del índice de refracción. 

¿Pero qué podemos decir acerca de la cantidad de luz re-irradiada en alguna 
otra dirección? Ordinariamente, si los átomos están colocados muy hermosamente 
en una bella red, es fácil demostrar que no obtendremos cosa alguna en otra direc- 
ción porque estamos sumando muchos vectores con sus fases siempre cambiantes, y 
el resultado se hace cero. Pero si los objetos están ubicados al azar, la intensidad 
total en cualquier dirección es la suma de intensidades dispersadas por cada atomo, 
como ya hemos discutido. Además, los átomos de un gas están realmente en movi- 
miento, asi que aunque la fase relativa de los átomos sea ahora una cantidad defi- 
nida, más tarde será bastante diferente y. por lo tanto, cada término coseno se pro- 
mediará a cero. Por lo tanto. para encontrar cuánta luz es dispersada por un gas 
en una direccion dada, simplemente estudiamos los efectos de un átomo y multipli- 
camos la intensidad que éste irradia por el número de átomos. 


Anteriormente señalamos que el fenómeno de dispersión de la luz de esta natu- 
raleza es el origen del azul del cielo. La luz del so! pasa a través del aire. y cuando 
miramos hacia un lado del sol —digamos a 90° con respecto al haz- vemos luz azul: 
lo que tenemos ahora que calcular es cuánta luz vemos y por qué es azul. 


N. del T.: Esto ya se ha logrado. 
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Rayo incidente „ Atomo 
No polarizado Sa aN Fig. 32-2. Un haz de radiación incide sobre 
ara E | un átomo y hace que las cargas (electrones) 
Radiación dispersada del átomo se muevan. Los electrones en movi- 
Y miento a su vez irradian en varias direcciones. 


Si el haz incidente tiene el campo eléctrico E = E,eiW! en el punto donde está 
ubicado el átomo, sabemos que un electrón en el átomo vibrará de un lado a otro en 
respuesta a este E (Fig. 32-2). Conforme a la ecuación (23.8), la amplitud será 


3 = — Lto ; (32.15) 
mlwo — w + iwY) 


Podríamos incluir el amortiguamiento y la posibilidad de que el átomo actúe como 
varios osciladores de frecuencias diferentes y sumar sobre las diversas frecuencias, 
pero por simplicidad tomemos simplemente un oscilador y despreciemos el amorti- 
guamiento. Entonces la respuesta al campo eléctrico externo, la cual hemos ya usado 
en el cálculo del indice de refracción, es simplemente 


ÍA (32.16) 
m(w — Ww ) 


Ahora podriamos calcular fácilmente la intesidad de luz emitida en varias direccio- 
nes, usando la fórmula (32.2) y la aceleración correspondiente al x anterior. 

En vez de hacer esto, calcularemos simplemente la cantidad total de luz disper- 
sada en todas direcciones, a fin de ahorrar tiempo. La cantidad total de energía lu- 
minosa por segundo, dispersada en todas direcciones por un átomo simple, está na- 
turalmente dada por la ecuación (32.7). Asi, reuniendo las diversas partes y 
reagrupándolas, obtenemos 


[(g%*/12r60c*)9?E3/mUw? — wi)? 
(FeocE¡N8T/3MG+/ 167 Em? w/w — w) 
(eoc ESB Tri /3 w/w? — w3)*] (32.17) 


P 


ii 


para la potencia total dispersada, irradiada en todas direcciones. 

Hemos escrito el resultado en la forma anterior porque entonces es fácil de re- 
cordar: primero, la energía total dispersada es proporcional al cuadrado del campo 
incidente. ¿Qué significa eso? Evidentemente, el cuadrado del campo incidente es 
proporcional a la energía que está llegando por segundo. En realidad, la energía 
incidente por metro cuadrado por segundo es £c veces el promedio < E?) del cua- 
drado del campo eléctrico, y si E, es el valor máximo de E, (E?) =1E%. En 
otras palabras, la energia total dispersada es proporcional a la energía por metro 
cuadrado que llega: cuanto más brillante sea la luz del sol que ilumina el cielo, más 
brillante va a parecer el cielo. 
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Entonces, ¿qué fracción de la luz que llega es dispersada? Imaginemos un “blan- 
co” con una cierta área, digamos v, en el haz (no un blanco real o material, porque 
éste difractaría luz, etc., queremos decir un área imaginaria dibujada en el espacio). 
La cantidad total de energia que pasaria a través de esta superficie o en una circuns- 
tancia dada es proporcional tanto a la intensidad que llega como a o, y seria 


P = (eoc E20. (32.18) 


. 


Ahora inventamos un concepto: decimos que el átomo dispersa una cantidad 
total de intensidad que es la cantidad que caeria en una cierta área geométrica, y 
damos la respuesta dando esa área. Esa respuesta, entonces, es independiente de la 
intensidad incidente; da el cociente entre la energia dispersada y la energia incidente 
por metro cuadrado. En otras palabras, el cociente 


energia total dispersada por segundo 


re es un área. 
energia incidente por metro cuadrado por segundo 


El significado de esta área es que, si toda la energia que incide sobre la misma fuera 
arrojada en todas direcciones, entonces ésa es la cantidad de energía que seria dis- 
persada por el atomo. 


Esta área se llama sección eficaz de dispersión; el concepto de sección eficaz se 
usa constantemente, dondequiera que ocurra algún fenómeno proporcional a la in- 
tensidad de un haz. En tales casos, siempre se describe el monto del fenómeno di- 
ciendo cuál debería ser el área efectiva para recoger esa cantidad del haz. No sig- 
nifica de manera alguna que este oscilador tenga realmente tal área. Si no hubiera 
cosa alguna presente sino un electrón libre sacudiéndose de un lado al otro, no ha- 
bria área directamente asociada con él fisicamente. Es simplemente una forma de 
expresar la respuesta a cierto tipo de problema; nos dice cuánta área del haz inci- 
dente deberia golpear a fin de dar cuenta de cuánta energia sale. Luego para nuestro 
caso 


2 
 8rro wt 


3 (0 — ay 


Ts 


(32.19) 


(el subindice s indica dispersión).* 

Examinemos algunos ejemplos. Primero. si vamos a una frecuencia natural muy 
baja w, © a electrones completamente no ligados, para los cuales œ = 0, la fre- 
cuencia œ se simplifica y la sección eficaz es constante. Este limite de baja frecuen- 
cia, o sección eficaz del electrón libre. se conoce como la sección eficaz de disper- 
sión de Thompson. ¡Es un área cuyas dimensiones son aproximadamente 107'* 
metros, más o menos por lado. es decir. 10 *% metros cuadrados, ¡lo cual es bas- 
tante pequeño! 

Por otra parte. si tomamos el caso de la luz en el aire. recordamos que para el 
aire las frecuencias naturales de los osciladores son mayores que la frecuencia de 
la luz que usamos. Esto significa que en una primera aproximación podemos despre- 
ciar co" en el denominador, y encontramos que la dispersión es proporcional a la 


* — N. del T.: Porque en inglés dispersión es scattering. 
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cuarta potencia de la frecuencia. Es decir, la luz que es de frecuencia más alta en 
un factor de dos, digamos, es dieciséis veces mas intensamente dispersada, lo que es 
una diferencia bastante considerable. Esto significa que la luz azul, que tiene alre- 
dedor del doble de la frecuencia del extremo rojizo del espectro, es dispersada en 
una proporción mucho mayor que la luz roja. ¡Entonces, cuando miramos al cielo, 
aparece aquel azul espléndido. que vemos todo el tiempo! 

Hay varios puntos a señalar acerca de los resultados anteriores. Una pregunta 
interesante es: ¿por qué llegamos a ver las nubes? ¿De dónde vienen las nubes? To- 
dos saben que es la condensación del vapor de agua. Pero naturalmente el vapor 
de agua está ya en la atmósfera antes de que se condense; asi que, ¿por qué no lo 
vemos entonces? Después que se condensa es perfectamente visible. No estaba ahi, 
ahora está ahí. Asi que el misterio de dónde vienen las nubes no es realmente un 
misterio infantil como el de “¿de dónde viene el agua, papito?”, sino que tiene que 
ser explicado. 

Acabamos de explicar que todo átomo dispersa luz, y naturalmente el vapor de 
agua también dispersará luz. El misterio es: ¿por qué, cuando el agua se condensa 
en nubes, dispersa una cantidad tremendamente grande de luz? 

Consideren qué sucedería si, en vez de un átomo simple, tuviéramos un aglome- 
rado de átomos, digamos dos, muy cerca uno del otro comparado con la longitud 
de onda de la luz. Recuerden, los átomos son solamente de alrededor de un angs- 
trom, mientras que la longitud de onda de la luz es de unos 5.000 angstroms, de 
modo que cuando forman un racimo, unos pocos átomos juntos, pueden estar muy 
cerca comparados con la longitud de onda de la luz. Entonces, cuando el campo 
eléctrico actúa, ambos átomos se moverán juntos. El campo eléctrico dispersado 
será entonces la suma de los dos campos eléctricos en fase, es decir, duplica la am- 
plitud que habia con un átomo simple, ¡y la energía que se dispersa es por lo tanto 
cuatro veces la correspondiente a un átomo simple, no dos veces! Asi, pues, racimos 
de átomos irradian o dispersan más energia de lo que hacen cuando están como áto- 
mos simples. Nuestro argumento de que las fases son independientes está basado en 
la suposición que hay un defasaje real y grande entre dos átomos cualesquiera, lo 
cual es cierto solamente si están a varias longitudes de onda uno de otro y espacia- 
dos al azar, o moviéndose. Pero si están próximos unos con otros, forzosamente dis- 
persan en fase y tienen una interferencia coherente que produce un aumento en la 
dispersión. 

Si tenemos N átomos en un racimo, lo cual es una pequeñisima gota de agua, 
cada uno será forzado por el campo eléctrico aproximadamente de la misma manera 
que antes (el efecto de un átomo sobre otro no es importante; es sólo, en todo caso, 
para tener una idea) y la amplitud de dispersión de cada uno es la misma, de manera 
que el campo total dispersado aumenta N veces. La intensidad de la luz que se dis- 
persa se incrementa entonces en el cuadrado, o sea N? veces. Habriamos esperado, 
si los átomos estuvieran dispersos en el espacio, solamente N veces 1, ¡mientras que 
obtenemos N? veces 1! Es decir, la dispersión de agua en racimos de N moléculas 
cada uno es N veces más intensa que la dispersión de los átomos simples. Asi, a 
medida que el agua se aglomera, la dispersión aumenta. ¿Se incrementa ad infini- 
tum? ¡No! ¿Cuándo comienza este análisis a fallar? ¿Cuántos átomos podemos reu- 
nir antes de que no podamos llevar este razonamiento más adelante? Respuesta: 
Si la gota de agua llega a ser tan grande que de un extremo al otro haya una lon- 
gitud de onda o algo parecido, los átomos no estarán más en fase porque están de- 
masiado separados. Asi, a medida que seguimos aumentando el tamaño de las gotas, 
obtenemos más y más dispersión, hasta un instante tal en que una gota llega alre- 
dedor del tamaño de una longitud de onda, y entonces la dispersión no aumenta ni 
siquiera cercanamente tan rápido 
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como aumenta la gota. Además, el azul desaparece, porque para longitudes de onda 
grandes las gotas pueden ser mayores, antes de que este limite sea alcanzado, de lo 
que pueden ser para longitudes de onda cortas. Aunque por átomo, las ondas cortas 
se dispersan más que las ondas largas, hay un mayor realce para el extremo rojo del 
espectro que para el extremo azul cuando las gotas son más grandes que la longitud 
de onda, de manera que el color se corre del azul hacia el rojo. 


Ahora podemos hacer un experimento que demuestra esto. Podemos hacer par- 
ticulas que son muy pequeñas al comienzo, y-luego crecen gradualmente en tamaño. 
Usamos una solución de tiosulfato de sodio (hipo) en ácido sufúrico, que precipita 
granos muy finos de azufre. Á medida que el azufre precipita, los granos primero 
comienzan muy finos, y la dispersión es un poco azulada. A medida que precipita 
más, se pone más intenso, y luego se pondrá blancuzco cuando las partículas se 
hacen más grandes. Además, la luz que atraviesa directamente tendrá eliminado el 
azul. Es por esto que la puesta del sol es roja, naturalmente, porque la luz que pasa 
a través de mucho aire para llegar al ojo tiene eliminada mucha luz azul por disper- 
sión, por lo que es rojo-amarillenta. 


PR El electrón 2 
se mueve en 
un plano k 
Rayo incidente + Atomo 


(no polarizado) 


. .. a > 
La radiación dispersada k 
está polarizada en un' plano 


Fig. 32-3. Ilustración del origen de la 
polarización de la radiación dispersada en án- 
gulo recto con el rayo incidente. 


Finalmente, hay otro aspecto importante que realmente pertenece al próximo ca- 
pitulo sobre polarización, pero es tan interesante que lo destacamos ahora. Es que 
el campo eléctrico de lá luz dispersada tiende a vibrar en una dirección particular. 
El campo eléctrico de la luz que llega está oscilando de alguna manera y el oscila- 
dor excitado va en esta misma dirección, y si estamos situados aproximadamente en 
angulo recto con el haz, veremos luz polarizada, es decir, luz en la cual el campo 
eléctrico va solamente de una manera. En general, los átomos pueden vibrar en cual- 
quier dirección perpendicular al rayo, pero si están forzados directamente hacia nos- 
otros o alejándose, no los vemos. ¡Asi, si la luz que llega tiene un campo eléctrico 
que cambia y oscila en cualquisr dirección, la cual llamamos luz no polarizada. en- 
tonces la luz que sale a 90% respecto del rayo vibra solamente en una dirección! 
(Vean la Fig. 32-3). 


Existe una sustancia llamada polaroide que tiene la propiedad de que cuando la 
luz pasa por ella, solamente la parte del campo eléctrico que está a lo largo de un 
ejg particular puede pasar. Podemos usar esto. para demostrar la polarización. y en 
verdad encontramos que la luz dispersada por la solución hipo está fuertemente po- 
larizada. 
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33-4 Polarizadores 


33-1 El vector eléctrico de la luz 


En este capitulo consideraremos los fenómenos que dependen del hecho que el 
campo eléctrico que describe la luz es un vector. En capitulos anteriores no hemos 
estado interesados en la dirección de oscilación del campo eléctrico, excepto para 
notar que el vector eléctrico yace en un plano perpendicular a la dirección de pro- 
pagación. La dirección particular en este plano no nos ha interesado. Consideramos 
ahora aquellos fenómenos cuyo aspecto central es la dirección particular de oscila- 
ción del campo eléctrico. 


En la luz idealmente monocromática, el campo eléctrico debe oscilar a una fre- 
cuencia definida, pero como la componente x y la componente y pueden oscilar 
independientemente a una frecuencia definida, debemos considerar primero el efecto 
resultante producido al superponer dos oscilaciones independientes perpendiculares 
„entre si ¿Qué clase de campo eléctrico está compuesto de un componente x y una 
componente y que oscila a la misma frecuencia? Si se suma a una vibración x una 
cierta cantidad de vibración y con la misma fase, el resultado es una nueva vibración 
en el plano xy. La figura 33-1 ilustra la superposición de amplitudes diferentes para la 
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Fig. 33-1. Superposición de vibraciones x y vibraciones y en fase. 
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vibración x y la vibración y. Pero las resultantes mostradas en la figura 33-1 no son 
las únicas posibilidades; en todos estos casos hemos supuesto que la vibración x y la 
vibración y están en fase, pero no tiene por qué ser de esa manera. Podria ser que la 
vibración x y la vibración y estuvieran fuera de fase. 


Cuando la vibración x y la vibración y no están en fase, el vector campo eléctri- 
co se mueve en una elipse, y podemos ilustrar esto de una manera familiar. Si colga- 
mos una bola de un soporte mediante una larga cuerda de manera que pueda osci- 
lar libremente en un plano horizontal, ejecutará oscilaciones sinusoidales. Si ima- 
ginamos coordenadas x e y horizontales con sus origenes en la posición de reposo 
de la bola, ésta puede oscilar sea en la dirección x o la dirección y con la misma 
frecuencias pendular. Seleccionando el desplazamiento inicial y la velocidad inicial 
apropiados, podemos poner la bola en oscilación, sea a lo largo del eje x o del eje 
y, o a lo largo de cualquier linea recta en el plano xy. Estos movimientos de la bola 
son análogos a las oscilaciones del vector eléctrico ilustrado en la figura 33-1. En 
cada ejemplo, como las vibraciones x y las vibraciones y alcanzan sus máximos y 
minimos en el mismo momento, las oscilaciones x e y están en fase. Pero ahora sa- 
bemos que el movimiento más general de la bola es ei movimiento en una elipse, lo 
que corresponde a oscilaciones en que las direcciones x e y no están en la misma 
fase. La superposición de vibraciones x e y que no están en fase está ilustrada en 
la figura 33-2, para una variedad de angulos entre la fase de vibración x y la vibra- 
ción y. El resultado general es que el vector eléctrico se mueve en una elipse. El mo- 
vimiento en linea recta es un caso particular que corresponde a un defasaje cero 
(o un múltiplo entero de 7); el movimiento en circulo corresponde a amplitudes igua- 
les con un defasaje de 90% o cualquier múltiplo entero impar de 7/2). 
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Fig. 33-2. Superposición de vibraciones x y vibraciones y con amplitudes iguales, 
pero diferentes fases relativas. Las componentes £, y E, se expresan tanto en las nota- 
ciones real como compleja. 
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En la figura 33-2 hemos representado los vectores de campo eléctrico en las 
direcciones x e y por números complejos, que son una representación conveniente 
para expresar el defasaje. No confundan las componentes reales e imaginarias del vec- 
tor eléctrico complejo en esta notación con las coordenadas x e y del campo. Las 
coordenadas x e y graficadas en la figura 33-1 y la figura 33-2 son campos eléctri- 
cos reales que podemos medir. Las componentes reales e imaginarias de un vector 
campo eléctrico complejo son solamente una conveniencia matemática y no tienen 
significado fisico. 


Ahora algo de terminologia. La luz está linealmente polarizada (a veces se llama 
polarizada en un plano) cuando el vector eléctrico oscila en una linea recta; la figu- 
ra 33-1 ilustra la polarización lineal. Cuando el extremo del vector campo eléctrico 
viaja en una elipse, la luz está elípticamente polarizada. Cuando el extremo del vec- 
tor eléctrico viaja en un circulo, tenemos polarización circular. Si el extremo del vec- 
tor eléctrico, cuando lo observamos a medida que la luz se acerca derecho hacia no- 
sotros, se mueve en la dirección antihoraria, lo llamamos polarización circular dere- 
cha. La figura 33-2 (g) ilustra la polarización circular derecha, y la figura 33-2 (c) 
muestra la polarización circular izquierda. En ambos casos la luz sale del papel. 
Nuestra convención para designar la polarización circular izquierda y derecha es 
compatible con la que se usa hoy dia para todas las otras partículas que muestran 
polarización en fisica (por ejemplo, electrones). Sin embargo, en algunos libros sobre 
Óptica se usan convenciones opuestas, asi que se debe tener cuidado. 


Hemos considerado luz lineal, circular y elipticamente polarizada, lo que cubre 
todo excepto el caso de luz no polarizada. Ahora bien, ¿cómo puede la luz no estar 
polarizada cuando sabemos que debe vibrar en una u otra de esas elipses? Si la luz 
no es absolutamente monocromática, o si las fases x e y no se mantienen perfecta- 
mente juntas, de manera que el vector eléctrico vibra primero en una dirección y lue- 
go en otra, la polarización está constantemente cambiando. Recuerden que un átomo 
emite durante 107 seg, y si un átomo emite con cierta polarización, y luego otro 
átomo emite luz con una polarización diferente, las polarizaciones cambiarán cada 
107% seg. Si la polarización cambia más rápidamente de lo que podemos detectarla, 
la llamamos luz no polarizada, porque todos los efectos de la polarización se prome- 
dian a cero. Ninguno de los efectos de interferencia de la polarización se manifes- 
taria con luz no polarizada. Pero como se desprende de la deficinicón, la luz es no 
polarizada solamente si somos incapaces de averiguar si la luz está polarizada o no. 


33-2 Polarización de luz dispersada 


El primer ejemplo del efecto de polarización que ya hemos discutido es la dis- 
persión de la luz. Consideremos un rayo de luz, por ejemplo del sol, brillando en el 
aire. El campo eléctrico producirá oscilaciones de cargas en el aire, y el movimiento 
de esas cargas irradiará luz con su máxima intensidad en un plano normal a la di- 
rección de vibración de las cargas. El rayo proveniente del sol no está polarizado, 
por lo que la dirección de polarización cambia constantemente y la dirección de vi- 
bración de las cargas en el aire cambia constantemente. Si consideramos luz disper- 
sada a 90%, la vibración de las particulas cargadas irradia hacia el observador sola- 
mente cuando la dirección de 
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vibración es perpendicular a la linea de visión del observador, y entonces la luz estará 
polarizada según la dirección de vibración. Asi, la dispersión es un ejemplo de uno de 
los medios para producir polarización. 


33-3: Birrefringencia 


Otro efecto interesante de la polarización es que hay sustancias para las cuales 
el indice de refracción es diferente para luz linealmente polarizada en una dirección 
y linealmente polarizada en otra. Supongan que tengamos algún material! que con- 
sista en moléculas largas, no esféricas, más largas que anchas, y supongan que esas 
moléculas estén dispuestas en la sustancia con sus ejes largos paralelos. Entonces, 
¿qué sucede cuando el vector eléctrico oscilante pasa a través de esta sustancia? 
Supongamos que debido a la estructura de la molécula, los electrones de la sustancia 
responden más fácilmente a oscilaciones en la dirección paralela a los ejes de las 
moléculas que a lo que responderian si el campo eléctrico tratara de empujarlos 
perpendicular al eje molecular. En esta forma esperamos una respuesta diferente 
para polarización en una dirección que para polarización perpendicular a esa di- 
rección. Llamemos eje óptico a la dirección de los ejes de la molécula. Cuando la 
polarización está en la dirección del eje óptico, el indice de refracción es diferente 
que el que sería si la dirección de polarización fuera perpendicular a él. Tal sus- 
tancia se llama birrefringente. Tiene dos refringencias, es decir, dos indices de re- 
fracción, que dependen de la dirección de polarización dentro de la sustancia. ¿Qué 
tipo de sustancia puede ser birrefringente? En una sustancia birrefringente debe ha- 
ber una cierta cantidad de alineamiento por una razón u otra, de moléculas asimé- 
tricas. Naturalmente, un cristal cúbico, que tiene la simetria de un cubo, no puede 
ser birrefringente. Pero cristales en forma de agujas largas indudablemente contienen 
moléculas que son asimétricas, y se observa este efecto muy fácilmente. 


Veamos qué efectos esperariamos si tuviéramos que hacer pasar luz polarizada 
a través de una placa de sustancia birrefringente. Si la polarización es paralela al eje 
óptico, la luz atravesará con una velocidad; si la polarización es perpendicular al eje, 
la luz se transmite con una velocidad diferente. Una situación interesante se pro- 
duce cuando, digamos, la luz está linealmente polarizada a 45° con el eje óptico. 
Ahora bien, la polarización a 45°, lo hemos observado ya, se puede representar co- 
mo superposición de polarizaciones x e y de igual amplitud y en fase, como se mues- 
tra en la figura 33-2 (a). Como las polarizaciones x e y viajan con velocidades dife- 
rentes, sus fases cambian con velocidades diferentes cuando la luz atraviesa la sus- 
tancia. Asi, aunque al comienzo las vibraciones x e y están en fase, dentro del ma- 
terial el defasaje entre las vibraciones x e y es proporcional a la profundidad en la 
sustancia. A medida que la luz avanza a través del material, la polarización cambia 
en la forma que se muestra en la serie de diagramas de la figura 33-2. Si el espesor 
de la placa es el preciso para introducir un defasaje de 90° entre las polarizaciones 
x e y, como en la figura 33-2 (c), la luz saldrá polarizada circularmente. Ese espe- 
sor se llama placa de un cuarto de onda, porque introduce un defasaje de un cuarto 
de ciclo entre las polarizacionés x e y. Si se envia luz linealmente polarizada a través 
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de dos placas de un cuarto de onda, saldra nuevamente polarizada plana, pero per- 
pendicularmente a la dirección original, como podemos ver en la figura 33-2 (c). 


Se puede ilustrar fácilmente este fenómeno con un pedazo de celofán. El celofán 
esta hecho de moléculas largas, fibrosas, y no es isotropo puesto que las fibras ya- 
cen preferencialmente en cierta dirección. Para demostrar la birrefringencia, necesi- 
tamos un haz de luz linealmente polarizada, y podemos obtenerlo convenientemente 
haciendo pasar luz no polarizada a través de una lámina de polaroide. El polaroide, 
que trataremos con más detalle más tarde, tiene la propiedad útil de que transmite 
luz que está linealmente polarizada paralela al eje del polaroide con muy poca ab- 
sorción, pero la luz polarizada en una dirección perpendicular al eje del polaroide 
es absorbida fuertemente. Cuando hacemos pasar luz no polarizada a través de una 
lámina de polaroide, solamente pasa aquella parte del rayo no polarizado que está 
vibrando paralelo al eje del polaroide, por lo que el rayo transmitido está linealmente 
polarizado. Esta misma propiedad del polaroide es también útil para detectar la di- 
rección de polarización de un rayo linealmente polarizado, o para determinar si un 
rayo está linealmente polarizado o no. Simplemente se hace pasar el rayo de luz a 
través de la lámina de polaroide y se rota el polaroide en el plano normal al rayo. 
Si el rayo está linealmente polarizado, no será transmitido a través de la lámina 
cuando el eje del polaroide es normal a la dirección de polarización. El rayo trans- 
mitido se atenúa sólo ligeramente cuando el eje de la lámina de polaroide se rota 
en 90%. Si la intensidad transmitida es independiente de la: orientación del polaroide, 
el rayo no está linealmente polarizado. 


Celofán 
d s s . .. . 
+ Ti A P ] GA Fig. 33-3. Una demostración experi- 
4 Za mental de la birrefringencia del celofán. 
A Los vectores eléctricos de la luz se indican 
Polaroide con líneas de trazos. Los ejes de pasada 


de las láminas de polaroide y los ejes óp- 
ticos del celofán se indican por flechas. 
El haz incidente no está polarizado. 


Para demostrar la birrefringencia del celofán, usamos dos láminas de polaroide, 
como muestra la figura 33-3. La primera nos da un rayo linealmente polarizado 
que hacemos pasar a través del celofán y luego a través de la segunda lámina de po- 
laroide, la cual sirve para detectar cualquier efecto que pueda haber tenido el celo- 
fan sobre la luz polarizada que lo atraviesa. Si colocamos primero los ejes de las 
dos láminas de polaroide perpendicualres entre si y quitamos el celofán, ninguna 
luz se transmitirá a través del segundo polaroide. Si ahora introducimos el celofán 
entre las dos láminas de polaroide y rotamos la lamina alrededor del eje del rayo, 
observamos que en general el celofán hace posible que algo de luz pase a través del 
segundo polaroide. Sin embargo, hay dos orientaciones de la lámina de celofán, per- 
pendiculares entre si, que no permiten que ninguna luz pase a traves del segundo 
polaroide. Esas orientaciones en que la luz polarizada linealmente es transmitida 
a traves del celofán sin efecto sobre la dirección de polarización deben ser las direc- 
ciones paralela y perpendicular al eje Óptico de la lámina de celofán. 
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Suponemos que la luz atraviesa el celofán con dos velocidades diferentes en esas 
dos orientaciones diferentes, pero es transmitida sin cambiar la dirección de polari- 
zación. Cuando se gira el celofán a una posición intermedia entre esas dos orienta- 
ciones, como se muestra en la figura 33-3, vemos que la luz transmitida por el se- 
gundo polaroide es brillante. 


Sucede justamente que el celofan ordinario usado en paquetes comerciales es de 
un espesor muy cercano a media onda para la mayoria de los colores en la luz blan- 
ca. Esa lámina girará el eje de la luz linealmente polarizada en 90* si el rayo inciden- 
te linealmente polarizado forma un ángulo de 45° con el eje óptico. de modo que el 
rayo que emerge del celofán está vibrando entonces en la dirección correcta para pa- 
sar a través de la segunda lámina de polaroide. 


Si usamos luz blanca en nuestra demostración. la lámina de celofán será del 
espesor apropiado de media onda solamente para una componente particular de la 
luz blanca, y el rayo transmitido tendrá el color de esta componente. El color trans- 
mitido depende del espesor de la lámina de celofán, y podemos variar el espesor 
efectivo del celofán ladeándolo de manera que la luz pase a través del celofán en 
forma oblicua. consecuentemente a través de una trayectoria más larga en el celo- 
fan. A medida que la lamina se ladea. el color transmitido cambia. Con celofán de 
diferentes espesores se pueden construir filtros que transmitirán diferentes colores. 
Estos filtros tienen la interesante propiedad de que transmiten un color cuando las 
dos laminas de polaroide tienen sus ejes perpendiculares. y el color complementario 
cuando los ejes de las dos laminas polaroides son paralelos. 


Otra aplicación interesante de moléculas alineadas es muy practica. Ciertos plás- 
ticos están compuestos de moléculas muy largas y complicadas todas retorcidas 
entre si. Cuando el plástico se solidifica muy cuidadosamente, las moléculas están 
todas retorcidas en una masa, así que hay tantas alineadas en una dirección como 
en otra. y el plástico no es particularmente birrefringente. Corrientemente se introdu- 
cen esfuerzos y deformaciones cuando el material se solidifica, por lo que el mate- 
rial no es perfectamente homogéneo. Sin embargo, si aplicamos tensión a una pieza 
de este material plástico, es como si estuviéramos estirando toda una maraña de 
cuerdas. y habrá más cuerdas alineadas preferencialmente paralelas a la tensión que 
en cualquier otra dirección. Asi, cuando se aplica un esfuerzo a ciertos plásticos. 
se vuelven birrefringentes, y uno puede ver los efectos de la birrefringencia haciendo 
pasar luz polarizada a través del plástico. Si examinamos la luz transmitida a traves 
de una lamina polaroide. se observarán dibujos de franjas oscuras y claras (en color, 
si se usa luz blanca). Los dibujos se mueven cuando se aplica esfuerzo a la muestra, 
y contando las franjas y viendo dónde está la mayoria de ellas, se puede determinar 
cuánto es el esfuerzo. Los ingenieros usan este fenómeno como un medio de encon- 
trar los esfuerzos en piezas de formas raras que son dificiles de calcular. 


Otro ejemplo interesante de una forma de obtener birrefringencia es mediante 
una sustancia liquida. Consideren un liquido compuesto de moléculas asimétricas 
largas que llevan una carga media positiva o negativa cerca de los extremos de la- 
molécula, de modo que la molécula es un dipolo eléctrico. En las colisiones en el lí- 


quido las moléculas estarán ordinariamente orientadas al azar, con tantas moléculas 
dirigidas en una dirección como en otra. Si aplicamos un campo eléctrico, las mo- 
léculas tenderán a alinearse. y en el momento en que se alinean, el liquido se pone 
birrefringente. Con dos laminas 
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de polaroide y una celda transparente que contiene ese liquido polar, podemos inven- 
tar un dispositivo con la propiedad de que la luz es transmitida solamente cuando 
se aplica el campo electrico. Asi tenemos un interruptor eléctrico para la luz, que se 
llama celda de Kerr. Este efecto, que un campo eléctrico puede producir birrefringen- 
cia en ciertos liquidos, se llama efecto Kerr. 


33-4 Polarizadores 


Hasta ahora hemos considerado sustancias en las cuales el indice de refracción 
es diferente para luz polarizada en direcciones diferentes. De un valor muy práctico 
son aquellos cristales y otras sustancias en las cuales no solamente el indice, sino 
también el coeficiente de absorción es diferente para luz polarizada en direcciones 
diferentes. Mediante los mismos argumentos que sustentaron la idea de birrefringen- 
cia, es comprensible que la absorción pueda variar con la dirección en la cual las 
cargas son forzadas a vibrar en una sustancia anisotropa. La turmalina es un viejo, 
famoso ejemplo, y el polaroide es otro. El polaroide consiste en una delgada capa 
de pequeños cristales de herapatita (una sal de yodo y quinina), todas alineadas con 
sus ejes paralelos. Estos cristales absorben luz cuando las oscilaciones están en una 
dirección, y no absorben apreciablemente cuando las oscilaciones están en otras 
direcciones. 


Supongan que enviamos luz sobre una lamina de polaroide linealmente polariza- 
da en un angulo 0 con la dirección de pasada. ¿Cual intensidad pasara? Esta luz 
incidente puede ser resuelta en una componente perpendicular a la dirección de pasa- 
da, la cual es proporcional a sen (), y una componente según la dirección de pasada, 
la cual es proporcional a cos 0. La amplitud que sale del polaroide es solamente 
la parte coseno 0; la componente sen OU es absorbida. La amplitud que atraviesa 
el polaroide es más pequeña que la amplitud que entró, en un factor cos (). La ener- 
gla que atraviesa el polaroide, es decir, la intensidad de la luz, es porporcional al 
cuadrado de cos (). Cos? () es, entonces, la intensidad transmitida cuando la luz pola- 
rizada entra en un ángulo 0 con la dirección de pasada. La intensidad absorbida, 
naturalmente, es sen?0. 


Se presenta una interesante paradoja en la situación siguiente. Sabemos que 
no es posible enviar un rayo de luz a través de dos láminas polaroides con sus ejes. 
cruzados en ángulos rectos. Pero si colocamos una tercera lámina polaroide entre 
las primeras dos, con su eje de pasada a 45% con los ejes cruzados, algo de luz se 
transmite. Sabemos que el polaroide absorbe luz, no crea cosa alguna. Sin embargo, 
la colocación de un tercer polaroide a 45% permite que pase más luz. El análisis de 
este fenómeno se deja como ejercicio para el estudiante. 


Uno de los ejemplos más interesantes de polarización no está en cristales com- 
plicados o sustancias dificiles. sino en una de las más simples y familiares de las si- 
tuaciones —la reflexión de la luz en una superficie—. Créanlo o no, cuando la luz se 
refleja en una superficie de vidrio puede estar polarizada, y la explicación fisica de 
esto es muy simple. Fue descubierto empiricamente por Brewster que la luz reflejada 
en una superficie está completamente polarizada si el rayo reflejado y el rayo refrac- 
tado dentro del material forman un ángulo recto. La situación se ilustra en la figura 


33-4. Si el rayo incidente está polarizado en el plano de incidencia, no habrá reflec- 
ción 
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en absoluto. Sólo si el rayo incidente está polarizado normalmente al plano de inci- 
dencia será reflejado. Es muy fácil entender la razón. En el material reflector la 
luz está polarizada transversalmente, y sabemos que es el movimiento de las cargas 
en el material lo que genera el rayo emergente, al cual llamamos rayo reflejado. La 
causa de la asi llamada luz reflejada no es simplemente que el rayo incidente sea re- 
flejado; nuestra comprensión más profunda de este fenómeno nos dice que el rayo 
incidente provoca una oscilación de las cargas en el material, lo que a su vez genera 
el rayo reflejado. Está claro en la figura 33-4 que solamente las oscilaciones norma- 
les al papel pueden radiar en la dirección de reflexión, y consecuentemente el rayo 
reflejado estará polarizado normalmente al plano de incidencia. Si el rayo incidente 
está polarizado en el plano de incidencia, no habrá luz reflejada. 


Este fenómeno se demuestra fácilmente reflejando un rayo de luz linealmente 
polarizada en un pedazo de vidrio plano. Si el vidrio se gira para presentar diferentes 
ángulos de incidencia al rayo polarizado, se observa atenuación aguda de la intensi- 
dad reflejada cuando el ángulo de incidencia pasa a través del ángulo de Brewster. 
Esta atenuación se observa solamente si el plano de polarización yace en el plano 
de incidencia. Si el plano de polarización es normal al plano de incidencia, la in- 
tensidad reflejada usual se observa en todos los ángulos. 
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. Fig. 33-4. Reflexión de luz linealmen- Fig. 33-5. Una molécula de forma tal 
te polarizada en el ángulo de Brewster. La que no es simétrica bajo reflexión en un 
dirección de polarización se indica por espejo. Un rayo de luz, linealmente pola- 
flechas de trazos; los circulitos indican rizado en la dirección y, incide sobre la 


polarización normal al papel. molécula. 


33-5 Actividad óptica 


Otro notabilisimo efecto de la polarización se observa en materiales compuestos 
de moléculas que no tienen simetria de reflexión: moléculas semejantes a un saca- 
corchos, o como una mano enguantada, o de cualquier forma que mirada a través 
de un espejo estaria invertida en la misma forma que un guante izquierdo se refleja 
como un guante derecho. Supongamos que todas las moléculas de la sustancia son 
iguales, es decir, ninguna es una imagen especular de otra. Esa sustancia puede mos- 
trar un interesante efecto llamado actividad Óptica, en el cual, cuando la luz polari- 
zada pasa a través de la sustancia, la dirección de polarización rota alrededor del eje 
del rayo. 
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Para comprender el fenómeno de actividad óptica se requiere algún cálculo, pero 
podemos ver cualitativamente cómo se produce el efecto sin hacer realmente cálcu- 
los. Considere una molécula asimétrica en la forma de una espiral, como muestra 
la figura 33-5. Las moléculas no necesitan realmente tener formas como un saca- 
corchos para exhibir actividad óptica, pero ésta es una forma simple que tomaremos 
como ejemplo tipico de las que no tienen simetria de reflexion. Cuando un rayo de 
luz linealmente polarizado según la dirección y cae sobre esta molécula, el campo 
eléctrico forzara las cargas hacia arriba y hacia abajo de la hélice, generando asi 
una corriente en la dirección y e irradiando un campo eléctrico E, polarizado en la 
dirección y. Sin embargo, si los electrones están constreñidos a moverse a lo largo 
de la espiral, también deben moverse en la dirección x cuando son forzados hacia 
arriba y hacia abajo. Cuando una corriente fluye hacia arriba de la espiral, también 
está fluyendo hacia dentro del papel en z = z,, y hacia afuera del papel en z = z + 
+ A si A es el diametro de nuestra espiral molecular. Se puede suponer que la co- 
rriente en la dirección x no producirá radiación neta puesto que las corrientes están 
en direcciones opuestas en lados opuestos de la espiral. Sin embargo, si considera- 
mos las componentes x del campo eléctrico que llegan a z = z,, vemos que el cam- 
po irradiado por la corriente en z = z, + A y el campo irradiado en z = z, llegan 
a z, separados en el tiempo por la cantidad A/c, y por lo tanto separados en fase 
en 7 + wA/c. Como la diferencia de fase no es exactamente 7, los dos campos 
no se anulan exactamente, y nos queda una pequeña componente x en el campo 
eléctrico generado por el movimiento de los electrones en la molécula, mientras que 
el campo eléctrico excitador tenia solamente una componente y. Esta pequeña com- 
ponente x, sumada a la gran componente y, produce un campo resultante que está 
inclinado ligeramente respecto al eje y, la dirección original de polarización. A 
medida que la luz se mueve a través del material, la dirección de polarizacón rota 
alrededor del eje del rayo. Dibujando unos pocos ejemplos y considerando las co- 
rrientes que un campo eléctrico incidente pondrá en movimiento, uno se puede con- 
vencer que la existencia de la actividad Optica y el signo de rotación son indepen- 
dientes de la orientación de las moléculas. 


La miel de maiz es una sustancia común que posee actividad óptica. El fenómeno 
se demuestra fácilmente con una lámina de polaroide para producir un rayo li- 
nealmente polarizado, una celda de transmisión que contiene miel de maiz, y un se- 
gundo polaroide para detectar la rotación de la dirección de polarización a medida 
que la luz pasa a través del jarabe de maiz. 


33-6 Intensidad de la luz reflejada 


Consideremos ahora cuantitativamente el coeficiente de reflexión en función del 
angulo. La figura 33-6 (a) muestra una rayo de luz incidiendo sobre una superficie 
de vidrio, donde se refleja parcialmente y se refracta parcialmente en el vidrio. 
Supongamos que el rayo incidente, de amplitud unitaria, está linealmente polarizado 
normal al piano del papel. Llamaremos b a la amplitud de la onda reflejada, y a 
a la amplitud de la onda refractada. Las ondas refractadas y reflejadas estarán, por 
supuesto, linealmente polarizadas, y los vectores campo eléctrico de las ondas inci- 
dente, reflejada y refractada son todos paralelos entre sí. La figura 33-6 (b) muestra 
la misma situación, pero 
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Fig. 33-6. Una onda incidente de am- 
plitud unitaria se refleja y refracta en una 
superficie de vidrio. En (a) la onda inci- 
dente está linealmente polarizada normal- 
mente al plano del papel. En (b) la onda 
incidente está linealmente polarizada en 
la dirección indicada por el vector eléc- 
trico en trazos. 


e 


ahora suponemos que la onda incidente, de amplitud unitaria, está polarizada en el 
plano de papel. Llamemos ahora B y A a las amplitudes de las ondas reflejada y re- 
fractada, respectivamente. 


Deseamos calcular la intensidad de la reflexión en las dos situaciones ilustradas 
en las figuras 33-6 (a) y 33-6 (b). Sabemos ya que cuando el angulo entre el rayo 
reflejado y el rayo refractado es un ángulo recto, no habrá onda reflejada en la fi- 
gura 33-6 (b), pero veamos si no podemos obtener una respuesta cuantitativa, una 
fórmula exacta para B y b en función del ángulo de incidencia i. 


El principio que debemos comprender es el siguiente. Las corrientes que se gene- 
ran en el vidrio producen dos ondas. Primero, producen la onda reflejada. Además, 
sabemos que si no hubiera corrientes generadas en el vidrio, la onda incidente conti- 
nuaria directamente hacia el interior del vidrio. Recuerden que todas las fuentes en 
el mundo forman el campo resultante. La fuente del rayo de luz incidente produce 
un campo de amplitud unitaria que se moveria hacia el interior del vidrio a lo largo 
de la linea punteada en la figura. Este campo no se observa y, por lo tanto, las co- 
rrientes generadas en el vidrio deben producir un campo de amplitud —1 que se 
mueve a lo largo de la linea punteada. Usando esto, calcularemos la amplitud de las 
ondas refractadas a y A. 

En la figura 33-6 (a) vemos que el campo de amplitud b es irradiado por el mo- 
vimiento de cargas dentro del vidrio que están respondiendo a un campo a dentro 
del vidrio, y que por lo tanto b es proporcional a a. Podriamos suponer, puesto que 
nuestras dos figuras son exactamente iguales, excepto para la dirección de polariza- 
ción, que el cociente B/A sería la misma que la razón b/a. Esto no es completamen- 
te cierto, sin embargo, porque en la figura 33-6 (b) las direcciones de polarización 
no son todas paralelas entre si, como lo son en la figura 33-6 (a). Es sólo la compo- 
nente de A la que es perpendicular a B,A cos (i + r), la que es efectiva en producir 
B. La expresión correcta para la proporcionalidad es entonces 


b B 
Dot CTN 33.1 
a A cos (i + r) ( ) 


Ahora usamos un truco. Sabemos que tanto en (a) como en (b) de la figura 
33-6, el campo eléctrico en el vidrio debe producir oscilaciones de las cargas que 
generan un campo eléctrico de amplitud — 1, polarizado paralelo al rayo incidente, 
y moviéndose en la dirección de la linea punteada. Pero vemos en la parte (b) de la 
figura que solamente la componente de A, normal a la linea de trazos, tiene la pola- 
rización correcta para producir este campo, mientras que en la figura 33-6 (a) la 
amplitud completa a es efectiva, puesto que la polarización de la onda a es paralela 
a la polarización de la onda de amplitud — 1. Por lo tanto, 
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podemos escribir 


Á cos (i =è r) 7 zl (33.2) 
a =i’ 


puesto que las amplitudes en el primer miembro de la ecuación (33.2) producen cada 
una la onda de amplitud — 1. 
Dividiendo la ecuación (33.1) por la (33.2), obtenemos 


B _ cos(i+ r) 33.3 
b cos = r)’ (33) 
un resultado que podemos comparar con el que ya conocemos. Si hacemos (i + r) 
= 90%, la ecuación (33.3) da B = 0, como Brewster dice que deberia ser, por lo que 
nuestros resultados hasta ahora por lo menos no están evidentemente equivocados. 


Hemos supuesto amplitudes unitarias para las ondas incidentes, así que |B|? 
/1? es el coeficiente de reflexión para ondas polarizadas en el plano de incidencia, 
y |b|?/1? es el coeficiente de reflexión para ondas polarizadas perpendicularmente 
al plano de incidencia. El cociente de estos dos coeficientes de reflexión está determi- 
nado por la ecuación (33.3). 

¡Ahora realizamos un milagro, y calculamos no sólo el cociente, sino cada coefi- 
ciente | B|? y |b|? individualmente ! Sabemos por la conservación de la energía que la 
energia de la onda refractada debe ser igual a la energía incidente menos la energia 
de la onda reflejada, 1 - |B|? en un caso, 1 - |b]? en el otro. Además, la energía 
que pasa al interior del vidrio en la figura 33-6 (b) es a la energía que pasa al vidrio 
en la figura 33-6 (a), como la razón de los cuadrados de las amplitudes refractadas, 
| 41?/la|?. Uno podria preguntar si realmente sabemos cómo calcular la energia 
en el interior del vidrio, porque, después de todo, hay energias de movimientos de 
los atomos ademas de la energia del campo eléctrico. Pero es evidente que la tota- 
lidad de las diversas contribuciones a la energia total será proporcional al cuadrado 
de la amplitud del campo eléctrico. Por lo tanto, podemos escribir 


AE, (33.4) 


Ahora sustituimos la ecuación (33.2) para eliminar A/a de la expresión anterior, 
y expresamos B en función de b mediante la ecuación (33.3) 


I — Jbl? cos? (i -+ r) 
cos? (i — r) l f 
l — |bj? cos? (i — r) SN 


Esta ecuación contiene solamente una amplitud desconocida, b. Despejando |b} 


obtenemos 2, 
sen” (i — r) 


lbj? = E TD (33.6) 
y con la ayuda de (33.3) 
2 tan (i— r) 
| ~ tan? (i+ r) (307) 


¡Ási, pues, hemos encontrado el coeficiente de reflexión |b|? para una onda inciden- 
te polarizada 
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perpendicularmente al plano de incidencia, y también el coeficiente de reflexión |B}? 
para una onda incidente polarizada en el plano de incidencia! 


Es posible seguir con argumentos de esta naturaleza y deducir que b es real. Pa- 
ra demostrar esto, debe considerarse un caso donde la luz llega desde ambos lados 
de la superficie del vidrio en el mismo instante, una situación no fácil de disponer 
experimentalmente, pero divertida de analizar teóricamente. Si analizamos este caso 
general, podemos probar que b debe ser real, y por lo tanto, de hecho, que b = + 
sen (i —r)/sen (i + r). Es aún posible determinar el signo considerando el caso de 
una lámina, muy, muy delgada, en que hay reflexión desde las superficies frontal y 
trasera, y calculando cuánta luz se refleja. Sabemos cuánta luz deberia ser reflejada 
por una capa delgada, porque sabemos cuánta corriente se genera, y hasta hemos 
determinado los campos producidos por esas corrientes. 

Se puede demostrar por estos argumentos que 


sen (i — r) __ tn(i-r), 


—sen(i + r) tan +» 


(33.8) 


Estas expresiones para los coeficientes de reflexión en función de los ángulos de in- 
cidencia y de refracción se llaman fórmulas de reflexión de Fresnel. 


Si consideramos el límite cuando los ángulos i y r se aproximan a cero, encon- 
tramos, para el caso de incidencia normal, que B? ~ b? œ (i -r)} /(i+ r?, para 
ambas polarizaciones, puesto que los senos prácticamente iguales a los ángulos, co- 
mo también lo son las tangentes. Pero sabemos que sen ¿/sen r=n, y cuando los 
angulos son pequeños, i/ræ n. Asi, pues, es fácil demostrar que el coeficiente de 
reflexión para incidencia normal es 


2 5 b? = (n — 1 Ex 1y 
(+ 19? 

Es interesante determinar cuánta luz se refleja en incidencia normal en la su- 
perficie del agua, por ejemplo. Para el agua, n es 4/3, asi que el coeficiente de refle- 
xión es (1/7)=2%. En incidencia normal, solamente un dos por 100 de la luz se 
refleja en una superficie de agua. 


33-7 Refracción anómala 


El último efecto de polarización que consideraremos fue efectivamente uno de los 
primeros en ser descubierto: la refracción anómala. Unos marineros que visitaron 
Islandia trajeron de regreso a Europa cristales de espato de Islandia (CaCO,) que 
tenian la divertida propiedad de hacer que cualquier cosa vista a través del cristal 
apareciera duplicada, es decir, como dos imágenes. Esto llamó la atención de Huy- 
gens, y jugó un importante papel en el descubrimiento de la polarización. Como 
corrientemente sucede, los fenómenos que se descubren primero son los más dificiles, 
en última instancia, de explicar. Es solamente después que comprendemos entera- 
mente el concepto fisico, que podemos seleccionar cuidadosamente aquellos fenó- 
menos que demuestran el concepto más clara y simplemente. 

La refracción anómala es un caso particular de la misma birrefringencia que 
consideramos anteriormente. La refracción anómala se produce cuando el eje óptico, 
el eje largo de nuestras moléculas asimétricas, no es paralelo a la superficie del cristal. 
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Fig. 33-7. El diagrama superior muestra 
la trayectoria del rayo ordinario a través de un 
cristal birrefringente. El rayo extraordinario se 
muestra en el diagrama inferior. El eje óptico 
yace en el plano del papel. 


En la figura 33-7 están dibujadas dos piezas de material birrefringente, con el 
eje Óptico, tal como se muestra. En la figura superior, el rayo incidente que cae so- 
bre el material está linealmente polarizado en una dirección perpendicular al eje óp- 
tico del material. Cuando este rayo choca con la superficie del material, cada punto 
de la superficie actúa como una fuente de unå onda que viaja dentro del cristal con 
velocidad v,, la velocidad de la luz en el cristal cuando el plano de polarización es 
normal al eje óptico. El frente de onda es justamente la envolvente o lugar geomé- 
trico de todas estas pequeñas ondas esféricas, y este frente de onda se mueve dere- 
cho a través del cristal, y sale por el otro lado. Este es precisamente el comporta- 
miento ordinario que esperariamos, y este rayo se llama rayo ordinario, 


En la figura inferior, la luz linealmente polarizada que incide sobre el cristal tiene 
su dirección de polarización girada en 90%, así que el eje Óptico yace en el plano de 
polarización. Si ahora consideramos las pequeñas ondas que se originan en cual- 
quier punto de la superficie del cristal, vemos que no se esparcen como ondas esfé- 
ricas. La luz viajando a lo largo del eje óptico viaja con velocidad v; , porque la po- 
larización es perpendicular al eje Optico, mientras que la luz viajando perpendicular 
al eje óptico viaja con velocidad v}, porque la polarización es paralela al eje óptico. 
En un material birrefringente v) = v,, y en la figura v} < v,. Un analisis más com- 
pleto demostrara que las ondas se esparcen en la superficie de un elipsoide. con el 
eje óptico como eje mayor del elipsoide. La envolvente de todas esas pequeñas on- 
das elipticas es el frente de onda que avanza a través del cristal en la dirección mos- 
trada. De nuevo, en la superficie posterior, el rayo será deflectado justamente como 
lo fue en la superficie frontal, asi que la luz emerge paralela al rayo incidente. pero 
desplazada de éste. Claramente. este rayo no sigue la ley de Snell. sino que sigue 
en una dirección extraordinaria. Por lo tanto se le llama rayo extraordinario. 


Cuando un rayo no polarizado incide sobre un cristal refractante anómalo. se 
separa en un rayo ordinario. que atraviesa directamente de la manera normal. y en 
un rayo extraordinario que se desplaza a medida que atraviesa el cristal. Esos dos 
rayos emergentes están linealmente polarizados perpendicularmente entre si. Que 
esto es verdad se puede demostrar facilmente con una lamina de polaroide para ana- 
lizar la 
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polarización de los rayos emergentes. Podemos también demostrar que nuestra inter- 
pretación de este fenómeno es correcta, enviando luz linealmente polarizada dentro 
del cristal. Mediante una orientación adecuada de la dirección de polarización del 
rayo incidente, podemos hacer que esta luz atraviese directamente sin desdoblamiento, 
o podemos hacer que atraviese sin desdoblamiento, pero con un desplazamiento. 


Fig. 33-8. Dos vectores de igual am- 


plitud rotando en sentido opuesto se su- Fig. 33-9. Una carga moviéndose en 
man para producir un vector en una un círculo en respuesta a luz circularmen- 
dirección fija, pero con amplitud oscilante. te polarizada. 


Hemos representado todos los casos diferentes de polarización en las figuras 
33-1 y 33-2, como superposiciones de dos casos especiales de polarización, espe- 
cificamente x e y, en cantidades y fases diversas. Otros pares podrian haberse usado 
igualmente bien. Polarización según cualquier par de ejes x’ e y” perpendiculares, 
inclinados con respecto a x e y, servirian igualmente ¡por ejemplo, cualquier polari- 
zación puede estar formada de la superposición de casos (a) y (e) de la figura 33-21 
Es interesante, sin embargo, que esta idea puede ser ampliada también a otros casos. 
Por ejemplo, cualquier polarización lineal puede estar formada por la superposición 
de cantidades adecuadas con fases adecuadas de polarizaciones circulares derecha 
e izquierda |casos (c) y (g) de la figura 33-2|, puesto que dos vectores iguales rotan- 
do en direcciones opuestas se suman para dar un vector único oscilando en una 
linea recta (figura 33-8). Si la fase de uno está desplazada respecto del otro, la línea 
es inclinada. Asi, pues, todos los dibujos de la figura 33-1 podrian rotularse “la su- 
perposición de cantidades iguales de luz circularmente polarizada derecha e izquier- 
da con diferentes fases relativas”. Cuando la componente izquierda se corre detrás 
de la derecha en fase, la dirección de la polarización lineal cambia. Por lo tanto, los 
materiales Ópticamente activos son, en un sentido, birrefringentes. Sus propiedades 
pueden ser descritas diciendo que tienen diferentes indices para luz circularmente 
polarizada derecha e izquierda. La superposición de luz circularmente polarizada 
derecha e izquierda de diferentes intensidades produce luz elipticamente polarizada. 


La luz circularmente polarizada tiene Otra propiedad interesante —transporta 
momentum angular (respecto a la dirección de propagación). Para ilustrar esto, su- 
pongamos que esa luz cae sobre un átomo representado por un oscilador armónico 
que se puede desplazar igualmente bien en cualquier dirección en el plano xy. En- 
tonces el desplazamiento x del electrón responderá a la componente E, del campo 
mientras que la componente y responde, igualmente, a la componente E, del campo 
pero retrasado de fase en 90%, f 
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Esto es, el electrón que responde gira en un circulo con velocidad angular w, en 
respuesta al campo eléctrico rotatorio de la luz (figura 33-9). Dependiendo de las ca- 
racteristicas de amortiguamiento de la respuesta del oscilador, la dirección del des- 
plazamiento a de electrón y la dirección de la fuerza qe E sobre él no necesitan ser 
las mismas, sino que rotan juntas. El E puede tener una componente perpendicular 
a, de modo que se hace trabajo sobre el sistema y se ejerce un torque r, El trabajo 
hecho por segundo es tes. En un periodo de tiempo T, la energia absorbida es twT, 
mientras que TT es el momentum angular cedido a la materia que absorbe la energia. 
Vemos, por lo tanto, que un rayo de luz circularmente polarizado que contiene una 
energía total e transporta un momentum angular (con vector dirigido según la di- 
rección de propagación) e/w. Porque cuando este rayo es absorbido se cede ese 
momentum al absorbente. La luz circularmente polarizada a izquierda transporta 


momentum angular de signo opuesto, — € /w. 
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34-1 Fuentes en movimiento 


En este capitulo describiremos varios efectos misceláneos relacionados con la 
radiación, y entonces habremos terminado con la teoría clásica de la propagación 
de la luz. En nuestro análisis de la luz, hemos ido bastante lejos, y con considerable 
detalle. El único fenómeno de alguna consecuencia asociado con la radiación electro- 
magnética que no hemos discutido, es qué sucede si ondas de radio están contenidas 
en una caja con paredes reflectoras, siendo el tamaño de la caja comparable con una 
longitud de onda, o si éstas son transmitidas en un tubo largo. Los fenómenos de los 
asi llamados resonadores de cavidad y guías de ondas serán discutidos más tarde; 
usaremos primero otro ejemplo físico —el sonido— y luego volveremos a este tema. 
Este capitulo, excepto en esto, es nuestra última consideración de la teoria clásica 
de la luz. 


Podemos resumir todos los efectos que discutiremos ahora, haciendo notar que 
ellos tienen que ver con los efectos de fuentes de movimiento. Ya no supondremos 
más que la fuente está localizada, con todo su movimiento a una velocidad relati- 
vamente baja alrededor de un punto fijo. 


Recordemos que las leyes fundamentales de la electrodinámica dicen que, a gran- 
des distancias de una carga móvil, el campo eléctrico está dado por la fórmula 


(34.1) 


La segunda derivada del versor ep» que apunta en la dirección aparente de la carga, 
es el aspecto determinante del campo eléctrico. Este versor no apunta hacia la posi- 
ción presente de la carga, naturalmente, sino más bien en la dirección en que la 
carga pareceria estar, si la información viaja solamente con la velocidad finita e desde 
la carga al observador. 
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A an Fig. 34-1. La trayectoria de una carga 
ERRE Te a ER móvil. La verdadera posición en el tiempo T 
G oi está en T, pero la posición retardada está 
S en A. 


Asociado con el campo eléctrico hay un campo magnético, siempre perpendicu- 
lar al campo eléctrico y perpendicular a la dirección aparente de la fuente, dado por 
la fórmula. 


B = —ep X E/c. (34.2) 


Hasta ahora hemos considerado solamente el caso en que los movimientos son a 
velocidades no relativistas; asi que no hay movimiento apreciable a considerarse 
en la dirección de la fuente. Ahora seremos más generales y estudiaremos el caso 
en que el movimiento tiene una velocidad arbitraria, y veremos qué efectos diferentes 
pueden esperarse en aquellas circunstancias. Dejaremos que el movimiento tenga una 
velocidad arbitraria, pero naturalmente supondremos aún que el detector está muy 
lejos de la fuente. 

Ya sabemos, por nuestra discusión en el capítulo 28, que las únicas cosas que 
cuentan en d?.ep»/ dt? son los cambios en la dirección de ep» Sean (x, y, z) las coor- 
denadas de la carga, con z medida a lo largo de la dirección de observación (Figu- 
ra 34-1). En un momento dado en el tiempo, digamos el instante zt, las tres compo- 
nentes de la posición son x (t), y (t), y z (t). La distancia R es muy aproximada- 
mente igual a R (t) = R, + z (tr). Ahora bien, la dirección del versor eg: depende 
principalmente de x e y, pero muy poco de z; las componentes transversales del 
versor son x/R e y/R, y cuando derivamos esas componentes, obtenemos términos 
como R? en el denominador: 


d(x/R) _dx/dt dz x 
d OR dt R? 


Asi, cuando estamos suficientemente lejos, los únicos términos de los que tenemos 
que preocuparnos son las variaciones de x e y. Asi, pues, eliminamos el factor Ra 
y obtenemos 
E. = q dx 
ES 4r€oc?Ro de? 


a E e 34 
E, ¿rreoc?Ro dee * 239 


donde R, es más o menos la distancia a q; tomémosla como la distancia OP al ori- 
gen de las coordenadas (x, y, z). Entonces el campo eléctrico es una constante mul- 
tiplicada por una cosa muy simple, las segundas derivadas de las coordenadas xe y. 
(Podriamos expresarlo mås matemáticamente, llamando x e y» las componentes 
transversales del vector de posición r de la carga, pero esto no agrega mayor cla- 
ridad.) 

Por supuesto, nos damos cuenta que las coordenadas deben ser medidas en el 
tiempo retardado. Aqui encontramos que z (r) sí afecta al retardo. ¿Cuál es el tiem- 
po retardado? Si se llama í al tiempo de observación (el tiempo en P), entonces 
el tiempo r al cual 
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esto corresponde en A, no es el tiempo / sino que está retardado por la distancia 
total que la luz tiene que viajar, dividido por la velocidad de la luz. En primera apro- 
ximación, este retardo es R¿/c, una constante (una caracteristica no interesante), pero 
en la aproximación siguiente debemos incluir los efectos de la posición en la dirección 
z en el tiempo T, porque si q está un poco alejada hacia atrás, hay un retardo un poco 
mayor. Este es un efecto que hemos despreciado anteriormente, y es el único cambio 
que se necesita para hacer validos nuestros resultados para todas las velocidades. 


Lo que debemos hacer ahora es escogér cierto valor £ y calcuiar el valor t a 
partir de él, y encontrar donde estaban x e y en aquel t. Estos son entonces los 
x e y retardados, que llamaremos x’ e y”, cuyas derivadas segundas determinan el 
campo. Asi, pues, t está determinado por 


q Ro z(r) 
AA 


x) = xr) yA = yr). (34.4) 


Ahora bien, éstas son ecuaciones complicadas, pero es suficientemente fácil hacer 
un cuadro geométrico para describir su solución. Este cuadro nos dará una buena 
idea cualitativa de cómo funcionan las cosas, pero aún se requiere mucha matemá- 
tica detallada para deducir los resultados precisos de un problema complicado. 


Al observador 


Fig. 34-2. Una solución geométrica de la ecuación (34.5) para encontrar x ft). 


34-2 Un modo de hallar el movimiento “aparente” 


La ecuación anterior tiene una simplificación interesante. Si despreciamos el 
retardo constante R/c, que no interesa, que sólo significa que debemos cambiar 
el origen de í en una constante, entonces esto dice que 


ct = er + z(7), x = x(T), y = y(T). (34.5) 


Ahora necesitamos encontrar x’ e y’ como funciones de £, no de t, y podemos hacer 
esto de la manera siguiente: la ecuación (34.5) dice que deberiamos tomar el movi- 
miento real y agregar una constante (la velocidad de la luz) multiplicada por t. Lo 
que esto quiere decir está mostrado en la figura 34-2. Tomamos el movimiento real 
de la carga (mostrado a la izquierda) y nos imaginamos que a medida que se mueve 
está siendo arrastrada desde el punto P con la velocidad de la luz c (no hay contrac- 
ciones relativistas o cualquier cosa como ésta; esto es sólo una suma matemática 
de los cr). En esta forma obtenemos un nuevo movimiento donde la 
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coordenada según la visual es cf como se muestra a la derecha. (La figura muestra 
el resultado para un movimiento bastante complicado en un plano, pero, por supues- 
to, el movimiento puede no estar en un plano; puede ser aún más complicado que el 
movimiento en un plano.) La cuestión es que ahora la distancia horizontal (es decir, 
según la visual) no es más la antigua z, sino z + cr, y por lo tanto es cf. ¡Asi que 
hemos encontrado una representación de la curva, x’ (e y”) en función de £! Todo lo 
que tenemos que hacer para encontrar el campo es buscar la aceleración de esta 
curva, o sea, derivar dos veces. Asi, pues, la respuesta final es: para encontrar el 
campo eléctrico de una carga móvil tómese el movimiento de la carga y trasladeselo 
hacia atrás con la velocidad c para “abrirlo”; luego la curva asi dibujada es una 
curva de las posiciones x’ e y’ en función de £, La aceleración de esta curva da el 
campo eléctrico en función de £. O, si queremos, podemos ahora imaginar que toda 
esta curva “rígida” se mueve hacia adelante con velocidad c a través del plano vi- 
sual, de manera «ae el punto de intersección con el plano visual tiene las coordena- 
das x’ e y’, La aceleración de este punto produce el campo eléctrico. Esta solución 
es tan exacta como la fórmula de que partimos —es simplemente una representación 
geométrica. 


Fig. 34-3. La curva xt) para una partícula que se mueve con velocidad constante 
v = 0,94c, un círculo. 


Si el movimiento es relativamente lento, si tenemos, por ejemplo, un oscilador 
que sólo sube y baja lentamente, entonces, cuando disparamos ese movimiento con 
la velocidad de la luz, obtendriamos por supuesto una simple curva coseno, y eso da 
una fórmula que habiamos estado buscando por mucho tiempo: da el campo pro- 
ducido por una carga oscilante. Un ejemplo más interesante es un electrón movién- 
dose rápidamente, casi a la velocidad de la luz, en un círculo. Si miramos en el 
plano del círculo, el (1) retardado aparece como muestra la figura 34-3. ¿Qué es 
esta curva? Si imaginamos un radio vector desde el centro del circulo a la carga y 
si extendemos esta linea radial un poco más allá de la carga, sólo un poquito si se 
mueve rápido, entonces llegamos a un punto de la linea que va a la velocidad de la 
luz. Por lo tanto, cuando trasladamos este movimiento hacia atrás con la velocidad 
de la luz, eso corresponde a tener una rueda con una carga sobre ella rodando hacia 
atrás (sin deslizar) con la velocidad de la luz; así encontramos una curva que es muy 
parecida a una cicloide -se llama hipocicloide—. Si la carga va con una velocidad 
muy cercana a la de la luz, las “cuspides” son en verdad muy agudas; si fuera a 
exactamente la velocidad de la luz, serian cúspides reales, infinitamente agudas. 

“Infinitamente agudas” es interesante; significa que cerca de una cúspide, la segunda 
derivada es enorme. Una vez en cada ciclo obtenemos un pulso agudo de campo 
eléctrico. Esto no es todo lo que obtendriamos de un movimiento no relativista, 
donde cada vez que la carga da vueltas, hay una 
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oscilación de aproximadamente la misma “intensidad” todo el tiempo. En cambio, 
hay pulsos muy agudos de campo eléctrico a intervalos de tiempo 1/7, donde 7, es 
el periodo de revolución. Estos intensos campos eléctricos son emitidos en un estre- 
cho cono en la dirección del movimiento de la carga. Cuando la carga se aleja de P, 
hay muy poca curvatura y hay muy poco campo irradiado en la dirección de P. 


34-3 Radiación sincrotrónica 


En el sincrotrón tenemos electrones muy rápidos moviéndose en trayectorias 
circulares; están viajando casi a la velocidad c ¡y es posible ver la radiación ante- 
dicha como luz real! Discutamos esto con mayor detalle. 


En el sincrotrón tenemos electrones que dan vueltas en circulos en un campo 
magnético uniforme. Veamos primero por qué ellos van en circulos. Conforme a la 
ecuación (12-10), sabemos que la fuerza sobre una partícula en un campo magné- 
tico está dada por 


= qv X B, (34.6) 


y es perpendicular al campo y a la velocidad. Como siempre, la fuerza es igual a la 
derivada del momentum respecto al tiempo. Si el campo está dirigido hacia arriba 
saliendo del papel, el momentum de la particula y la fuerza sobre ésta, son como 
muestra la figura 34-4. Como la fuerza es perpendicular a la velocidad, la energia 
cinética, y por lo tanto la velocidad, permanece constante. Todo lo que hace el 
camp magnético es cambiar la dirección del movimiento. En un corto tiempo Alf, 
el vector momentum cambia en ángulo recto a si mismo en una cantidad Ap = 

= FA, y por lo tanto p gira en un ángulo AQ = Ap/p = gvBAt/p, puesto que 
|F] = qvB. Pero en este mismo tiempo la particula ha viajado una distancia As = 
= v At, Evidentemente, las dos lineas AB y CD se interceptarán en un punto O tal 
que OA = OC = R, donde As = R A8. Combinando esto con las expresiones 
anteriores, encontramos R A0/A! = Rœ = v = quBR/p, de donde encontramos 


p = qBR (34.7) 


= quB/p. (34.8) 


Como este mismo razonamiento se puede aplicar durante el instante siguiente, el que 
sigue, y asi sucesivamente, concluimos que la particula debe estar moviéndose en un 
círculo de radio R con velocidad angular w. 


Fig. 34-4. Una partícula cargada se mue- 
ve en una trayectoria circular (o helicoidal) en 
un campo magnético uniforme. 
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El resultado de que el momentum de la partícula sea igual a la carga por el radio 
por el campo magnético, es una ley muy importante que se usa mucho. Es impor- 
tante para fines prácticos, porque si tenemos particulas elementales que tienen todas 
la misma carga y las observamos en un campo magnético, podemos medir los radios 
de curvatura de sus órbitas y, conociendo el campo magnético, determinar así el mo- 
mentum de las partículas. Si multiplicamos ambos lados de la ecuación (34.7) por c, 
y expresamos q en términos de la carga electrónica, podemos medir el momentum 
en unidades electronvolt. En esas unidades nuestra fórmula es: 


pc(ev) = 3 X 10%(g/g.)BR, (34.9) 


donde B, R y la velocidad de la luz, están todas expresadas en el sistema MKS, 
siendo la última numéricamente igual a 3 x 108. 


La unidad MKS de campo magnético se llama weber: por metro cuadrado. Hay 
una unidad más antigua que está aún en uso corriente, llamada gauss. Un we- 
ber/m”? es igual a 10% gauss. Para dar una idea de lo grandes que son los campos 
magnéticos, el campo magnético más intenso que se puede producir en el hierro es 
de 1,5 x 10% gauss; más allá de eso, la ventaja de usar hierro desaparece. Hoy dia 
los electroimanes con bobinas superconductoras son capaces de producir campos 
constantes de intensidad superior a 10° gauss, esto es, 10 unidades MKS. El campo 
de la tierra en el ecuador es de unas pocas décimas de gauss. 

Volviendo a la ecuación (34.9) podríamos imaginar el sincrotrón funcionando 
con mil millones de electronvolts, así pc seria 10% para mil millones de electronvolts. 
(Volveremos a la energia dentro de un momento.) Luego, si tuviéramos un B corres- 
pondiente a, digamos, 10.000 gauss, que es un campo bien considerable, una unidad 
MKS, entonces vemos que R debería ser 3,3 metros. El radio real del sincrotrón 
del Caltech es de 3,7 metros, el campo es un poco más grande y la energia es de 
1.500 millones, pero la idea es la misma. Así, pues, tenemos ahora una idea de por 
qué el sincrotrón tiene el tamaño que tiene. 

Hemos calculado el momentum, pero sabemos que la energia total, incluyendo 
la energía en reposo, está dada por W = yp + m e, y para un electrón la 
energía en reposo correspondiente a mc? es de 0,511 x 10% eV, de modo que cuan- 
do pc es 10? eV podemos despreciar mc?, y asi, para todos los fines prácticos, 
W = pc cuando las velocidades son relativistas. Es prácticamente lo mismo decir 
que la energía de un electrón es mil millones de electronvolts que decir que el mo- 
mentum per c es mil millones de electronvolts. Si W = 10? eV ¡es fácil demostrar 
que la velocidad difiere de la velocidad de la luz en sólo una parte en ocho millones! 


Volvamos ahora a la radiación emitida por tal particula. Una particula movién- 
dose en un circulo de radio 3,3 metros, o sea 20 metros de circunferencia, da vuelta 
una vez en alrededor del tiempo que demora la luz en viajar 20 metros. Entonces 
la longitud de onda que esa particula deberia emitir deberia ser de 20 metros —en 
la región de onda corta de radio—. Pero debido al efecto de amontonamiento que 
hemos estado discutiendo (Fig. 34-3) y debido a que la distancia en la cual debe- 
mos extender el radio para alcanzar la velocidad c es solamente de una parte en 
ocho millones del radio, las cúspides de las hipococicloides son enormemente agu- 
das comparadas con la distancia entre ellas. La aceleración que implica una segunda 
derivada con respecto al tiempo, se hace dos veces el “factor de compresión” de 
8 x 10%, debido a que la escala de tiempo se reduce en ocho millones dos veces 
en las 
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~- Pulso desde el electrón 


Radiación dispersada 
por la red 
Fig. 34-5. La luz, que incide sobre una 
red «como un simple pulso agudo, se dispersa 
P en diversas direcciones como luz de diferen- 
BA tes colores. 


vecindades de la cúspide. Así pues, debemos esperar que la longitud de onda efec- 
tiva sea mucho más corta, del orden de 64 veces 10'2más pequeña que 20 me- 
tros, y eso corresponde a la región de rayos X. (Realmente, la cúspide misma no es 
el único factor determinante; debe también incluirse una cierta región alrededor de 
la cúspide. Esto cambia el factor a la potencia 3/2 en vez del cuadrado. pero aún 
nos deja por encima de la región óptica.) Asi, aun cuando un electrón moviendose 
lentamente habria irradiado ondas de 20 metros, ¡el efecto relativista acorta la lon- 
titud de onda tanto que la podemos ver! Evidentemente, la luz deberia estar polari- 
zada con el vector eléctrico perpendicular al campo magnético uniforme. 


IAN DAEN Fig. 34-6. El campo eléctrico total debi- 
do a una serie de (a) pulsos agudos y (b) pul- 
ta) (b) sos suaves. 


Para apreciar mayormente qué observariamos, supongan que fuéramos a tomar 
esa luz (para simplificar las cosas, dado que estos pulsos están tan separados en el 
tiempo, tomaremos solamente un pulso) y la dirigimos sobre una red de difracción, 
que consiste en muchos alambres dispersores. Después que este pulso se aleja del 
reticulo, ¿qué vemos? (Deberiamos ver luz roja, luz azul, etc., si es que vemos algu- 
na luz.) ¿Qué vemos efectivamente? El pulso golpea la red centralmente, y todos 
los osciladores de la red, juntos, son violentamente movidos hacia arriba y luego 
hacia «abajo de nuevo, solamente una vez. Producen entonces efectos en varias direc- 
ciones, como muestra la figura 34-5. Pero el punto P está mas cerca de un extremo 
del reticulo que del otro, por lo que en este punto el campo eléctrico llega primero 
desde el alambre A, después desde B, y asi sucesivamente; finalmente, llega el pulso 
del último alambre. En resumen, la suma de las reflexiones de todos los alambres 
sucesivos se muestra en la figura 34-6 (a); es un campo eléctrico que es una serie 
de pulsos, y es muy parecido a una onda sinusoidal, cuya longitud de onda es la 
distancia entre los pulsos, ¡justamente como lo seria para luz monocromática inci- 
diendo sobre la red! Asi, obtenemos luz coloreada, de veras. Pero, con el mismo 
razonamiento, ¿no obtendremos luz a partir de cualquier tipo de “pulso”? No. Su- 
pongan que la curva fuera mucho más suave; entonces sumariamos todas las ondas 
dispersadas, separadas por un pequeño tiempo entre ellas (Fig. 34-6 b). Luego vemos 
que el campo no se sacudiría en absoluto, seria una curva muy suave porque cada 
pulso no varía mucho en el intervalo de tiempo entre los pulsos. 
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Fig. 34-7. La nebulosa del cangrejo vista con todos colores (sin filtro). 


La radiación electromagnética emitida por partículas relativistas cargadas circu- 
lando en un campo magnético, se llama radiación sincrotrónica. Se llama asi por 
razones obvias, pero no está especificamente limitada a los sincrotrones, o siquiera 
a laboratorios terrestres. ¡Es excitante e interesante que también ocurra en la na- 
turaleza! 


34-4 Radiación sincrotrónica cósmica 


En el año 1054, las civilizaciones china y japonesa estaban entre las más avan- 
zadas del mundo; estaban conscientes del universo externo, y registraron aquel año 
algo muy notable, una estrella explosiva y brillante. (Es extraordinario que ninguno 
de los monjes europeos, quienes escribian todos los libros en la edad media, ni si- 
quiera se molestaran en escribir que explotó una estrella en el cielo, pero no lo hi- 
cieron.) Hoy podemos tomar una fotografía de aquella estrella, y lo que vemos se 
muestra en la figura 34-7. En el exterior hay una gran masa de filamentos rojos, 
que se produce por los átomos del gas diluido “sonando” con sus frecuencias natu- 
rales; esto forma un brillante espectro de lineas con diferentes frecuencias en él. 
Resulta que, en este caso, el rojo se debe al nitrógeno. En cambio, en la región cen- 
tral hay una misteriosa mancha de luz borrosa con una distribución continua de fre- 
cuencias, es decir, no hay frecuencias especiales asociadas con átomos individuales, 
Tampoco es polvó “encendido” por las estrellas vecinas, lo que es una manera de 
obtener un espectro continuo. Podemos ver estrellas a través de ella; asi que es 
transparente, pero está emitiendo luz. 


En la figura 34-8 observamos el mismo objeto, usando luz en una región del 
espectro que no tiene lineas espectrales brillantes, asi que podemos ver solamente 
la región central. Pero en este caso, también se han puesto polarizadores en el teles- 
copio, y las dos vistas corresponden 
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. » ». 
Fig. 34-8. La nebulosa del cangrejo vista 
a través de un filtro azul y un polaroide. (a) El 
vector eléctrico vertical. (b) El vector eléctrico 
horizontal. 


a dos orientaciones, diferentes en 90%, ¡Vemos que las fotografias son diferentes! Es 
decir, la luz está polarizada. La razón es, presumiblemente, que hay un campo mag- 
nético local, y muchos electrones muy rápidos moviéndose en aquel campo magné- 
tico. 

Hemos ilustrado ya cómo los electrones pueden dar vueltas alrededor del campo 
en un circulo. A esto podemos agregar, naturalmente, cualquier movimiento uni- 
forme en la dirección del campo, puesto que la fuerza qv x B, no tiene componente 
en esta dirección, y como hemos indicado, la radiación sincrotrónica está evidente- 
mente polarizada en dirección perpendicular a la proyección del campo magnético 
sobre el plano visual. 

Reuniendo estos dos hechos, vemos que en una región donde una fotografía 
es brillante y en la otra es negra, la luz debe tener su campo eléctrico completamente 
polarizado en una dirección. Esto significa que hay un campo magnético perpendicu- 
lar a esta dirección, mientras en las otras regiones, donde hay una fuerte emisión 
en la otra fotografia, el campo magnético debe estar de la otra manera. Si observa- 
mos cuidadosamente la figura 34-8, podemos notar que hay, en términos aproxima- 
dos, un conjunto general de “lineas” que van en una dirección en una foto, y per- 
pendicularmente a ésta en la otra. Las fotografías muestran un tipo de estructura 
fibrosa. Presumiblemente, las lineas del campo magnético tenderán a extenderse a 
distancias relativamente grandes en su propia dirección, y asi, presumiblemente, hay 
grandes regiones de campo magnético con todos los electrones dando vueltas en es- 
piral en un sentido, mientras en otra región el campo está en otro sentido, y los elec- 
trones están también dando vueltas en espiral en ese sentido. 

¿Qué es lo que mantiene tan alta la energia de los electrones durante tanto 
tiempo? Después de todo ya hace 900 años que se produjo la explosión. ¿Cómo 
pueden seguir moviéndose tan rápido? Cómo mantienen su energia y cómo toda 
esta cosa sigue evolucionando no se entiende todavia completamente. 


34-5 “Bremsstrahlung” 


A continuación mencionaremos brevemente otro interesante efecto de una par- 
ticula en movimiento rápido que irradia energía. La idea es muy similar a la que ya 
hemos discutido. Supongan que en un pedazo de materia hay particulas cargadas 
y un electrón muy rápido, digamos, se aproxima (figura 34-9). Entonces, debido al 
campo eléctrico alrededor del núcleo atómico, el electrón es atraido, acelerado. de 
manera que la curva de su movimiento tiene un ligero codo o dobladura en ella. Si 
el electrón está viajando 


casi a la velocidad de la luz, ¿cuál será el campo eléctrico producido en dirección c? 
Recuerden nuestra regla: tomamos el movimiento real, lo trasladamos hacia atrás con 
la velocidad c, y eso da una curva cuya curvatura mide el campo eléctrico. Estaba 
aproximándose hacia nosotros con la velocidad v, asi obtenemos un movimiento hacia 
atrás con el cuadro completo comprimido dentro de una distancia menor en la propor- 
ción en que c —v es menor que c. Así, si 1--v/c << 1, hay una curvatura muy aguda 
y rápida en B’, y cuando tomamos la segunda derivada de aquélla, obtenemos un cam- 
po muy fuerte en la dirección del movimiento. Así, cuando electrones muy rápidos 
se mueven a través de la materia, lanzan radiación en la dirección hacia adelante. Esto 
se llama bremsstrahlung.* En realidad, el sincrotón se usa, no tanto para producir 
electrones de alta energía (realmente si pudiéramos sacarlos de la maquina más conve- 
nientemente, no diríamos esto) como para producir fotones de energia muy alta (rayos 
gamma) haciendo pasar los electrones a través de un “blanco” de tungsteno sólido, 
y dejándolos irradiar fotones mediante este efecto de bremsstrahlung. 
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Fig. 34-9. Un electrón rápido al pa- 
sar cerca de un núcleo irradia energía en Fig. 34-10. Las curvas x- z y x'-t 
la dirección de su movimiento. de un oscilador en movimiento. 


34-6 El efecto Doppler 


Pasemos ahora a considerar algunos otros efectos de fuentes en movimiento. 
Supongan que la fuente es un átomo quieto que está oscilando a una de sus frecuen- 
cias naturales, wọ. Entonces sabemos que la frecuencia de la luz que observariamos 
es Wo. Pero ahora tomemos otro ejemplo, en el cual tenemos un oscilador similar 
oscilando con una frecuencia «w,, y al mismo tiempo el átomo entero, todo el osci- 
lador, se mueve con velocidad y en dirección hacia el observador. Entonces, el movi- 
miento real en el espacio es, naturalmente, como se muestra en la figura 34-10 (a). 
Ahora hacemos nuestro juego usual, sumamos cr; es decir, trasladamos la curva 
entera hacia atrás y encontramos entonces que oscila como en la figura 34-10 (b). 
En una cantidad dada de tiempo t, cuando el oscilador debería haber viajado una 
distancia vr, sobre el diagrama x’ en función de cf viaja una distancia (c — v) 7. 
Asi, pues, todas las oscilaciones de frecuencia w, en el tiempo Ar se encuentran 
ahora en el intervalo Ar = (1—v/c) Ar; se aplastan y a medida que esta curva pase 
por nosotros a velocidad c, veremos luz de una frecuencia más alta, más alta en 
justamente el factor de compresión (1 — y/c). Entonces observamos 


a (34.10) 


Naturalmente, podemos analizar esta situación de varias maneras. Supongan 
que el átomo estuviera emitiendo, en vez de ondas sinusoidales, una serie de pulsos, 
pi, pi, pi, pi, con cierta frecuencia w,. ¿Con qué frecuencia los recibiriamos? El 


* N. del T.: Palabra alemana que significa radiación de frenado y que usan los fisicos de todas 


las lenguas. 
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primero llega con cierto retardo, pero el próximo está menos retardado porque en el 
interin el átomo se mueve más cerca del receptor. Por lo tanto, el tiempo entre los 
“pi” disminuye por el movimiento. Si analizamos la geometria de la situación, en- 
contramos que la frecuencia de los pi aumenta en el factor 1/(1 —/c). 


¿Será entonces w = Wy/(1-v/c) la frecuencia que se observaria si tomáramos 
un átomo ordinario, que tuviera una frecuencia natural wọ, y se moviera con velo- 
cidad y hacia el observador? No; sabemos la frecuencia natural w, de un átomo 
en movimiento no es la misma que la medida cuando está quieto, debido a la dilata- 
ción relativista de la velocidad del transcurrir del tiempo. Entonces, si w, fuera la 
frecuencia natural modificada, œw, seria 


w = we VI — v?/e?, (34.11) 


Por lo tanto, la frecuencia observada w es 


ORAR TE (34.12) 
l — v/e i 
El corrimiento de frecuencia observado en la situación anterior, se llama efecto 


Doppler: si algo se mueve hacia nosotros, la luz que emite aparece más violeta, y si 
se aleja, aparece más roja. 


Daremos ahora dos deducciones más de este mismo interesante e importante re- 
sultado. Supongan ahora que la fuente está quieta y está emitiendo ondas de fre- 
cuencia wọ mientras que el observador está moviéndose hacia la fuente a la veloci- 
dad v. Después de cierto periodo de tiempo f, el observador se habrá movido a una 
nueva posición, una distancia ví desde donde el estaba en £ =,0. ¿Cuántos radianes 
de fase habrá visto pasar? Un cierto número, «w,f, pasaron por cualquier punto fijo, 
y además el observador ha barrido en su pasada algunos más debido a su propio 
movimiento, precisamente ún número de v£k, (el número de radianes por metro mul- 
tiplicado por la distancia). Asi, el número total de radianes en el tiempo £, o sea la 
frecuencia observada sería w; = We + Kg. Hemos hecho este análisis desde el 
punto de vista de un hombre en reposo; nos gustaria saber qué le pareceria al hom- 
bre que está moviéndose. Aquí tenemos que preocuparnos de nuevo acerca de la 
diferencia en la rapidez de marcha del reloj para los dos observadores, y esta vez 
eso significa que tenemos que dividir por y 1 — v?/c?. Así, si k, es el número de 
onda, el número de radianes por metro en la dirección.del movimiento, y wọ es la 
frecuencia, entonces la frecuencia observada por el hombre en movimiento es: 


iz RO (34,13) 
VI — v2/c? 
Para el caso de la luz, sabemos que kọ = w/c. Asi que en este problema par- 
ticular, la ecuación se leería 
- 200 + v/c) a (34.14) 
vVT= a 
¡que parece completamente diferente a la fórmula (34.12)! La frecuencia que obser- 
variamos si nos movemos hacia una fuente, ¿será diferente de la frecuencia que ve- 
riamos si la fuente se moviera hacia nosotros? ¡Naturalmente que no! La teoria de la 


relatividad dice que las dos deben ser exactamente iguales. ¡Si fuéramos matemáti- 
cos suficientemente expertos 
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probablemente nos dariamos cuenta de que esas dos expresiones matemáticas son 
exactamente iguales! De hecho, la igualdad necesaria de las dos expresiones es una 
de las formas con que a algunas personas les gusta demostrar que la relatividad exige 
una dilatación del tiempo, porque si no hubiéramos puesto aquellos factores de raiz 
cuadrada, no seguirian siendo iguales. 


Puesto que sabemos relatividad, analicémoslo aún de una tercera manera, que 
puede parecer un poco más general. (¡Es realmente la misma cosa, puesto que no 
importa cómo lo hacemos!) De acuerdo con la teoria de la relatividad, hay una 
relación entre la posición y el tiempo observado por un hombre, y la posición y el 
tiempo visto por otro que está moviéndose respecto a él. Escribimos esas relaciones 
largo tiempo atrás (capitulo 16). Es la transformación de Lorentz y su inversa: 


E dd 2 Xou 
Vi = 12/02 v1 = v/e? 
p pate? (34.15) 
' E 02/02 


Si estuviéramos inmóviles en el suelo, la forma de una onda sería cos (wt — kx): 
todos los modos y máximos y minimos seguirian esta forma. Pero, ¿qué veria un 
hombre en movimiento, observando la misma onda fisica? Donde el campo es cero, 
las posiciones de todos los nodos son las mismas (cuando el campo es cero, todos 
miden el campo como cero); es un invariante relativista. Asi, pues, la forma es la 
misma también para el otro hombre, excepto que debemos transformarla a su siste- 
ma de referencia: 


pt Ijan? 
cos (wt — kx) = cos e a a 


VI = v2/02 VI = v/e? 
Si reagrupamos los términos dentro de los paréntesis, obtenemos 


w + kv r k+ pe x 


V I= v2/02 yI 12/02 
n e a 
= cos[ w' l— k' x']. (34.16) 


cos (wi — kx) = cos 


Esta es una onda de nuevo, una onda coseno, en la cual hay una cierta frecuen- 
cia «y, una constante multiplicando a £’ y otra constante, k”, que multiplica a x’. 
Llamamos A” el número de onda, o número de ondas por metro, para el otro hom- 
bre. Por lo tanto. el otro hombre verá una nueva frecuencia y un nuevo número de 
onda dado por 


(34.17) 


(34.18) 


Si observamos (34.17). vemos que es la misma formula (34.13) que obtuvimos con 
un razonamiento más fisico. 
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34-7 El cuadrivector w, k 


Las relaciones indicadas en las ecuaciones (34.17) y (34.18) son muy interesan- 
tes, porque dicen que la nueva frecuencia w° es una combinación de la antigua 
frecuencia w y el antiguo número de onda k, y que el nuevo número de onda es una 
combinación de los antiguos números de onda y frecuencia. Ahora bien, el número 
de onda es la velocidad de cambio de fase con la distancia, y la frecuencia es la 
velocidad de cambio de fase con el tiempo, y en esas expresiones vemos una estre- 
cha analogia con la transformación de Lorentz de la posición y del tiempo: si se 
piensa que w es como f, y si se piensa que k es como x dividido por c?, el nuevo 
w’ seria como t’ y el nuevo k' seria como x”/c?. Es decir, frente a la transformación 
de Lorentz, w y k se transforman en la misma forma que t y x. Ellos constituyen 
lo que llamamos un cuadrivector; cuando una cantidad tiene cuatro componentes 
que se transforman como tiempo y espacio, es un cuadrivector. Todo parece bien, 
entonces, excepto en una pequeña cosa: dijimos que uh cuadrivector tiene que tener 
cuatro componentes; ¿dónde están las otras dos componentes? Hemos visto que w 
y k son como tiempo y espacio en una dirección espacial, pero no en todas direc- 
ciones, y asi debemos estudiar a continuación el problema de la propagación de la 
luz en tres dimensiones espaciales, no sólo en una dirección, como lo hemos estado 
haciendo hasta ahora. 


Supongan que tenemos un sistema de coordenadas, x, y, z, y una onda que se 
propaga y cuyos frentes de ondas son como se muestra en la figura 34-11. La lon- 
gitud de onda de la onda es A, pero la dirección de movimiento de la onda no está 
en la dirección de uno de los ejes. ¿Cuál es la fórmula para esa onda? La respuesta 
es claramente cos (wt — ks), donde k = 27/A y s es la distancia según la dirección 
de movimiento de la onda —la componente de la posición espacial en la dirección 
de movimiento—. Pongámoslo de esta manera: si r es el vector posición de un punto 
en el espacio, s es r-ej. donde e, es un versor en la dirección de movimiento. O sea, 
s es justamente r cos (r -ej), la componente de la distancia en la dirección de movi- 
miento. Por lo tanto, nuestra onda es cos (wt — k e, » r). 


Resulta ahora conveniente definir un vector k, llamado vector de onda, que tiene 
un módulo igual al número de onda, 27r/ A, y está dirigido según la dirección de pro- 
pagación de las ondas: 


k = 2re,/A = kep. (34.19) 


Usando este vector, nuestra onda puede escribirse como cos (wt -k - r) o como 
cos (wi — kx — kyy — k-z). ¿Cual es el significado de una componente de k, diga- 
mos k,? Evidentemente, k, es la velocidad de defasaje con respecto a x. Refiriéndo- 
nos a la figura 34-11, vemos que la fase varia cuando variamos x, tal como si hubie- 
ra una onda a lo largo de x, pero de una longitud de onda más larga. La “longitud 
de onda en la dirección x” es más larga que una longitud de onda natural verdadera, 
en la secante del ángulo «r entre la dirección real de propagación y el eje x: 


Az = A/cos «e. (34.20) 


Por lo tanto, la velocidad de cambio de fase, que es proporcional a la inversa de 
Ax es más pequeña por el factor cos a; asi es justamente cómo variaria k, —¡seria 
el módulo de k multiplicado por el coseno del ángulo entre k y el eje x! 


34-13 


Fig. 34-11. Una onda plana que viaja en 
una dirección oblicua. 


Esa es, entonces, la naturaleza del vector de onda que usamos para representar 
una onda en tres dimensiones. Las cuatro cantidades w, ky Kp, k, se transforman 
en relatividad como cuadrivector, donde w corresponde al tiempo, y K,, K» y k; co- 


rresponden a las componentes x, y y z del cuadrivector. 


En nuestra discusión anterior de la relatividad especial (Cap. 17), aprendimos 
que hay formas de hacer productos escalares relativistas con cuadrivectores. Si 
usamos el vector posición Xy» donde u O las cuatro componentes (tiempo y 
tres espaciales), y si llamamos vector de onda k,,, donde el indice u de nuevo tiene 
cuatro_valores, tiempo y tres espaciales, luego el producto escalar de Xu Y k, se es- 
cribe de Ka Xu (ver capitulo 17). Este producto escalar es un invariante, independien- 
te del sistema de coordenadas; ¿a qué es igual? Por la definición de este producto 
escalar en cuatro dimensiones, es 


Y kX = wt — kx — kyy — kz. (34.21) 


Sabemos por nuestro estudio de vectores que D? k x, es invariante frente a la 
transformación de Lorentz, puesto que k,, es un cuadrivector. Pero esta cantidad es 
precisamente lo que aparece dentro del coseno para una onda plana, y debería ser 
invariante frente a una transformación de Lorentz. No podemos tener una fórmula 
con algo que cambia en el interior del coseno, puesto que sabemos que la fase de 
una onda no puede cambiar cuando cambiamos el sistema de coordenadas. 


34-8  Aberración 


Al derivar las ecuaciones (34.17) y (34.18), hemos tomado un simple ejemplo 
donde k resultó estar en la dirección de movimiento, pero naturalmente podemos 
generalizarlo también a otros casos. Por ejemplo, supongan que hay una fuente emi- 
tiendo luz en cierta dirección desde el punto de vista de un hombre en reposo, pero 
nos estamos moviendo sobre la tierra, digamos (Fig. 34-12). ¿De qué dirección pare- 
ce venir la luz? Para averiguarlo tendremos que escribir las cuatro componentes de 
ku, y aplicar la transformación de Lorentz. La respuesta, sin embargo, puede encon- 
trarse con el siguiente razonamiento: tenemos que apuntar nuestro telescopio en un 
ángulo para ver la luz ¿Por qué? Porque la luz se aproxima con la velocidad de la 
luz, y nosotros nos estamos moviendo hacia el lado con la velocidad v, y asi que hay 
que inclinar el telescopio hacia adelante de tal manera que cuando la luz llegue, 
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Fig. 34-12. Una fuente S distanté se ob- 
serva con (a) un telescopio quieto y (b) un 
telescopio que se mueve hacia un lado. 


(o) 


pase “derecho” por el tubo. Es muy fácil ver que la distancia horizontal es vt cuando 
la distancia vertical es ct, y por lo tanto, si 0” es el ángulo de inclinación, tan O = 
= v/c. ¡Qué bonito! Qué bonito, realmente excepto en una pequeña cosa: 0” no 
es el ángulo en que se debe colocar el telescopio, respecto a la tierra, porque hemos 
hecho nuestro análisis desde el punto de vista de un observador “fijo”. Cuando diji- 
mos que la distancia horizontal es v£, el hombre sobre la tierra habría encontrado 
una distancia diferente, puesto que él ha medido con una regla “aplastada”. Resulta 
que, debido al efecto de esa contracción 


ve Hs (34.22) 


que es equivalente a 
sen 0 = v/c. (34.23) 


Será instructivo para el estudiante deducir este resultado, usando la transformación 
de Lorentz. 

Este efecto, que un telescopio tiene que ser inclinado, se llama aberración, y ha 
sido observado. ¿Cómo podemos observarlo? ¿Quién puede decir dónde deberia 
estar una estrella dada? Supongamos que tenemos que mirar en la dirección equivo- 
cada para ver una estrella; ¿cómo sabemos que es una dirección equivocada? Por- 
que la tierra da vueltas alrededor del sol. Hoy tenemos que apuntar el telescopio 
de una manera; seis meses más tarde tenemos que inclinar el telescopio de otra ma- 
nera. Asi es como podemos decir que existe tal efecto. 


34-9 El momentum de la luz 


Cambiemos ahora a un tópico diferente. Nunca hemos dicho, en todas nuestras 
discusiones de los pocos capitulos pasados, cosa alguna acerca de los efectos del 
campo magnético que está asociado con la luz. Ordinariamente, los efectos del cam- 
po magnético son muy pequeños, pero hay un efecto interesante e importante, que es 
una consecuencia del campo magnético. Supongan que viene luz de una fuente y 
está actuando sobre una carga, y forzándola de un lado a otro. Supondremos que el 
campo eléctrico está en la dirección x, asi que el movimiento de la carga está tam- 
bién en la dirección x: tiene una posición x y una velocidad v, como muestra la 
figura 34-13. El campo magnético es perpendicular al campo eléctrico. Ahora bien, 
a medida que el campo eléctrico actúa sobre la carga, y 


34-15 


Fig. 34-13. La fuerza magnética sobre 
una carga impulsada por un campo eléctrico 
está en la dirección del rayo de luz. 


la mueve hacia arriba y hacia abajo, ¿qué hace el campo magnético? El campo magnéti- 
co actúa sobre la carga (digamos un electrón) solamente cuando ésta se mueve; pero el 
electrón está moviéndose, está forzado por el campo eléctrico, asi que ambos trabajan 
juntos: mientras la cosa viaja hacia arriba y hacia abajo, tiene una velocidad y hay una 
fuerza sobre ella, B por v por q; pero, ¿en qué dirección está esta fuerza? Está en la 
dirección de propagación de la luz. Por lo tanto, cuando la luz está iluminando una 
carga, y oscila en respuesta a esa carga, hay una fuerza impulsora en la dirección 
del rayo de luz. Esto se llama presión de radiación o presión de la luz. 


Determinemos cuánto vale la presión de radiación. Evidentemente, ésta es F = 
= qvB, o puesto que todo está oscilando, es el promedio en el tiempo de esto, 
< F >. Según (34.2) la intensidad del campo magnético es igual a la intensidad del 
campo eléctrico dividida por c, así que necesitamos encontrar el promedio del campo 
eléctrico, por la velocidad, por la carga, por 1/c: <F> = q%<vE>/c. ¡Pero la 
carga q por el campo E es la fuerza eléctrica sobre la carga, y la fuerza sobre la 
carga por la velocidad es el trabajo dW/dt realizado sobre la carga! ¡Por lo tanto, 
la fuerza, el “momentum impulsor” que se entrega por segundo por la luz, es igual 
a l/c por la energía absorbida de la luz por segundo! Esa es una regla general, 
puesto que no dijimos cuál era la intensidad de la radiación, o si algunas de las car- 
gas se anulaban. En cualquier circunstancia donde la luz está siendo absorbida, hay 
una presión. El momentum que entrega la luz es siempre igual a la energia absor- 
bida, dividida por c: 


(34.24) 


Ya sabemos que la luz transporta energia. Ahora comprendemos que también 
transporta momentum, y ademas, que el momentum transportado es siempre igual a 
1/c veces la energía. 


Cuando una fuente emite luz, hay un efecto de retroceso: la misma cosa a la in- 
versa. Si un átomo esta emitiendo una energia W en alguna dirección, entonces 
hay un momentum de retroceso p = W/c. Si se refleja luz perpendicularmente en 
un espejo, obtenemos dos veces la fuerza. 


Hasta aqui llegamos usando la teoria clásica de la luz. Por cierto que sabemos 
que hay una teoría cuántica, y que en muchos aspectos la luz actúa como una par- 
tícula. La energia de una particula de luz es una constante multiplicada por la fre- 
cuencia: 


W = h = ho (34.25) 


Ahora notamos que la luz también transporta un momentum igual a la energia divi- 
dida 
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por c, asi que también es verdad que esas particulas efectivas, estos fotones, llevan 
momentum. 


p = W/c= hu/c = àk. (34.26) 


La dirección del momentum es, naturalmente, la dirección de propagación de la luz. 
Asi, para ponerlo en forma vectorial, 


W = ñw p=Ak. (34.27) 
li 
Sabemos también, naturalmente, que la energia y el momentum de un particula de- 
berian formar un cuadrivector. Hemos descubierto recién que w y k forman un cua- 
drivector. Por lo tanto, es bueno que (34.27) tenga la misma constante en ambos 
casos; significa que la teoria cuántica y la teoria de la relatividad son mutuamente 
compatibles. 

La ecuación (34.27) se puede escribir más elegantemente como pp == Aku, una 
ecuación relativista, para una particula asociada con una onda. Aunque hemos dis- 
cutido esto sólo para fotones, para los cuales k (el módulo de k) es igual a «»/c y 
p = W?/c, la relación es mucho más general. En mecánica cuántica, todas las par- 
ticulas, no solamente los fotones, muestran propiedades ondulatorias, pero la fre- 
cuencia y el número de onda de las ondas esta relacionado con la energia, y el mo- 
mentum de las particulas por (34.27) (que se llaman relaciones de de Broglie), aun 
cuando p no es igual a W/c. 

En el último capitulo, vimos que un rayo de luz polarizada circularmente, dere- 
_ cha o izquierda, también lleva momentum angular en una cantidad proporcional 
a la energia e de la onda. En la representación cuántica, un rayo de luz circular- 
mente polarizada se considera como un flujo de fotones, cada uno de los cuales 
lleva un momentum angular + Á según la dirección de propagación. Eso es lo que 
llega a ser la polarización desde el punto de vista corpuscular os fotones llevan 
momentum angular como balas de rifle girando sobre si mismas—. Pero esta imagen 
“balistica” es realmente tan incompleta como la imagen “ondulatoria”. y tendremos 
que discutir esas ideas más exhaustivamente en un capitulo posterior sobre Compor- 
tamiento Cuántico. 
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Visión de los colores 


35-1 El ojo humano 35-4 El diagrama cromático 

35-2 El color depende de la inten- 35-5 El mecanismo de la visión de los 
sidad colores 

35-3 Medición de la sensación de 35-6 Fisioquímica de la visión de los 
color colores 


35-1 El ojo humano 


El fenómeno de los colores depende parcialmente del mundo fisico. Discutimos 
los colores de peliculas de jabón, y de otras cosas, como producidos por inter- 
ferencia. Pero también, por cierto, depende del ojo, o lo que suceda detrás del ojo, 
dentro del cerebro. La fisica caracteriza la luz que entra al ojo, pero después de 
esto, nuestras sensaciones son el resultado de procesos neuro-fotoquimicos y de 
respuestas psicológicas. 

Existen muchos fenómenos interesantes asociados con la visión que comprenden 
una mezcla de fenómenos fisicos y procesos fisiológicos, y la total apreciación de 
los fenómenos naturales, cuando nosotros los vemos, debe ir más allá de la fisica 
en el sentido usual. No damos mayores justificaciones para hacer estas excursiones 
en otros campos, porque la separación de campos, como lo hemos recalcado, es me- 
ramente una conveniencia humana, y no uná cosa natural. La Naturaleza no está 
interesada en nuestras divisiones, y muchos fenómenos interesantes tienden un puen- 
te sobre las brechas entre campos. 


En el capítulo 3 ya hemos discutido la relación entre la fisica y las otras ciencias 
en términos generales, pero ahora vamos a mirar con algún detalle un campo espe- 
cifico en el cual la fisica y otras ciencias están muy, pero muy relacionadas. Tal 
área es la visión. En particular discutiremos la visión de los colores. En el capitulo 
presente discutiremos principalmente los fenómenos observables de la visión humana, 
y en el capitulo siguiente consideraremos los aspectos fisiológicos de la visión, tanto 
en el hombre como en otros animales. 


Todo comienza con el ojo; asi, con el fin de entender cuál fenómeno vernos, se 
requiere cierto conocimiento del ojo. En el capitulo siguiente discutiremos con algún 
detalle cómo trabajan las diferentes partes del ojo, y cómo están interconectadas 
con el sistema nervioso. Por ahora, describiremos sólo brevemente cómo funciona 
el ojo (Fig. 35-1). 


La luz entra al ojo a través de la córnea; ya hemos discutido cómo se desvia 
para formar imagen en una capa llamada retina en la parte posterior del ojo, de 
modo que diferentes partes de la retina reciben luz desde diferentes partes del campo 
visual exterior. La retina no es absolutamente uniforme: existe un lugar, un punto, 
en el centro de nuestro campo 
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Fig. 35-2. La estructura de la retina. 
Fig. 35-1. Elojo. (La luz entra desde abajo.) 


visual, que utilizamos cuando tratamos de ver muy cuidadosamente las cosas, y 
en el cual tenemos la visión más aguda; se llama la fóvea o mácula. Las partes late- 
rales del ojo, como podemos apreciar inmediatamente a partir de nuestra experiencia 
al mirar las cosas, no son tan efectivas para ver detalles, como lo es el centro 
del ojo. Existe también un punto en la retina de donde salen los nervios que llevan 
la información; éste es un punto ciego. No existe aquí parte sensible de la retina, 
y es posible demostrar que si cerramos, digamos, el ojo izquierdo y miramos direc- 
tamente un objeto, y en seguida movemos un dedo u otro objeto pequeño lentamente 
hacia fuera del campo visual, súbitamente desaparece en alguna parte. El único uso 
práctico que de este hecho conocemos es que cierto fisiólogo llegó a ser todo un 
favorito en la corte del rey de Francia, a quien se lo dio a conocer; en las aburridas 
sesiones con sus cortesaños, el rey podia divertirse “cortándoles la cabeza”, miran- 
do a alguno y viendo desaparecer la cabeza del otro. 


La figura 35-2 muestra una vista ampliada del interior de la retina en forma 
algo esquemática. En diferentes partes de la retina existen diferentes clases de es- 
tructuras. Los objetos que se presentan más densamente cerca de la periferia de la 
retina se llaman bastoncitos. Más cerca de la fóvea encontramos, además de estas cê- 
lulas bastoncitos, las células conos. Describiremos más adelante estas celulas. A 
medida que nos aproximamos a la fóvea, aumenta el número de conos, y en la fovea 
misma no hay otra cosa que células conos, empaquetados en forma muy compacta. 
tan compacta que las células conos son aqui mucho más finas o delgadas. que en 
cualquier otra parte. Debemos asi apreciar que vemos con los conos justamente 
en el centro del campo visual, pero a medida que nos vamos a la periferia tenemos 
las otras células, los bastoncitos. Ahora la cosa interesante es que en la retina cada 
célula sensible a la luz no está conectada por una fibra directa al nervio óptico. sino 
que está conectada a muchas otras células, que a su vez están conectadas entre si. 
Hay varias clases de células: hay células que llevan la información hasta el nervio 
Óptico, pero hay otras que están principalmente interconectadas “horizontalmente”. 
Existen esencialmente cuatro clases de células, pero no entraremos en estos detalles 
ahora. 


Lo principal en que ponemos énfasis es que la señal luminosa ha sido ya “pen- 
sada”. Esto quiere decir que la información desde las diferentes células no va in- 
mediatamente al cerebro, punto por punto, sino que en la retina una cierta cantidad 
de la información ya ha sido digerida, por una combinación de la información desde 
diversos receptores visuales. Es importante comprender que ciertos fenómenos de la 
función cerebral ocurren en el ojo mismo. 


35-2 El color depende de la intensidad 


Uno de los fenómenos más sorprendentes de la visión es la adaptación del ojo 
a la oscuridad. Si nos introducimos en la oscuridad desde una pieza brillantemente 
iluminada, no podemos ver muy bien durante un instante, pero paulatinamente, las 
cosas se hacen más y más notorias, y finalmente podremos ver algo donde antes no 
veíamos nada. Si la intensidad de la luz es muy baja, las cosas que vemos son 
incoloras. Es sabido que esta visión debida a la adaptación a la oscuridad se debe, 
por mucho, enteramente a los bastoncitos, mientras que la visión en la luz brillante, 
se debe a los conos. Como resultado, existen muchos fenómenos que podemos apre- 
ciar fácilmente a causa de esta transferencia de funciones de las conos y baston- 
citos en conjunto a los bastoncitos únicamente. 


Hay muchas situaciones en las cuales, si la intensidad de la luz fuera más fuerte, 
podriamos ver color, y encontrariamos estas cosas bien bellas. Un ejemplo es que a 
través del telescopio vemos casi siempre imágenes en “blanco y negro” de nebulo- 
sas tenues, pero W. C. Miller, de los Observatorios de Mt. Wilson y de Palomar, 
tuvo la paciencia de hacer fotografias en color de algunos de estos objetos. En rea- 
lidad, nadie ha visto nunca estos colores con el ojo, pero no se trata de colores arti- 
ficiales, se trata solamente de que la intensidad de la luz no es suficientemente fuerte 
para que los conos de nuestro ojo puedan verlos. Entre los más espectaculares de 
estos objetos están la nebulosa de anillo y la nebulosa del Cangrejo. La primera 
muestra una hermosa parte interna azul, con un halo rojo brillante exterior, y la úl- 
tima muestra una bruma general azulada, penetrada por filamentos rojo-anaranjados 
brillantes. 

A la luz brillante, aparentemente, los bastoncitos son de sensibilidad muy baja, 
pero en la oscuridad, a medida que pasa el tiempo adquieren su habilidad para ver 
la luz. Las variaciones en intensidad de la luz para las cuales uno puede adaptarse 
son mayores que un millón a uno. La naturaleza no hace todo esto con sólo una cla- 
se de célula, sino que traspasa su tarea desde las células que ven la luz brillante, las 
células que ven los colores, los conos, a las células adaptadas a las intensidades 
bajas, a la oscuridad, los bastoncitos. Entre las consecuencias interesantes de este 
desplazamiento están. primero, que no existe color, y segundo, que hay una diferen- 
cia en la brillantez relativa de objetos coloreados diferentemente. Resulta entonces 
que los bastoncitos ven mejor hacia el azul que los conos, y los conos pueden ver, 
por ejemplo, luz roja profunda, mientras que los bastoncitos la encuentran absoluta- 
mente imposible de ver. Así, pues, la luz roja es negra en lo que concierne a los bas- 
toncitos. Por lo tanto, dos trozos de papel coloreado, digamos azul y rojo, donde el 
rojo podria ser aún más brillante que el azul bajo una buena luz, aparecerán, en la 
oscuridad, completamente invertidos. Se trata de un efecto bastante sorprendente. 
Si estamos en la oscuridad y podemos encontrar una revista o algo que tenga colo- 
res y, antes de que sepamos con seguridad cuáles son, juzgamos las áreas claras y 
oscuras, y si luego llevamos la revista a la luz, podriamos ver este corrimiento bien 
notable entre el que era el color más brillante y el que no lo era. El fenómeno se 
llama efecto Purkinje. 
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Fig. 35-3. La sensibilidad espectral del 
ojo. Curva de trazos, bastoncitos; curva conti- 
nua, conos. 


En la figura 35-3, la curva de trazos representa la sensibilidad del ojo en la os- 
curidad, es decir, utilizando los bastoncitos, mientras que la curva continua repre- 
senta la sensibilidad a la luz. Vemos que la sensibilidad máxima de los bastoncitos 
está en la región verde y la de los conos está más en la región amarilla. Si se tiene 
una página de color rojo (el rojo está aproximadamente a 650 mx) la podemos ver 
si está brillantemente iluminada, pero en la oscuridad es casi invisible. 

Otro efecto del hecho de que los bastoncitos entran en juego en la oscuridad y 
de que no existen bastoncitos en la fovea, es que cuando miramos directamente algo 
en la oscuridad, nuestra visión no es tan aguda como cuando miramos hacia un 
lado. Una estrella tenue, o una nebulosa, se puede ver a veces mejor mirando un 
poco hacia el lado en vez de directamente hacia ella, porque no tenemos bastoncitos 
sensibles en el medio de la fovea. 

Otro efecto interesante del hecho que el número de conos decrece a medida que 
vamos más hacia el lado del campo de visión, es que aun en una luz brillante, el 
color desaparece cuando el objeto se aleja hacia un lado. La manera de comprobar 
esto es mirar en alguna dirección fija particular, hacer que un amigo entre desde un 
lado con tarjetas coloreadas, y tratar de definir de qué color son antes de que estén 
exactamente frente a usted. Se encuentra que uno puede ver que las cartas están 
allí mucho antes de que se pueda determinar el color. Al hacer esto, es aconsejable 
entrar desde el lado opuesto del punto ciego, porque de otra manera resulta bastante 
confuso ver casi el color, entonces no ver nada y después ver el color otra vez. 


Otro fenómeno interesante es que la periferia de la retina es muy sensible al 
movimiento. Á pesar de que no podemos ver muy bien con el rabillo del ojo, si un 
pequeño bicho se mueve y nosotros no esperábamos que algo se moviera alli, somos 
inmediatamente sensibles a ello. Dentro de nosotros todo se conecta” para mirar 
algo que se agita a un lado del campo. 


35-3 Medición de la sensación de color 


Ahora pasamos a la visión mediante los conos, a la vision de lo brillante, y lle- 
gamos al asunto que es mas característico de la visión mediante los conos. y éste es 
el color. Como sabemos, la luz blanca se puede descomponer 


por medio de un prisma en todo un espectro de longitudes de onda que nos parecen tener di- 
ferentes colores; esto es lo que son los colores, por supuesto: apariencias. Cualquier fuente 
luminosa se puede analizar por medio de una red de difracción o un prisma y se puede 
determinar la distribución espectral. es decir, la “cantidad” de cada longitud de 
onda. Una cierta luz puede tener mucho azul, bastante rojo y muy poco amarillo, 
o cualquier otra combinación. Eso es todo muy preciso en el sentido de la fisica, 
pero el problema es ¿de qué color aparecerá la luz? Es evidente que los diferentes 
colores dependen de alguna manera de la distribución espectral de la luz, pero el 
problema es encontrar cuáles caracteristicas de la distribución espectral producen 
las diversas sensaciones. Por ejemplo, ¿qué tenemos que hacer para obtener un color 
verde? Todos sabemos que podemos tomar simplemente una parte del espectro que 
sea verde. Pero, ¿es ésta la única manera de obtener verde, o anaranjado, o cual- 
quier otro color? 

¿Hay más de una distribución espectral que produzca el mismo efecto visual 
aparente? La respuesta es definitivamente, sí. Existe un número muy limitado de 
efectos visuales, de hecho, una variedad tridimensional de ellos, como veremos en 
breve, pero existe un número infinito de curvas diferentes que podemos trazar para 
la luz que proviene de diferentes fuentes. Ahora bien, el asunto que debemos discu- 
tir es: ¿en qué condiciones aparecen diferentes distribuciones de luz como exacta- 
mente del mismo color para el ojo? 


La técnica psico-fisica más poderosa para juzgar colores es usar el ojo como 
instrumento de cero. Esto es, no tratamos de definir qué constituye una sensación 
verde, o de medir en qué circunstancias obtenemos una sensación verde, porque 
resulta que esto es extremadamente complicado. En su lugar estudiamos las condi- 
ciones en las cuales dos estimulos son indistinguibles. Entonces no tenemos que de- 
cidir si dos personas ven la misma sensación en circunstancias diferentes, sino úni- 
camente, que si para una persona dos sensaciones son las mismas, son también las 
mismas para otra. No tenemos que decidir, cuando uno ve algo verde, si lo que 
siente en su interior es lo mismo que siente en su interior alguien distinto, cuando 
ve algo verde; no sabemos nada acerca de esto. 


Para ilustrar las posibilidades, podemos usar una serie de cuatro lámparas pro- 
yectoras que tienen filtros y cuyas intensidades se pueden ajustar en forma continua 
sobre un amplio intervalo; una tiene un filtro rojo y produce una mancha de luz roja 
sobre la pantalla, la siguiente tiene un filtro verde y produce una mancha verde, la 
tercera tiene un filtro azul y la cuarta es un circulo blanco con una mancha negra 
en su centro. Ahora bien, si encendemos alguna luz roja y a continuación ponemos 
algo de verde. vemos que en la superficie de traslape se produce una sensación que 
no es lo que llamamos verde rojizo, sino que un nuevo color, amarillo en este caso 
particular. Cambiando las proporciones de rojo y de verde. podemos pasar por va- 
rios matices de anaranjado, etc. Si hemos ajustado un cierto amarillo, podemos obte- 
ner también el mismo amarillo no mezclando estos dos colores, sino mezclando al- 
gunos otros. quizás un filtro amarillo con luz blanca, o algo parecido, para obtener 
la misma sensación. En otras palabras es posible formar varios colores de más de 
una manera, mezclando las luces de diversos filtros. 


Lo que hemos descubierto recién se puede expresar analiticamente como sigue. 
Un amarillo particular, por ejemplo, se puede representar por un cierto simbolo Y, 
que es la “suma” de ciertas porciones de luz roja filtrada (R) y luz verde filtrada (V). 
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Usando dos números, digamos r y v para describir la intensidad de (R) y (V), po- 
demos escribir una fórmula para este amarillo: 


Y =rR + vy (35.1) 


El problema es ¿podemos formar todos los diferentes colores sumando dos o tres 
luces de diferentes colores fijos? Veamos qué se puede hacer en relación a esto. Cier- 
tamente no podemos obtener todos los diferentes colores mezclando sólo rojo y 
verde, porque, por ejemplo, el azul nunca aparece en tal mezcla. Sin embargo, intro- 
duciendo algo de azul, la región central, donde las tres regiones traslapan, se puede 
hacer aparecer de un blanco bastante hermoso. Mezclando los diversos colores y 
observando esta región central, encontramos qle podemos obtener una gama con- 
siderable de colores en esta región cambiando las proporciones, y así no es imposible 
que todos los colores se puedan formar mezclando estas tres luces coloreadas. Dis- 
cutiremos hasta dónde esto es verdadero; es en efecto esencialmente correcto y vere- 
mos en breve cómo definir mejor ese enunciado. 


Para ilustrar nuestro propósito, movamos las manchas sobre la pantalla de ma- 
nera que todas caigan una sobre la otra y tratemos entonces de aparear con un co- 
lor particular que: aparece en el anillo producido por la cuarta lámpara. Lo que 
antes pensábamos que era “blanco” al salir de la cuarta lampara, parece ahora ama- 
rillento. Podemos tratar de aparear éste, ajustando el rojo y el verde y el azul lo 
mejor que podamos en una especie de aproximaciones sucesivas y encontramos 
que podemos aproximarnos bastante a este matiz particular de color “crema”. Asi, 
pues, no es dificil convencerse de que podemos formar todos los colores, Trata- 
remos de formar el amarillo en breve, pero antes de hacer esto, hay un color que 
podria ser difícil formar. Las personas que dan clases sobre los colores, forman 
todos los colores “brillantes”, pero nunca forman el castaño, y es dificil acordarse 
de haber visto alguna vez luz castaña. De hecho, este color no se usa nunca para 
algún efecto escénico, uno no ve nunca un reflector con luz castaña; así que pensa- 
mos que pudiera ser imposible formar el castaño. Para averiguar si es posible formar 
castaño, señalemos que luz castaña es simplemente algo que no estamos acostum- 
brados a ver sin su fondo. De hecho, podemos formarla mezclando algo de rojo 
y amarillo. Para demostrar que estamos observando luz castaña, aumentamos sim- 
plemente la luminosidad del fondo anular contra el cual vemos exactamente la mis- 
ma luz ¡y vemos que ésta es, en efecto, lo que llamamos castaño! El castaño es 
siempre un color oscuro al lado de un fondo más luminoso. Podemos cambiar fá- 
cilmente la característica del castaño. Por ejemplo, si eliminamos algo de verde, obte- 
nemos un castaño rojizo, aparentemente un castaño rojizo chocolate, y si agregamos 
más verde, en proporción, obtenemos aquel horrible color de que están hechos todos 
los uniformes del Ejército, pero la luz de este color no es tan horrible en sí misma; 
es de un verde amarillento, pero vista contra un fondo luminoso. 


Ahora colocamos un filtro amarillo frente a la cuarta luz y tratamos de apa- 
rearla. (La intensidad debe estar, por supuesto, dentro de las posibilidades de las di- 
versas lámparas; no podemos aparear algo que sea demasiado luminoso, porque no 
tenemos suficiente potencia en la lámpara). Pero podemos aparear el amarillo; usa- 
mos una mezcla de verde y de rojo y ponemos un toque de azul para. hacerlo aún 
más perfecto. Estamos quizás listos para creer que, en buenas condiciones, pode- 
mos hacer un perfecto apareo de cualquier color dado. 
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Discutamos ahora las leyes de la mezcla de colores, En primer lugar, encontra- 
mos que distribuciones espectrales diferentes pueden producir el mismo color; a con- 
tinuación, vimos que “cualquier” color puede formarse mezclando tres colores espe- 
ciales, rojo, azul y verde. El aspecto más interesante de la mezcla de colores es 
éste: si tenemos una cierta luz, que podríamos llamar X y si ella aparece al ojo 
indistinguible de Y (puede ser una distribución espectral diferente, pero aparece 
como indistinguible), llamamos estos colores “iguales”, en el sentido de que los ojos 
los ven como iguales, y escribimos 


X=Y. (35.2) 


Aqui está una de las grandes leyes del color: si dos distribuciones espectrales son 
indistinguibles, y si agregamos a cada una una cierta luz, digamos Z (si escribimos 
X + Z, esto significa que iluminamos ambas lámparas sobre la misma mancha) y 
tomamos entonces y y agregamos la misma cantidad de la misma luz, Z, las nuevas 
mezclas son también indistinguibles: 


X+Z=Y+2Z. (35.3) 


Hemos apareado recién nuestro amarillo; si ahora iluminamos todo con luz rosada, 
todavia habrá apareo. Así, agregando cualquier otra luz a las luces apareadas, que- 
dan apareadas. En otras palabras, podemos resumir todos estos fenómenos de color, 
diciendo que una vez que se tenga apareo entre dos luces coloreadas, vista una pró- 
xima a la otra en las mismas circunstancias, entonces este apareo permanecerá, y 
una luz puede ser sustituida por la otra luz en cualquier otra situación de mezcla 
de colores. En efecto, resulta, y esto es muy importante e interesante, que este apa- 
reo de color de las luces no depende de las caracteristicas del ojo en el momento 
de la observación: sabemos que si miramos por largo tiempo una superficie roja bri- 
llante, o una luz roja brillante, y miramos a continuación un papel blanco, éste se ve 
verdoso, y otros colores también se distorsionan, por haber estado mirando tanto 
tiempo el rojo brillante. Si tenemos ahora un apareo entre, digamos, dos amarillos 
y los miramos y los apareamos, en seguida miramos una superficie roja brillante por 
largo tiempo, y luego volvemos al amarillo, ya no se verá más amarillo; no sé de 
qué color se verá, pero no se verá amarillo. Sin embargo, los amarillos todavía apa- 
recerán apareados, y asi, a medida que el ojo se adapta a los diversos niveles de in- 
tensidad, el apareo de colores todavia funciona con la excepción evidente de cuando 
vamos a una región donde la intensidad de la luz se hace tan baja que nos hemos 
corrido de los conos a los bastoncitos; entonces el apareo de colores no será más 
un apareo de colores, porque estamos usando un sistema diferente. 


El segundo principio de la mezcla de colores es éste: cualquier color puede for- 
marse a partir de tres colores diferentes, en nuestro caso luces roja, verde y azul. 
Mezclando convenientemente las tres, podemos hacer cualquier cosa, como demos- 
tramos con nuestros dos ejemplos. Además estas leyes son muy interesantes bajo 
el punto de vista matemático. Para los que están interesados en las matemáticas del 
asunto, resulta como sigue. Supongan que tomamos nuestros tres colores que son 
rojo, verde, y azul, pero los indicamos por A, B y C y los llamamos nuestros colo- 
res primarios. Entonces cualquier color puede formarse con ciertas cantidades de 
estos tres: digamos una cantidad a de color 4, una cantidad b de color B y una 
cantidad c de color C forma X: 


X = aA + bB + cC. (35.4) 
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Supongan ahora que se forma otro color Y a partir de los mismos tres colores: 
Y =dA+UBW+CC. (35.5) 


Resulta entonces que la mezcla de. las dos luces (esto es una de las consecuencias 
de las leyes que ya hemos mencionado) se obtiene haciendo la suma de las compo- 
nentes de Xe Y: 


Z= X+ Y =(a+4)4 + (6 +0B + (e+ eC. (35.6) 


Es precisamente como la matemática de la suma de vectores, donde (a, b, c) son las 
componentes de un vector y (a', b', c) son las de otro vector, y la nueva luz Z es 
entonces la “suma” de los vectores. Este tema ha interesado siempre a los físicos y 
matemáticos. En efecto, Schródinger escribió un maravilloso trabajo sobre la visión 
de los colores, en el cual desarrolló esta teoria del análisis vectorial aplicado a la 
mezcla de colores. 


Un problema se presenta ahora: ¿cuáles sun los colores primarios correctos a 
usar? No hay tal cosa como “los” colores primarios correctos para la mezcla de 
luces. Podria haber, por razones prácticas, tres pinturas que son más útiles que otras 
para obtener una mayor variedad de pigmentos mezclados, pero no estamos discu- 
tiendo esta materia ahora. Tres luces diferentemente coloreadus cualesquiera* pue- 
den mezclarse siempre en la proporción correcta para producir cualquier color. 
¿Podemos demostrar este hecho fantástico? En lugar de usar rojo, verde y azul, 
usemos rojo, azul y amarillo en nuestro proyector. ¿Podemos usar rojo, azul y 
amarillo para formar, digamos verde? 

Al mezclar estos tres colores en varias proporciones, obtenemos toda una gama 
de “diferentes colores, abarcando todo un espectro. Pero de hecho, después de 
muchos tanteos, no encontramos nunca nada similar al verde. El problema es: 
¿podemos formar el verde? La respuesta es si. ¿Cómo? Proyectando algo de rojo 
sobre el verde, ¡entonces podemos hacer un apareo con una cierta mezcla de amarillo 
y azul! Asi los tenemos apareados, excepto que tuvimos que hacer trampa, introdu- 
ciendo el rojo al otro lado. Pero, ya que tenemos cierto refinamiento matemático, 
podemos darnos cuenta que lo que realmente demostramos no fue que X puede for- 
marse siempre, digamos a partir de rojo, azul y amarillo, sino que al introducir el 
rojo al otro lado, encontramos que rojo más X podia formarse 'a partir de azul y 
amarillo. Poniéndolo en el otro miembro de la ecuación, podemos interpretar eso 
como una cantidad negativa; asi que, si admitimos que los coeficientes en ecuacio- 
nes como la (35.4) pueden ser tanto positivos como negativos, y si interpretamos 
las cantidades negativas como que tenemos que sumar ésas en el otro miembro, 
entonces cualquier color se puede aparear mediante tres cualesquiera, y no hay tal 
cosa como “los” primarios fundamentales. 

Podemos preguntarnos si existen tres colores que sólo aparezcan con cantidades 
positivas para todas las mezclas. La respuesta es no. Todo conjunto de tres prima- 
rios requiere cantidades negativas para algunos colores, y por eso no existe una ma- 
nera única de definir un primario. En los libros elementales se dice que son el rojo, 
el verde y el azul, pero esto es. sólo porque con ésos se dispone de una gama más 
amplia de colores sin signos menos para algunas combinaciones. 


* Excepto por supuesto, si alguno de los tres se puede aparear mezclando los otros dos. 
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Fig. 35-4. El diagrama cromático normal. 


35-4 - El diagrama cromático 


Discutamos ahora la combinación de colores a un nivel matemático, como una 
proposición geométrica. Si se representa cualquier color por la ecuación (35.4), po- 
demos graficarlo como un vector en el espacio, trazando sobre los tres ejes las canti- 
dades a, b y c y entonces cierto color será un punto. Si otro color es a', b', e”, este 
color estará ubicado en alguna otra parte. La suma de ambos, como sabemos, es el 
color que resulta de sumarlos como vectores. Podemos simplificar este diagrama y 
representar todo en un plano, basándonos en la siguiente observación: si tuviéramos 
una cierta luz de color, y duplicáramos simplemente a y b y c, esto es, si los hace- 
mos todos más intensos en la misma proporción, será el mismo color, pero más 
brillante. Por lo tanto, si convenimos en reducir todo a la misma intensidad lumino- 
sa, podemos proyectar todo sobre un plano, y esto es lo que se ha hecho en la figu- 
ra 35-4. Resulta que cualquier color que se obtenga, mezclando otros dos en alguna 
proporción, estará en alguna parte sobre la linea trazada entre los dos puntos. Por 
ejemplo, una mezcla por mitades apareceria a la mitad entre ellos, y 1/4 de uno y 
3/4 del otro aparecería a 1/4 de camino de un punto al otro, y así sucesivamente. 
Si usamos un azul y un verde y un rojo como primarios, vemos que todos los colo- 
res que podemos formar con coeficientes positivos están en, el interior del triángulo 
de trazos, que contiene casi todos los colores que podamos ver alguna vez, porque 
todos los colores que podemos alguna vez ver están encerrados en el área de forma 
extraña, limitada por la curva. ¿De dónde proviene esta área? De una vez que alguien 
hizo un apareo muy cuidadoso de todos los colores que podemos ver en relación 
a otros tres especiales. Pero no tenemos que comprobar fodos los colores que 
podemos ver: tenemos que comprobar sólo los colores espectrales puros, las lineas 
del espectro. Una luz cualquiera se puede considerar como suma de diversas canti- 
dades positivas de diversos colores espectrales puros -puros desde el punto de 
vista fisico-. Una luz dada tendrá una cierta cantidad de rojo, amarillo, azul, etc. 
—colores espectrales—. Asi, si sabemos cuánto de cada uno de nuestros tres primarios 
escogidos se necesita para formar cada uno de estos componentes puros, podemos 
calcular cuánto de cada uno se necesita para formar nuestro color dado. 
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Asi, si averiguamos cuáles son los coeficientes de color de todos los colores espectrales 
para tres colores primarios dados cualesquiera, podemos elaborar la tabla completa 
de mezcla de colores. 

Un ejemplo de tales resultados experimentales al mezclar tres luces se da en la 
figura 35-5, Esta figura muestra la cantidad de cada uno de los tres diferentes pri- 
marios particulares, rojo, verde y azul que se necesita para formar cada uno de los 
colores espectrales. El rojo está en el extremo izquierdo del espectro, el amarillo es 
el siguiente y asi sucesivamente, hasta llegar al azul. Nótese que en algunos puntos 
se necesitan signos menos. Es a partir de tales datos que es posible ubicar la po- 
sición de cada uno de los colores en un diagrama, donde las coordenadas x e y están 
relacionadas a las cantidades de los diferentes primarios que se utilizan. Esa es la 
manera cómo se ha encontrado la linea curva de contorno. Es el lugar geométrico 
de los colores espectrales puros. Ahora bien, cualquier otro color se puede formar 
sumando lineas espectrales, por supuesto, y asi encontramos que todo lo que se 
pueda producir, uniendo una parte de esta curva con la otra, es un color que se 
encuentra en la naturaleza. La linea recta une el extremo violeta del espectro con 
el extremo rojo. Es el lugar geométrico de los púrpuras. En el interior del contorno 
están los colores que se pueden formar mediante luces, y en el exterior están los 
colores que no se pueden formar mediante luces, y nadie los ha visto nunca (¡excep- 
to, posiblemente, como imagenes residuales!). 


35-5 El mecanismo de la visión de los colores 


El siguiente aspecto del problema es ahora la pregunta ¿por qué los colores se 
comportan de esta manera? La teoría más simple, propuesta por Young y Helmholtz, 
supone que en el ojo hay tres pigmentos diferentes que reciben la luz y que los mis- 
mos tienen espectros de absorción diferentes, de manera que un pigmento absorbe 
fuertemente, digamos, en el rojo, otro absorbe fuertemente en el azul, otro absorbe 
en el verde. Entonces, cuando hacemos incidir luz sobre ellos, vamos a obtener can- 
tidades diferentes de absorción en las tres regiones y estas tres partes de informa- 
ción son manejadas de alguna manera en el cerebro o en el ojo, o en alguna parte, 
para decidir cuál es el color. Es fácil demostrar que todas las reglas de mezcla de 
colores serian una consecuencia de esta proposición. Ha habido grandes debates 
acerca del tema porque el problema siguiente, naturalmente, es encontrar las carac- 
teristicas de absorción de cada uno de los tres pigmentos. Resulta, desgraciadamen- 
te, que debido a que podemos transformar las coordenadas del color como quera- 
mos, sólo podemos encontrar todo tipo de 
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combinaciones lineales de las curvas de absorción mediante experimentos de mezcla 
de colores, pero no las curvas para los pigmentos individuales. Se ha tratado de 
varias maneras de obtener una curva especifica que describa alguna propiedad fi- 
sica particular del ojo. Una de estas curvas se llama curva de luminosidad, mostra- 
da en la figura 35-3. En esta figura hay dos curvas, una para los ojos en la 
oscuridad, la otra para ojos a la luz; la última es la curva de luminosidad del cono. 
Esto se mide encontrando cual es la menor cantidad de luz de color que necesitamos 
para apenas verla. Esto mide la sensibilidad del ojo en las diferentes regiones espec- 
trales. Hay otra manera muy interesante de medir esto. Si tomamos dos colores y 
los hacemos aparecer en una superficie, haciendo aparecer alternativamente uno tras 
otro, vemos un centelleo si la frecuencia es muy baja. Sin embargo, a medida que la 
frecuencia aumenta, el centelleo va a desaparecer por último a una cierta frecuencia 
que depende de la luminosidad de la luz, digamos a 16 repeticiones por segundo. 
Ahora bien, si ajustamos el brillo o la intensidad de un color respecto al otro, apa- 
rece una intensidad para la cual el centelleo de 16 ciclos desaparece. Para obtener 
centelleo con la luminosidad asi ajustada, tenemos que ir a una frecuencia mucho 
más baja para ver un centelleo de color. Asi, obtenemos lo que llamamos un cente- 
leo de la luminosidad a una frecuencia más alta y, a una frecuencia más baja, un 
centelleo del color. Es posible ajustar dos colores a “luminosidad igual” por medio 
de esta técnica del centelleo. Los resultados son casi, pero no exactamente, los mis- 
mos que los obtenidos midiendo el umbral de sensibilidad del ojo para ver luz debil 
por los conos. La mayoría de los investigadores usan el sistema centelleo como una 
definición de la curva de luminosidad. 


Ahora bien, si hay tres pigmentos sensibles al color en el ojo, el problema es de- 
terminar la forma del espectro de absorción de cada uno. ¿Cómo? Sabemos que 
existen personas que sufren de daltonismo —ocho por ciento de la población masculi- 
na, y medio por ciento de la población femenina—. La mayoría de las personas 
que sufren de daltonismo o de alguna anormalidad en la visión del color, tienen un 
grado diferente de sensibilidad que los 


Fig. 35-6. El lugar geométrico de los co- 
lores confundidos por los deuteranopes. 
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Fig. 35-7. El lugar geométrico de los co- 
™ fores confundidos por los protanopes. 


otros a una variación del color, pero de todas maneras necesitan tres colores para 
aparear. Sin embargo, hay algunos a los que se les llama dicrómatas, para quienes 
cualquier color se puede aparear usando solamente dos colores primarios. La suge- 
rencia evidente es, entonces, decir que están perdiendo uno de los tres pigmentos. 
Si podemos encontrar tres tipos de dicrómatas daltónicos que tienen diferentes reglas 
para mezclar colores, un tipo debe estar perdiendo la pigmentación roja, la verde 
y otro la azul. ¡Midiendo todos estos tipos podemos determinar las tres curvas! 
Resulta que hay tres tipos de dicromatia daltónica; existen dos tipos comunes y un 
tercer tipo muy escaso y a partir de estos tres ha sido posible deducir los espectros 
de absorción de los pigmentos. 

La figura 35-6 muestra la mezcla de color de un tipo particular de persona dal- 
tónica llamado deuteranope. Para él, el lugar geométrico de colores constantes no 
son puntos, sino ciertas lineas, a lo largo de cada una de las cuales el color le parece 
a él ser el mismo. Si la teoria de que él está perdiendo una de las tres partes de in- 
formación es correcta, todas estas lineas se deberian cortar en un punto. Si medimos 
cuidadosamente en el gráfico, se cortan perfectamente. Es evidente, entonces, que 
esto ha sido hecho por un matemático ¡y no representa datos reales! En realidad, si 
revisamos los últimos trabajos con datos verdaderos, resulta que en el grafico de la 
figura 35-6, el punto de enfoque de todas las lineas no está exactamente en el lugar 
correcto. Usando las lineas de la figura de más arriba, no podemos encontrar espec- 
tros razonables: necesitamos absorciones negativas y positivas en diferentes regiones. 
Pero usando los nuevos datos de Yustova, resulta que cada una de las curvas de 
absorción es positiva en todas partes. 


La figura 35-7 muestra un tipo diferente de daltonismo, el de protanope, quien 
tiene un enfoque cerca del final rojo de la curva de contorno. Yustova obtiene 
aproximadamente la misma ubicación en este caso. Usando los tres tipos diferentes 
de daltonismo se ha determinado finalmente las tres curvas de respuesta a los 
pigmentos, y se muestran en la figura 35-8. ¿En forma terminante? Quizás. Existe 
una duda acerca de si 
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2.0 A (Azul) 


V (Verde) 


F AÀ) Fig. 35-8. Las curvas de sensibilidad es- 
pectral de un receptor normal tricromático. 


la idea de los tres pigmentos es correcta, de si el daltonismo resulta por la pérdida 
de uno de los pigmentos, y aun si los datos de mezcla de color en el daltonismo son 
correctos. Diferentes investigadores obtienen diferentes resultados. Este campo se 
encuentra grandemente en desarrollo todavia. 


a 


35-6 Fisioquimica de la vision de los colores 


Ahora bien, ¿qué tal si verificamos estas curvas con los pigmentos reales en el 
ojo? Los pigmentos que se pueden obtener de una retina consisten principalmente 
de un pigmento llamado púrpura visual, Sus caracteristicas más prominentes son, 
primero, que se encuentra en el ojo de casi todos los animales vertebrados, y se- 
gundo, que su curva de respuesta se ajusta maravillosamente con la sensibilidad 
del ojo, como se ve en la figura 35-9, en la cual están graficados en la misma escala 
la absorción del púrpura visual y la sensibilidad del ojo adaptado a la oscuridad. 
Este pigmento es evidentemente el pigmento con el que vemos en la oscuridad: el 
púrpura visual es el pigmento para los bastoncitos y no tiene nada que ver con la 
visión del color, Este hecho fue descubierto en 1877. Aún hoy en dia se puede decir 
que los pigmentos de color de los conos nunca han sido obtenidos en un tubo de 
ensayo. En 1958 se podia decir que los pigmentos de color nunca habian sido vis- 
tos. Pero desde entonces, dos de ellos han sido detectados por Rushton por medio 
de una técnica sencilla y hermosa. 

La dificultad está, presumiblemente, en que como el ojo es tan débilmente sensi- 
ble a la luz brillante comparado con la luz de baja intensidad, necesita mucha 
púrpura visual para ver, pero no muchos de los pigmentos de color para ver los 
colores. La idea de Rushton es dejar el pigmento en el ojo y medirlo de todas ma- 
neras. Lo que hace es esto. Existe un instrumento llamado oftalmoscopio para enviar 
luz dentro del ojo a través de las lentes y luego enfocar la luz que regresa. Con él 
uno puede medir qué cantidad 


Fig. 35-9. La curva de sensibilidad de un 
ojo adaptado a la oscuridad, comparada con 
ET) 300 500 la curva de absorción de la púrpura visual. 

Longitud de onda 


Luminosidad y absorción 
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se refleja. Asi uno mide el coeficiente de reflexión de la luz que ha pasado dos veces 
a través del pigmento (reflejada por una capa posterior en el globo del ojo, y salien- 
do a través del pigmento del cono nuevamente). La naturaleza no está siempre tan 
maravillosamente diseñada. Los conos están diseñados en forma interesante para 
que la luz que llega a los conos rebote alrededor y busque su camino hacia abajo, 
hacia los pequeños puntos sensibles en el ápice. La luz baja derecho hacia el punto 
sensible, rebota en el fondo y regresa hacia afuera nuevamente, habiendo atravesado 
una cantidad considerable del pigmento de visión de color; también, examinando la 
fóvea, donde no existen bastoncitos, el púrpura visual no nos confunde. Pero el co- 
lor de la retina se vio hace mucho tiempo: es algo como un rosado anaranjado; lue- 
go están todos los vasos sanguineos y el color de la sustancia del fondo, y todo lo 
demás. ¿Cómo sabemos cuándo estamos mirando el pigmento? Respuesta: Primero 
tomamos a una persona daltónica, quien tiene menos pigmentos y para quien, por 
lo tanto, es más fácil hacer el análisis. Segundo, los diversos pigmentos, como la 
púrpura visual, tienen un cambio de intensidad cuando son blanqueados por la luz; 
cuando los alumbramos cambian su concentración. Asi, mientras miraba al espectro 
de absorción del ojo, Rushton introdujo otro rayo en todo el ojo, lo que cambia 
la concentración del pigmento, y midió el cambio en el espectro, y la diferencia, por 
supuesto, no tenía nada que ver con la cantidad de sangre o el color de las capas 
reflectoras, u otras cosas, sino solamente con el pigmento, y en esta forma Rushton 
obtuvo una curva para el pigmento del ojo protanope, la cual se da en la figura 35-10. 
Densidad doble Densidad doble 

PSt P59 


0:03 


500 mp 


Fig. 35-10. Espectro de absorción del 
pigmento del color de un daltónico protanope 
(cuadrados) y de un ojo normal (puntos). 


La segunda curva de la figura 35-10 es una curva obtenida con un ojo normal. 
Se obtuvo tomando un ojo normal y, habiendo ya determinado cual era uno de los 
pigmentos iluminando el otro en el rojo, donde el primero es insensible. La luz roja 
no afecta el ojo protanope, pero si el ojo normal, y asi uno puede obtener la curva 
del pigmento que falta. La forma de una curva se ajusta maravillosamente a la curva 
del verde de Yustova, pero la curva del rojo está un poquito desplazada. Asi que 
tal vez estamos en el buen camino. O tal vez no —los últimos trabajos con deutera- 
nopes no demuestran que falta ningún pigmento definido. 


El color no es un asunto de la física de la luz misma. El color es una sensacion, 
y la sensación de los diferentes colores es diferente en diferentes circunstancias. Por 
ejemplo, si tenemos una luz rosada, formada superponiendo haces cruzados de luz 
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blanca y luz roja (todo lo que podemos hacer con el blanco y el rojo es rosado, 
evidentemente), podemos mostrar que la luz blanca puede aparecer azul. Si coloca- 
mos un objeto en los rayos da dos sombras —una iluminada por sólo la luz blaaca 
y la otra por el rojo—. Para la mayoria de las personas la sombra “blanca” de un 
objeto se ve azul, pero si seguimos extendiendo esta sombra hasta que cubra toda la 
pantalla ¡vemos que de repente se ve blanca, no azul! Podemos obtener otros efectos 
de la misma naturaleza mezclando luces roja. amarilla y blanca. Las luces roja, 
amarilla y blanca pueden producir solamente amarillos anaranjados, etc. Así, pues, 
si mezclamos estas luces aproximadamente en forma igual, obtenemos solamente 
luz naranja. Sin embargo, al proyectar diferentes tipos de sombras en la luz. con 
diferentes colores traslapados, uno obtiene una serie bastante grande de hermosos 
colores que no están en la luz misma (que es solamente naranja), sino en nuestras 
sensaciones. Vemos claramente muchos colores diferentes que son totalmente dife- 
rentes a los colores “fisicos” en el rayo. Es muy importante apreciar que una retina 
esta ya “pensando” en la luz; está comparando lo que ve en una región con lo que ve 
en otra, aunque no en forma consciente. Lo que sabemos acerca de como lo hace es 
el tema del próximo capitulo. 
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El mecanismo de la visión 
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36-1 La sensación de color 


Al discutir el sentido de la vista. debemos darnos cuenta que (¡fuera de una 
galeria de arte moderno!) uno ve manchas de color o manchas de luz al azar. Cuando 
miramos un objeto. vemos un hombre o una cosa; en otras palabras. el cerebro in- 
terpreta lo que vemos, Como lo hace. nadie lo sabe. y lo hace. por supuesto. a un 
nivel muy alto. Aunque evidentemente aprendemos a reconocer despues de mucha 
experiencia cuál es el aspecto de un hombre, hay una cierta cantidad de rasgos de 
la visión que son más elementales. pero que también implican combinar información 
de diferentes partes de lo que vemos. Para ayudarnos a entender cómo hacemos 
una interpretación de una imagen completa. vale la pena estudiar las primeras 
etapas de la unión de la información desde las diferentes células de la retina. En 
este capitulo nos vamos a dedicar principalmente a ese aspecio de la visión, aunque 
tambien vamos a mencionar algunos problemas laterales en el camino. 


Un ejemplo del hecho de que tenemos acumulación de información. a nivel muy 
elemental, desde diferentes partes del ojo al mismo tiempo. mas alla de nuestro con- 
trol voluntario o habilidad para aprender. fue esa sombra azul producida por la luz 
blanca. cuando tanto blanco como rojo estaban iluminando la misma pantalla. Este 
efecto por lo menos implica el conocimiento de que el fondo de la pantalla es rosa- 
do. aunque cuando estamos mirando a la sombra azul. es sólo luz “blanca” HNegando 
a un punto particular en el ojo: en alguna parte. las informaciones han sido reunidas. 
Mientras más completo y familiar es el contexto. más correcciones hará el ojo para 
las peculiaridades. De hecho. Land ha demostrado que si mezclamos ese azul apa- 
rente y el rojo en diferentes proporciones. mediante el uso de dos transparencias 
fotograficas que tienen diferente absorción trente al rojo y al blanco, se puede hacer 
que represente una escena real. con objetos reales, bastante fielmente. En este caso 
obtenemos también muchos colores aparentes intermedios. análogos a lo que obten- 
driamos al combinar rojo y azul-verde: parece que fuera un conjunto cast completo 
de colores. pero si los miramos mucho. vemos que no son tan buenos. Aun asi. es 
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sorprendente todo lo que podemos obtener de sólo el rojo y el blanco. Mientras más 
se parece la escena a una situación real, ¡tanto más uno puede compensar el hecho 
de que toda la luz no es realmente nada mas que rosado! 


Otro ejemplo es la aparición de “colores” en un disco blanco y negro en rota- 
ción, cuyas áreas negras y blancas se muestran en la figura 36-1. Cuando el disco 
se rota. las variaciones de luz y sombra en cualquier radio son exactamente iguales: 
es sólo el fondo el que es diferente para las dos clases de “franjas”. Sin embargo. 
uno de los “anillos” aparece coloreado con un color y el otro con otros*. Nadie 
entiende aún la razón de estos colores, pero está claro que la información es reunida 
a un nivel muy elemental, en el ojo mismo probablemente. 


Fig. 36-1. Cuando se hace rotar un disco 
como el de arriba, aparecen colores en sólo 
uno de los dos “anillos” más oscuros. Si se 
invierte el sentido de rotación, los colores 
aparecen en el otro anillo. 


Casi todas las teorias modernas de la visión de los colores están de acuerdo 
en que los datos de mezcla de colores indican que hay sólo tres pigmentos en los 
conos del ojo y que es la absorción espectral en estos tres pigmentos lo que funda- 
mentalmente produce el sentido del color. Pero la sensación total asociada con las 
caracteristicas de absorción de los tres pigmentos actuando conjuntamente no es, 
necesariamente, la suma de las sensaciones individuales. Todos estamos de acuerdo 
en que el amarillo no parece ser verde rojizo: de hecho podria ser una tremenda sor- 
presa para mucha gente descubrir que la luz es. en realidad. una mezcla de colores. 
porque probablemente la sensación de luz se debe a algun otro proceso distinto al de 
una simple mezcla como un acorde en música. donde las tres notas están ahi al mismo 
tiempo y. si escuchamos con cuidado. podemos oirlas individualmente. No podemos 
mirar con cuidado y ver el rojo y el verde. 


Las primeras teorías de la visión decian que hay tres pigmentos y tres tipos de 
conos, cada tipo conteniendo un pigmento; que un nervio va desde cada cono al 
cerebro, de manera que las tres partes de la información son llevada: al cerebro, 
y entonces en el cerebro puede suceder cualquier cosa. Esta, por supuesto, es una 
idea incompleta: no sirve de nada descubrir que el nervio óptico lleva la información 
al cerebro, porque aún no hemos empezado ni siquiera a resolver el problema. Debe- 
mos plantearnos preguntas más básicas: ¿Hace alguna diferencia dónde se junta 
la información? ¿Es importante que sea llevada directamente por el nervio óptico 
hasta el cerebro, o podria la retina hacer primero algún análisis? Hemos visto un 
cuadro de la retina como una cosa muy complicada, con muchas interconexiones 
(figura 35-2) y ella podria hacer algunos análisis. 


* Los colores dependen de la velocidad de rotación, de la intensidad de la iluminación y 


hasta cierto punto de quién los mira y cuán absortamente los observa. 
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De hecho, las personas que estudian anatomia y el desarrollo del ojo, han de- 
mostrado que la retina es, en realidad, el cerebro: en el desarrollo del embrión, un 
pedazo del cerebro sale hacia adelante y fibras largas crecen hacia atrás, conectando 
el ojo con el cerebro. La retina está organizada de la misma manera que esta orga- 
nizado el cerebro y, como lo ha dicho alguien en forma tan bella, “el cerebro 
ha desarrollado una manera de mirar hacia el mundo”. El ojo es un pedazo de cere- 
bro que está tocando la luz, por decirlo asi, en el exterior. De manera que no seria 
raro que algún análisis del color ya se haya hecho en la retina. 

Esto nos da una oportunidad muy interesante. Ninguno de los otros sentidos 
implica tal cantidad de cálculo, digamos, que uno pueda hacer medidas antes que la 
señal entre a un nervio. Los cálculos para todos los otros sentidos generalmente se 
realizan en el cerebro mismo, donde es muy difícil llegar a lugares especificos para 
hacer medidas; porque hay tantas interconexiones. Aqui, con el sentido de la vista, 
tenemos la luz, tres capas de células haciendo cálculos y los resultados de estos 
cálculos son transmitidos a través del nervio óptico. De manera que tenemos la 
primera oportunidad de observar fisiológicamente, quizás, cómo las primeras capas 
del cerebro trabajan en sus primeras etapas. Es asi de doble interés, no solamente 
interesante para la visión, sino interesante para todo el problema de fisiologia. 


Respuestas neurales yb -r,(2*y-20) 
r-9 “ko(ory-28) 
wrbk - k (o tyta)-h lao pty) 


Fig. 36-2. Conexiones neurales de acuer- 
Haas E o 3 do con una teoría “de los opuestos” de la 
Absorciones fotequimicas visión del color. 


El hecho de que haya tres pigmentos no significa que deba haber tres tipos de 
sensación. Otra de las teorias de la visión de los colores dice que hay esquemas de 
colores que realmente se oponen (Fig. 36-2). O sea, una de las fibras nerviosas lleva 
muchos impulsos si se está viendo amarillo y menos de lo usual para el azul. Otra 
fibra nerviosa lleva información verde y roja de la misma manera, y otra, blanca 
y negra. En otras palabras. en esta teoria alguien ha empezado ya a tratar de adi- 
vinar el circuito, el método de cálculo. 


Los problemas que estamos tratando de resolver estimando estos primeros cálcu- 
los son problemas sobre los colores aparentes que se ven en un fondo rosado, qué 
pasa cuando el ojo se adapta a diferentes colores y también los así llamados fenó- 
menos sicológicos. Los fenómenos sicológicos son del tipo, por ejemplo, que el blan- 
co no “se siente” como rojo y amarillo y azul y esta teoria fue propuesta porque los 
sicólogos dicen que hay cuatro colores puros aparentes: “Hay cuatro estimulos que 
tienen una gran capacidad para evocar sicológicamente los simples colores, azul, 
amarillo, verde y rojo, respectivamente. En contraste con el tierra de Siena, el ma- 
genta, el púrpura o la mayoría de los colores discriminables. estos colores no son mez- 
clados en el sentido que 
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ninguno comparte la naturaleza del otro; especificamente, el azul no es amarillento, 
ni rojizo o verdoso y asi sucesivamente, son colores sicologicamente primarios ”. Este 
es un hecho sicológico, asi se llama. Para encontrar de qué evidencia se dedujo este 
hecho sicológico, debemos buscar en forma realmente afanosa en toda la literatura. 
En la literatura moderna, todo lo que encontramos sobre el tema, son repeticiones de 
la misma afirmación o de una de un sicólogo alemán que usa como una de sus auto- 
ridades a Leonardo da Vinci, quien, todos sabemos por supuesto. era un gran artista. 
El dice “Leonardo pensó que habia cinco colores ”. Entonces, buscando aún más, en- 
contramos en un libro aún más viejo la evidencia para el tema. El libro dice algo por 
este estilo: “El púrpura es azul rojizo, el naranja es amarillo rojizo, ¿pero puede el rojo 
verse como naranja purpúreo? ¿No son el rojo y el amarillo más unitarios que el pur- 
pura y el naranja? Una persona promedio, a quien se le pide que diga cuáles 
colores son unitarios, nombra el rojo, el amarillo y el azul, estos tres, y algunos 
observadores agregan un cuarto, el verde. Los sicólogos están acostumbrados a 
aceptar los cuatro colores salientes”. Así que éste es el estado en el análisis sicoló- 
gico de este tema: si todos dicen que hay tres y alguien dice que hay cuatro, y ellos 
quieren que sean cuatro, serán cuatro. Esto muestra la dificultad con las investiga- 
ciones sicológicas. Está claro que tenemos tales sensaciones, pero es muy dificil ob- 
tener mucha información acerca de ellas. 


Por lo tanto, el otro camino a seguir es la dirección de la fisiología, para averi- 
guar experimentalmente lo que realmente sucede en el cerebro, el ojo, la retina o 
donde sea, y tal vez descubrir que algunas combinaciones de impulsos de diversas 
células se mueven a lo largo de ciertas fibras nerviosas. A propósito, los pigmentos 
primarios no tienen que estar en células separadas; uno podria tener células en las 
cuales hay mezclas de los diversos pigmentos, células con los pigmentos rojos y ver- 
des, células con los tres (la información de los tres es información blanca), etc. Hay 
muchas maneras de montar el sistema, y debemos encontrar cuál usó la naturaleza. 
Se podria esperar, en última instancia, que cuando entendamos las conexiones fi- 
siológicas vamos a entender algo de algunos de estos aspectos de la sicologia; asi 
que buscaremos en esa dirección. 


36-2 La fisiologia del ojo 


Empezamos hablando no sólo de la visión de los colores, sino también de la 
visión en general, sólo para recordarnos de las interconexiones que hay en la retina, 
mostradas en la figura 35-2. La retina es realmente como la superficie del cerebro. 
Aunque la fotografía real a través de un microscopio se ve un poco más complicada 
que este dibujo un tanto esquematizado, mediante un análisis cuidadoso, uno puede 
ver todas estas interconexiones. No hay duda que una parte de la superficie de la 
retina está conectada a otras partes y que la información que sale de los largos 
axones, que producen el nervio óptico, son combinaciones de información de mu- 
chas células. Hay tres capas de células en la sucesión de funciones: las células de la 
retina, que son las que afecta la luz, una célula intermedia que toma la información 
de una o unas pocas células de la retina y que la entrega a varias células en una 
tercera capa de células y la lleva al cerebro. Hay todo tipo de interconexión entre las 
células de las capas. 
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entre el indice de la córnea, que es 1,37, y el del agua, que es 1,33. Detrás de la 

Ahora consideramos algunos aspectos de la estructura y comportamiento del ojo 
(ver figura 35-1). El enfoque de la luz es realizado principalmente por la córnea, de- 
bido a que tiene una superficie curva que “dobla” la luz. Por esto es que no pode- 
mos ver claramente bajo el agua, porque entonces no tenemos suficiente diferencia 
córnea hay agua, prácticamente, con un indice 1,33 y más atrás hay una lente que 
tiene una estructura muy interesante: es una serie de capas como una cebolla con 
la diferencia de que es transparente y que tiene un índice 1,40 en el medio y 1,38 
exteriormente. (Seria bueno si pudiéramos hacer un vidrio Optico en el cual pudie- 
ramos ajustar el indice en todas partes, porque entonces no tendríamos que curvarlo 
tanto como lo hacemos cuando tenemos un indice uniforme.) Además, la forma 
de la córnea no es la de una esfera. Una lente esférica tiene una cierta cantidad 
de aberración esférica. La córnea es “más plana” por afuera que una esfera, de 
manera tal, ¡que la aberración esférica es menor para la córnea de lo que seria, 
si pusiéramos una lente esférica ahi! La luz es enfocada por el sistema córnea-lente 
en la retina. Cuando miramos cosas que están más cerca y más lejos, la- lentg se 
aprieta y se suelta y cambia el foco para ajustarse a las diferentes distancias. Para 
ajustar la cantidad total de luz, está el iris, que es lo que llamamos el color del ojo, 
castaño o azul, depende de quien sea; a medida que la cantidad de luz aumenta y 
disminuye, el iris se tierra y se abre. 


Observemos ahora el mecanismo nervioso para controlar la acomodación de 
la lente, el movimiento del ojo, los músculos que mueven los ojos en las orbitas y el 
iris, mostrado esquemáticamente en la figura 36-3. De toda la información que sale 
del nervio óptico A la gran mayoria se distribuye en uno de dos manojos (de los 
cuales vamos a hablar después) y de ahi al cerebro. Pero hay unas cuantas fibras, 
de interés ahora para nosotros, que no van directamente a la corteza visual del cerebro 
donde “vemos” las imagenes, sino al cerebro medio H. Estas son las fibras que mi- 
den la luz promedio y hacen ajustes para el iris; o si la imagen se ve borrosa tratan 
de corregir la lente; o, si hay una imagen doble, tratan de ajustar el ojo para visión 
binocular. En todo caso, atraviesan el cerebro medio y realimentan el ojo. En K 
están los músculos que gobiernan las acomodación de la lente y en L otro que va al 
iris. El iris tiene dos sistemas de músculos. Uno es un músculo circular L que cuan- 
do es excitado, tira y cierra el iris; actúa muy rápidamente y los nervios están co- 
nectados directamente desde el cerebro a través de cortos axones con el iris. Los 
músculos opuestos son músculos radiales, de manera que cuando oscurece y los 
músculos circulares se relajan, estos músculos radiales tiran hacia afuera. Aqui te- 
nemos, como en muchos lugares del cuerpo, un par de músculos que trabajan en di- 
recciones Opuestas y en casi todos estos casos los sistemas nerviosos que controlan 
a ambos están ajustados muy delicadamente, de manera que cuando se envian seña- 
les para contraer uno, automáticamente se envian señales para dilatar el otro. El 
iris es una excepción peculiar: los nervios que hacen contraerse el iris son los que 
hemos descrito recién, pero los nervios que hacen que el iris se dilate, nadie sabe exacta- 
mente de dónde salen, bajan por la espina dorsal detrás del pecho hasta las seccio- 
nes torácicas, salen de la espina dorsal, suben a través de los ganglios del cuello y 
dando toda la vuelta retornan a la cabeza, de modo de accionar el otro extremo del 
iris. 
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Temporal 


Fig. 36-3. Las interconexiones neu- Fig. 36-4. Las conexiones neurales 
rales para el funcionamiento mecánico de los ojos a la corteza visual. 
de los ojos. 


De hecho, la señal va por un sistema nervioso completamente diferente, no el sistema 
nervioso central en absoluto, sino el sistema nervioso simpático, asi que ésta es una 
manera bastante extraña de hacer funcionar las cosas. 


Ya hemos señalado otra cosa extraña acerca del ojo, que las células sensibles a 
la luz están en el lado equivocado, de manera que la luz debe atrevesar varias ca- 
pas de otras células antes de llegar a los receptores —¡está construido al revés!-. 
De manera que algunos aspectos son maravillosos y otros aparentemente estúpidos. 


La figura 36-4 muestra las conexiones del ojo con la parte del cerebro que está 
más directamente relacionada con el proceso visual. Las fibras del nervio óptico 
van a una cierta área justo más allá de D, llamada el geniculado lateral, desde donde 
van a una sección del cerebro llamada corteza visual. Nótese que algunas de las fi- 
bras de cada ojo se mandan al otro lado del cerebro, de manera que el cuadro for- 
mado es incompleto. Los nervios ópticos del lado izquierdo del ojo derecho pasan 
a través del quiasma óptico B, mientras que los del lado izquierdo del ojo izquierdo 
dan la vuelta y van por este mismo camino. De manera que el lado izquierdo del 
cerebro recibe toda la información que viene del lado izquierdo del globo de cada 
ojo, es decir, en el lado derecho del campo visual, mientras que el lado derecho del 
cerebro ve el lado izquierdo del campo visual. Esta es la manera cómo la informa- 
ción de los dos ojos se junta para decir a qué distancia están las cosas. Este es el 
sistema de visión binocular. 


Las conexiones entre la retina y la corteza visual son interesantes. Si un punto 
de la retina se saca o se destruye de alguna manera, entonces toda la fibra muere 
y podemos asi encontrar dónde está conectada. Resulta que, esencialmente, las cone- 
xiones son una a una —por cada punto de la retina hay un punto de la corteza vi- 
sual— y puntos que están muy juntos en la retina, están muy juntos en la corteza 
visual. De manera que la corteza visual todavia representa 
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el arreglo espacial de los bastoncitos y conos, pero. por supuesto. muy distorsionado. 
Cosas que están en el centro del campo, que ocupan un lugar muy pequeño en la retina, 
están extendidas sobre muchas, muchas células en la corteza visual. Está claro que es útil 
tener cosas que estaban originalmente juntas, más juntas aún. El aspecto más notable del 
tema, sin embargo, es el siguiente. El lugar donde podria pensarse que seria más impor- 
tante tener cosas juntas seria exactamente en el medio del campo visual. Créanlo o no, 
la linea vertical en nuestro campo de visión cuando miramos algo es de tal naturale- 
za que la información de todos los puntos en el lado derecho de esa linea va al lado 
izquierdo del cerebro y la información de los puntos del lado izquierdo va al lado 
derecho del cerebro, y de la manera como esta región está hecha, hay un corte justo 
en el medio, de manera que las cosas que están muy juntas en el medio ¡están muy 
separadas en el cerebro! De alguna manera, la información tiene que ir desde un 
lado del cerebro al otro por algún otro conducto, lo que es bastante sorprendente. 


El problema de cómo esta red llega a “armarse” es muy interesante. El proble- 
ma de cuánto está ya armado y cuánto se aprende es muy antiguo. Se pensaba hace 
mucho que a lo mejor “no necesitaba en absoluto estar armada cuidadosamente, que 
está interconectada sólo superficialmente y luego, mediante la experiencia, el niño 
aprende que cuando una cosa está “ahi arriba” produce alguna sensación en el cere- 
bro. (Los doctores siempre nos dicen lo que “siente” un niño; pero, ¿cómo saben 
ellos lo que siente un niño a la edad de un año?) El niño. a la edad de un año, se supo- 
ne que ve que un objeto está “ahi arriba”, obtiene una cierta sensación y aprende 
cómo alcanzar hasta “ahi”, porque cuando alcanza hasta “aquí”, no resulta. Este 
enfoque probablemente no es correcto, porque ya vemos que en muchos casos están 
estas interconexiones especialmente detalladas. Muy aclarativas son algunas notables 
experiencias realizadas con salamandras. (A propósito, en la salamandra hay una 
conexión cruzada directa. sin el quiasma óptico, porque los ojos están a cada lado 
de la cabeza y no tienen región en común. Las salamandras no tienen visión bino- 
cular.) La experiencia es ésta. Podemos cortar el nervio óptico de una salamandra 
y el nervio va a crecer de nuevo desde los ojos. Miles y miles de fibras celulares 
se regeneran asi. Ahora bien, en el nervio óptico las fibras no están adyacentes —es 
como un gran cable telefónico hecho descuidadamente con todas las fibras torcién- 
dose y dando vueltas—; pero, cuando llegan al cerebro, se ordenan de nuevo. Cuando 
cortamos el nervio óptico de la salamandra, la pregunta interesante es: ¿podrá orde- 
narse alguna vez? La respuesta es notable: si. Si cortamos el nervio Óptico de la sa- 
lamandra y éste crece de nuevo, la salamandra tiene de nuevo buena agudeza visual. 
Sin embargo, si cortamos el nervio óptico y damos vuelta al ojo de arriba para aba- 
jo, y dejamos crecer aquél de nuevo, otra vez tendrá una agudeza visual correcta, 
pero con un terrible error: cuando la salamandra ve una mosca “ahi arriba” salta 
sobre ella “allá abajo” y nunca aprende. Por lo tanto, hay una manera misteriosa 


mediante la cual los miles y miles de fibras encuentran su lugar adecuado en el 
cerebro. 


Este problema de cuánto está armado y cuánto no lo está, es un problema im- 
portante en la teoría del desarrollo de las criaturas. La respuesta no se conoce, pero 
se está estudiando intensivamente. 
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El mismo experimento, en el caso del pez dorado, demuestra que se produce 
un terrible nudo, como una gran cicatriz o complicación donde cortamos el nervio 
Optico; pero, a pesar de todo esto, las fibras crecen de nuevo a sus lugares correctos 
en el cerebro. 

Para hacer esto, a medida que crecen en los viejos canales del nervio óptico, 
deben hacer una serie de decisiones respecto a la dirección en que deben crecer. 
¿Cómo hacen esto? Parece que hay claves quimicas a las cuales diferentes fibras 
responden en forma diferente. Piensen en el enorme número de fibras en crecimiento, 
cada una de las cuales es un individuo que difiere de alguna manera con sus vecinos; 
al responder a cualquiera qué sean las claves quimicas ¡responde de un modo único 
suficiente para encontrar su lugar apropiado para la conexión definitiva en el cere- 
bro! Esto es un hecho interesante —fantástico—. Es uno de los grandes fenómenos 
de la biología descubierto recientemente y está conectado indudablemente con otros 
antiguos problemas no resueltos de crecimiento, organización y desarrollo de orga- 
nismos y particularmente de embriones. 


Otro fenómeno interesante tiene que ver con el movimiento del ojo. Hay que 
mover los ojos para hacer que las dos imágenes coincidan en diferentes circunstan- 
cias. Estos movimientos son de diferente tipo: uno es seguir algo, lo que demanda 
que los dos ojos vayan en la misma dirección, hacia la derecha o la izquierda, y 
el otro es dirigirlos hacia el mismo lugar a distintas distancias, lo que precisa que se 
muevan en forma opuesta. Los nervios que van a los músculos del ojo ya están co- 
nectados para estos efectos. Hay un grupo de nervios que va a tirar los músculos 
del lado de adentro de un ojo y el de afuera del otro y relajar los músculos opues- 
tos, de manera que los dos ojos se muevan juntos. Hay otro centro en el cual una 
excitación va a producir que los ojos se muevan uno hacia el otro desde una posi- 
ción paralela. Cualquier ojo puede ser girado hacia la esquina si el otro ojo se mueve 
hacia la nariz, pero es imposible en forma consciente o inconsciente girar ambos 
ojos hacia afuera, al mismo tiempo, no porque no haya músculos, sino porque no hay 
manera de mandar una señal para girar ambos ojos hacia afuera, a menos que haya- 
mos tenido un accidente o haya pasado algo, por ejemplo, que un nervio haya sido 
cortado. Aunque los músculos de un ojo pueden, ciertamente, dirigir un ojo para cual- 
quier lado, ni siquiera un Yoga es capaz de mover ambos ojos libremente hacia afuera 
bajo control voluntario, porque parece ser que no hay manera de hacerlo. Estamos 
ya armados hasta cierto punto. Este es un punto importante, porque la mayoria 
de los primeros libros de anatomia y de sicologia, etc., no aprecian o no ponen énfa- 
sis en el hecho que ya estamos armados tan completamente —dicen que todo se aprende. 


36-3 Las células bastoncitos 


Analicemos ahora con mayor detalle qué sucede en las células bastoncitos. La 
figura 36-5 muestra una microfotografia electrónica del medio de una célula bas- 
toncito (la célula bastoncito se extiende fuera del campo). Hay capa tras capa de 
estructuras planas, que se muestran ampliadas a la derecha, que contienen la sus- 
tancia rodopsina (púrpura visual), la tintura o pigmento, que produce los efectos de 
visión en los bastoncitos. La rodopsina, que es el pigmento, es una proteina grande 
que contiene un grupo especial llamado retineno, que se puede extraer de la proteína 
y que es, indudablemente, la causa principal 
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Fig. 36-5. Microfotografía electrónica de 
una célula bastoncito, 
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Fig. 36-6. La estructura del retineno. 


de la absorción de la luz. No entendemos la razón de los planos, pero es muy posible 
que haya alguna razón para mantener paralelas todas las moléculas de rodopsina. La 
quimica del fenómeno ha sido estudiada extensamente, pero podria haber algo de física 
en el. Pudiera ser que todas las moléculas estén ordenadas en una especie de fila, de ma- 
nera que cuando una se excita se genera un electrón, digamos, que puede recorrerlas to- 
das hasta algún lugar al final para sacar la señal, o algo por el estilo. Este tema es muy 
importante y no ha sido estudiado. Es un campo en el cual tanto la bioquimica como la 
fisica del estado sólido, o algo parecido, se va a usar a la larga. 


Este tipo de estructura en capas, aparece en otras circunstancias donde la luz 
es importante, por:ejemplo en el cloroplasto de las plantas donde la luz produce la 
fotosintesis. Si los ampliamos, encontramos lo mismo, con casi los mismos tipos de 
capas, pero ahi tenemos clorofila. por supuesto, en vez de retineno. La forma química 
del retineno se muestra en la figura 36-6. Tiene una serie de enlaces dobles alternados 
en la cadena lateral que es caracteristica de casi todas las sustancias orgánicas fuer- 
temente absorbentes, como la clorofila, la sangre, etc. Es imposible que los seres hu- 
manos fabriquen esta sustancia en sus propias células —tenemos que comerla—. De 
manera que la comemos bajo la forma de una sustahcia especial, que es exactamente 
igual al retineno, excepto que hay un hidrógeno amarrado en el extremo derecho: se 
llama vitamina A y si no comemos suficientemente de ella, no obtenemos suficiente 
abastecimiento de retineno y el ojo adquiere lo que llamamos ceguera nocturna, por- 
que entonces no hay suficiente pigmento en la rodopsina para ver de noche con los 
bastoncitos. 


La razón por la cual tal serie de enlaces dobles absorbe luz muy fuertemente, 
también se conoce. Podemos dar una sugerencia: la serie alternante de enlaces dobles 
se llama un enlace doble conjugado; un enlace doble significa que hay un electrón 
extra y este electrón extra se muda fácilmente hacia la derecha o la izquierda. Cuando 
la luz incide sobre esta molécula, el electrón de cada enlace doble se corre un paso. 
Todos los electrones en toda la cadena se corren, como una fila de fichas de dominó 
que se caen, y 
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aunque cada uno se mueve sólo una pequeña distancia (es de esperar que, en un 
átomo simple, podamos mover el electrón sólo una pequeña distancia) ¡el efecto 
neto es el mismo que si el que está en un extremo se hubiera movido al otro 
extremo! Es lo mismo que si un electrón recorriera toda la distancia hacia adelante 
y hacia atrás y asi, de esta manera, obtenemos una absorción mucho más fuerte 
bajo la influencia del campo eléctrico que si sólo pudiéramos mover el elec- 
trón una distancia que está asociada a un átomo. De manera que, como es facil 
mover los electrones hacia atrás y hacia adelante, el retineno absorbe la luz muy 
fuertemente: ése es el mecanismo de su parte fisico-química. 


36-4 El ojo compuesto (del insecto) 


Volvamos a la biologia. El ojo humano no es el único tipo de ojo. En los ver- 
tebrados, casi todos los ojos son esencialmente como los ojos humanos. Sin embar- 
go, en los animales inferiores hay muchos otros tipos de ojos: manchas oculares, 
diferentes copas de ojos y otras cosas menos sensibles, que no tenemos tiempo de 
discutir. Pero hay otro ojo muy desarrollado en los invertebrados, el ojo compuesto 
del insecto. (La mayoria de los insectos que tienen grandes ojos compuestos, también 
tienen varios ojos adicionales más simples.) La abeja es un insecto cuya visión ha 
sido estudiada cuidadosamente. Es fácil estudiar las propiedades de la visión de las 
abejas, porque son atraidas por la miel y podemos hacer experimentos en los cuales 
identificamos la miel, poniéndola en papel azul o papel rojo y vemos a cuál vienen. 
Mediante este método, se han descubierto algunas cosas muy interesantes respecto a 
la visión de la abeja. 


En primer lugar, al tratar de medir con cuánta agudeza pueden las abejas ver la 
diferencia de color entre dos pedazos de papel “blanco”, algunos investigadores 
encontraron que no era muy buena y otros encontraron que era fantasticamente 
buena. Aun cuando los dos pedazos de papel blanco eran casi exactamente iguales, 
las abejas podían distinguir la diferencia. Los investigadores usaron blanco de zinc 
para un pedazo de papel y blanco de plomo para otro y, aunque para nosotros se ven 
exactamente iguales, la abeja podia distinguirlos perfectamente, porque reflejan en 
cantidades diferentes el ultravioleta. De esta manera se descubrio que el ojo de la 
abeja es sensible a un intervalo mayor del espectro que los nuestros. Nuestro ojo 
trabaja entre 7.000 y 4.000 angstroms, desde el rojo al violeta, pero la abeja alcanza 
a ver hasta 3.000 angstroms ¡en el ultravioleta! Esto produce una serie de diferentes 
efectos interesantes. En primer lugar, las abejas pueden distinguir entre muchas flores 
que a nosotros nos parecen iguales. Por supuesto, debemos darnos cuenta que los 
colores de las flores no están diseñados para nuestros ojos, sino para los de la abeja; 
son señales para atraer las abejas a una flor especifica. Todos sabemos que hay 
muchas fleres “blancas”. Parece ser que el blanco no es muy interesante para las 
abejas, porque resulta que todas las flores blancas tienen diferentes proporciones de 
reflexión en el ultravioleta; no reflejan el cien por ciento del ultravioleta, como lo 
haria un blanco verdadero. No toda la luz vuelve, falta el ultravioleta y ése es un 
color, tal como para nosotros cuando faltara el azul, parece amarillo. De manera 
que todas las flores tienen colores para las abejas. Sin embargo, también sabemos 
que las abejas no pueden ver el rojo. Por lo tanto podriamos esperar que todas las 
flores rojas parecieran negras a la abeja. ¡De ningún modo! Un estudio cuidadoso 
de las flores rojas muestra, primero, que aun con nuestros ojos podemos ver que la 
mayoria de las flores rojas tienen un tinte azulado, 
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principalmente porque están reflejando una cantidad adicional de azul, que es la parte 
que ven las abejas. Además, los experimentos demuestran también que las flores va- 
rían según su reflexión en el ultravioleta, en las diferentes secciones de los pétalos, 
etcétera. ¡De manera que si pudiéramos ver las flores como las ven las abejas, serian 
aún más bonitas y variadas! 

Se ha demostrado, sin embargo, que hay unas cuantas flores rojas que no reflejan 
el azul o el ultravioleta y por lo tanto ¡parecerían negras a la abeja! Esto era de 
sumo interés para las personas que se preocupan de este tema, porque el negro no 
parece un color interesante, ya que es dificil distinguirlo de una vieja sombra sucia. 
Resultó ser que estas flores no eran visitadas por las abejas, son las flores visitadas 
por los colibries ¡y los colibries pueden ver el rojo! 


Otro aspecto interesante de la visión de la abeja es que las abejas pueden, apa- 
rentemente, indicar la dirección del sol mirando un pedazo de cielo azul, sin ver el 
sol mismo. Nosotros no podemos hacer esto fácilmente. Si miramos el cielo por la 
ventana hacia afuera y vemos que es azul, ¿en qué dirección está el sol? La abeja 
puede decirlo, porque la abeja es muy sensible a la polarización de la luz y la luz 
dispersada del cielo esta polarizada*. Todavia existe alguna discusión sobre cómo 
funciona esta sensibilidad. Aún no se sabe si es porque las reflexiones de la luz son 
diferentes en diversas circunstancias o porque el ojo de la abeja es sensible direc- 
tamente!. 

También se dice que la abeja puede apreciar un centelleo de hasta 200 oscila- 
ciones por segundo, mientras que nosotros no vemos más que hasta 20. Los movi- 
mientos de las abejas en las colmenas son muy rápidos; los pies se mueven y las 
alas vibran, pero es muy dificil para nosotros ver estos movimientos con nuestros 
ojos. Sin embargo, si pudiéramos ver más rápidamente veriamos el movimiento. Pro- 
bablemente es: muy importante para la abeja que su ojo tenga una respuesta tan 
rapida. 

Discutamos ahora qué agudeza visual podriamos esperar de la abeja. El ojo de 
la abeja es un ojo compuesto y está hecho de un gran número de células especiales 
llamadas omatidios, que están arregladas en forma cónica en la superficie de una 
esfera (aproximadamente) en la parte de afuera de la cabeza de la abeja. La figu- 
ra 36-7 muestra un dibujo de uno de estos omatidios. En la parte de arriba hay un 
área transparente, un tipo de “lente”, pero realmente es más bien un filtro o guia 
de luz, que hace que la luz baje por la fibra delgada donde, probablemente, se pro- 
duce la absorción. Al otro extremo está la fibra nerviosa. La fibra central está ro- 
deada en sus lados por seis células que, de hecho, han secretado la fibra. Esta des- 
cripción es suficiente para nuestros propósitos; lo importante es que es algo cónico 
y muchas de ellas pueden encajar una al lado de la otra en toda la superficie del 
ojo de la abeja. 


Discutamos ahora la resolución del ojo de la abeja. Si dibujamos lineas 
(Fig. 36-8) para representar los omatidios en la superficie, que suponemos que es 
una esfera 


* El ojo humano también tiene una leve sensibilidad a la polarización de la luz ¡y uno puede 


aprender a ubicar la dirección del sol! El fenomeno implicado se llama cepillo de Haidinger; 
es una figura muy débil amarillenta, con forma de vidrio de reloj, que se ve en el centro del campo 
visual, cuando uno observa una gran extensión sin rasgos distintivos, usando anteojos polari- 
zantes. También se puede ver en el cielo azul, sin los anteojos de polarización, si uno rota la 
cabeza de uno a otro lado alrededor del eje de visión. 

! Evidencia obtenida después que esta clase fue dictada, indica que el ojo es sensible di- 
rectamente. 
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Fig. 36-8. Vista esquemática de la 
disposición de los omatidios en el ojo de 
una abeja. 


as, æ b/r 


a 1/3 


Fig. 36-7. La estructura de un omatidio Fig. 36-9. El tamaño óptimo de un 
(una célula simple de un ojo compuesto). omatidio es ôm. 


de radio r, podemos calcular realmente el ancho de cada omatidio usando nuestro 
cerebro ¡y suponiendo que la evolución es tan inteligente como nosotros! Si tenemos 
un omatidio muy grande, no tenemos mucha resolución. O sea, una célula obtiene 
una parte de información desde una dirección y la célula adyacente obtiene una 
parte de información de otra dirección y asi sucesivamente, y la abeja no puede 
ver muy bien las cosas que están por el medio. De manera que la indeterminación 
en la agudeza visual dei ojo va a corresponder, seguramente, a un ángulo, 
el angulo del extremo del omatidio con respecto al centro de curvatura del ojo. 
(Las células del ojo existen, por supuesto, sólo en la superficie de la esfera; dentro 
de ésta está la cabeza de la abeja.) Este ángulo desde un omatidio al siguiente es, 
por supuesto, el diámetro del omatidio dividido por el radio de la superficie del ojo: 


Ab, = 8/r. (36.1) 


De manera que podemos decir “Mientras más delgado hagamos ó, mayor será la 
agudeza visual. Entonces, ¿por qué la abeja no usa omatidio muy, pero muy fino?” 
Respuesta: sabemos suficiente fisica para darnos cuenta de que si queremos hacer 
pasar luz por una ranura angosta, no podemos ver con precisión en una dirección 
dada, debido al efecto de difracción. La luz que viene de diferentes direcciones puede 
entrar y, debido a la difracción, 
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vamos a tener luz entrando en un ángulo A 0d tal que 
Aba = A/0. (36.2) 


Ahora vemos que si hacemos ò demasiado pequeño, ¡cada omatidio no ve sola- 
mente en una dirección, debido a la difracción! Si los hacemos demasiado grandes, 
cada uno ve en una dirección definida. pero no hay suficiente número de ellos para 
tener una buena visión de la escena. Por lo tanto, ajustamos la distancia d para hacer 
minimo el efecto total de estos dos. Si los sumamos y buscamos el lugar donde la 
suma tiene un minimo (Fig. 36-9) encontramos que 


d(A0, + Abu) lo A 
.. _2>_—_ A a A 0 = — — — 
di ro o è?’ 089) 


lo que nos da una distancia 
ô = ym. (36.4) 


Si suponemos que r mide alrededor de 3 milimetros, tomamos la luz que ve la abeja 
como de 4.000 angstroms, juntamos ambas y extraemos la raiz cuadrada, obtenemos 


o» 
| 


= (3 X 107? X 4 X 1077) 12m 
= 3.5 X 1075m = 35p. (36.5) 


El libro dice que el diámetro es 304 ¡así que esto es una concordancia bastante 
buena! Asi que, aparentemente, en realidad funciona ¡y podemos entender qué deter- 
mina el tamaño del ojo de la abeja! También es fácil volver a introducir los núme- 
ros y encontrar de qué calidad realmente es la resolución angular del ojo de la abeja: 
es muy mala, comparada con la de nosotros. Podemos ver cosas que son treinta ve- 
ces mas chicas, en tamaño aparente, que la abeja; la abeja tiene una imagen borrosa 
fuera de foco, comparado con lo que nosotros podemos ver. Sin embargo, está bien, 
y es lo más que pueden hacer. Podriamos preguntarnos por qué las abejas no desarrollan 
un ojo bueno como el nuestro con una lente, etc. Hay varias razones interesantes. 
En primer lugar, la abeja es demasiado chica; si tuviera un ojo como el nuestro, 
pero a su escala, la abertura sería del orden de 30u y la difracción seria tan impor- 
tante que no podria ver muy bien de todos modos. El ojo no sirve si es muy chico. 
En segundo lugar, si fuera tan grande como la cabeza de la abeja, el ojo ocuparia 
toda la cabeza de la abeja. Lo hermoso del ojo compuesto es que no ocupa lugar, 
es sólo una deigada capa en la superficie de la abeja. De manera que cuando ale- 
gamos que deberian haberlo hecho de nuestra manera, ¡debemos recordar que ellas 
tenian sus propios problemas! l 


36-5 Otros ojos 


Además de la abejas, muchos animales pueden ver color. Los peces, las maripo- 
sas, los pájaros y los reptiles pueden ver color, pero se cree que la mayoria de los 
mamiferos no pueden. Los primates pueden ver color. Los pájaros por cierto que 
ven color y eso explica los colores de los pájaros. ¡No tendria ningún sentido tener 
machos con colores tan brillantes, si las hembras no pudieran verlo! Esto es, la evo- 
lución de “lo que sea” sexual 
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que tienen los pájaros es el resultado de la capacidad de la hembra de ver el color: De 
manera que la próxima vez que veamos un pavo real y pensemos en el brillante des- 
pliegue de colores maravillosos que es y en lo delicados que son los colores y que 
maravilloso sentido estético se necesita para apreciar todo esto, no debemos felicitar 
al pavo real, sino ensalzar la agudeza visual y sentido estético de la hembra ¡porque 
eso es lo que ha generado tan bella escena! 


Todos los invertebrados tienen ojos pobremente desarrollados u ojos compues- 
tos, pero todos los vertebrados tienen ojos muy similares a los nuestros con una 
excepción. Si consideramos la forma más evolucionada de animales, decimos co- 
rrientemente, “¡Aqui estamos!”, pero si tomamos un punto de vista de menos pre- 
juicios y nos restringimos a los invertebrados, de modo que no podamos incluirnos, 
y preguntamos cuál es el animal invertebrado más evolucionado, la mayoria de los 
zoólogos están de acuerdo que ¡el pulpo es el animal más desarrollado! Es muy in- 
teresante que, además del desarrollo de su cerebro y sus reacciones, etc., que son 
bastante buenas para un invertebrado, ha desarrollado, en forma independiente, un 
ojo diferente. No es un ojo compuesto ni es un ojo puntual —tiene córnea, párpados, 
iris, una lente, tiene dos regiones de agua y tiene una retina atrás—. ¡Es esencialmente 
igual al ojo de los vertebrados! Es un notable ejemplo de coincidencia en la evolu- 
ción, donde la naturaleza ha descubierto dos veces la misma solución para un pro- 
blema, con un pequeño mejoramiento. Resulta también sorprendente que en el pulpo 
la retina es un pedazo de cerebro, que ha salido de la misma manera en su desarro- 
llo embriónico que en los vertebrados, pero lo interesante y diferente es que las cé- 
lulas que son sensibles a la luz están en el interior y las células que hacen los 
cálculos están detrás de aquéllas, en vez de “al revés”, como en nuestro ojo. Asi 
vemos que por lo menos no hay ninguna buena razón para que esté al revés. ¡La 
otra vez que la naturaleza lo ensayo, lo puso al derecho! (Ver figura 36.10). Los 
ojos más grandes del mundo son los del calamar gigante; ¡se han encontrado de 
hasta cerca de 40 centimetros de diámetro! 


Fig. 36-10. El ojo de un pulpo. 


36-6 Neurologia de la visión 


Uno de los puntos más importantes de nuestro tema es la interconexión de la 
información de una parte del ojo a la otra. Consideremos el ojo compuesto del can- 
grejo gigante limulo, sobre cl cual se ha hecho gran cantidad de experimentos. Pri- 
mero, tenemos que apreciar 
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qué tipo de información puede venir a lo largo de los nervios. Un nervio lleva un tipo 
de perturbación que tiene un efecto eléctrico fácil de detectar, un tipo de perturbación 
ondulatoria que baja por el nervio y produce un efecto en el otro extremo: un largo pe- 
dazo de la célula nerviosa, llamado el axón. lleva la información y un cierto impulso, 
llamado “espique”*, se propaga si es excitado en un extremo. Cuando un espique 
baja por un nervio, otro no puede seguir inmediatamente. Todos los espiques son del 
mismo tamaño, de manera que no tenemos espiques más altos cuando la cosa se ex- 
cita más fuertemente, sino que obtenemos más espiques por segundo. El tamaño del 
espique queda determinado por la fibra. Es importante darse cuenta de esto para ver 
qué sucede a continuación. 


Fig. 36-11. El ojo compuesto del cangrejo gigante límulo. (a) Vista normal. (b) Sección 
transversal. 


La figura 36-11 (a) muestra el ojo compuesto del limulo; no tiene mucho de ojo, 
tiene solamente cerca de mil omatidios. La figura 36-11 (b) es una seccion transver- 
sal del sistema; se puede ver el omatidio con las fibras nerviosas que salen de ellos 
y van al cerebro. Pero nótese que aun en un limulo hay pequeñas interconexiones. 
Son mucho menos elaboradas que el ojo humano y nos dan la oportunidad de estu- 
diar un ejemplo más simple. 


Veamos ahora los experimentos que se han hecho poniendo finos electrodos en 
el nervio óptico de un limulo y haciendo incidir luz en un solo omatidio. lo que es 
facil de hacer con lentes. Si encendemos la luz. en un instante / y medimos los pul- 
sos eléctricos que salen, encontramos que hay un pequeño retraso y luego una rá- 
pida serie de descargas que gradualmente disminuye a una rapidez uniforme, 
como se muestra en la figura 36-12 (a). Cuando la luz se apaga, la descarga se de- 
tiene. Ahora bien, es muy interesante que si, mientras nuestro amplificador está co- 
nectado a esta misma fibra nerviosa, iluminamos un omatidio diferente, no sucede 
nada; no hay señal. 


Ahora hacemos otro experimento: iluminamos el omatidio original y obtenemos 
la misma respuesta, pero si ahora iluminamos otro cercano también, los pulsos se 
interrumpen brevemente y después se suceden a una rapidez mucho menor (figu- 
ra 36-12 b). ¡La rapidez de una es inhibida por los impulsos que vienen del otro! 
En otras palabras, cada fibra nerviosa lleva la información desde un omatidio, 


* N. del T.—La palabra inglesa «spike», para designar un pulso rápido de muy corta dura- 


ción, es también de vasto uso en la terminología castellana. 
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Fig. 36-12. La respuesta a la luz de las 
fibras nerviosas del ojo del límulo. 


pero la cantidad que lleva es inhibida por las señales de los otros. De manera que si, por 
ejemplo, todo el ojo está iluminado en forma más o menos uniforme, la información 
proveniente de cualquiera de los omatidios va a ser relativamente débil, porque está 
inhibida por muchos otros. De hecho, la inhibición es aditiva —si iluminamos varios 
omatidios muy cercanos, la inhibición es muy grande—. La inhibición es mayor cuan- 
do los omatidios están más juntos, y si los omatidios están lo suficientemente aleja- 
dos entre si, la inhibición es prácticamente cero. De manera que es aditiva y depen- 
de de la distancia; aquí tenemos un primer ejemplo de cómo la información prove- 
niente de diferentes partes del ojo se combina en el ojo mismo. Podemos ver, quizás, 
si pensamos en eso un rato, que es un dispositivo para destacar los contrastes en los 
bordes de los objetos, porque si una parte de la escena está iluminada y una parte 
es negra, entonces los omatidios en el área iluminada producen impulsos que son 
inhibidos por la otra luz en la vecindad, de manera que es relativamente débil. Por 
otro lado, un omatidio en el borde, al cual se le da un impulso “blanco”, también 
es inhibido por otros en la vecindad, pero no existen tantos, ya que algunos son 
negros; la señal resultante es, por lo tanto, más fuerte. El resultado sería una curva, 
algo asi como la de la figura 36-13. El crustáceo va a percibir un realce del borde. 


El hecho de que exista un realce de los bordes, se conoce desde hace mucho; 
en realidad, es un hecho notable que ha sido comentado muchas veces por los 
sicólogos. Para dibujar un objeto, basta que dibujemos un esbozo. ¡Cómo estamos 
de acostumbrados a mirar cuadros que tienen sólo el esbozo! ¿Qué es el esbozo? 
El esbozo es sólo la diferencia de contorno entre luz y sombra o un color y otro. 
No es algo definido. ¡No es, créanlo o no, que cada objeto tenga una línea 


+ -— Respuesta del omatidio 
e. 


„— Tluminación 


Fig. 36-13. La respuesta neta de los 
omatidios del límulo cerca de un cambio 
+ brusco de iluminación. 
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alrededor de él. No existe tal línea. Es sólo en nuestra propia construcción sicológica 
donde hay una linea; empezamos a entender la razón por la cual la “linea” es clave 
suficiente para llegar al todo. Probablemente nuestros propios ojos trabajan en forma 
similar “mucho inás complicada, pero similar. 


Finalmente, describiremos brevemente el trabajo más detallado, el trabajo her- 
moso y avanzado realizado en el sapo. Haciendo un experimento correspondiente 
en un sapo, colocando en el nervio Optico del sapo unas sondas en forma de agujas 
muy finas y construidas muy bellamente, uno puede obtener las señales que van a 
lo largo de un axón particular y, lo mismo que en el caso del cangrejo gigante, en- 
contramos que la información no depende de sólo un punto del ojo, sino que es la 
suma de la información de varios puntos. 


El cuadro más reciente de la manera en que funciona el ojo del sapo es el si- 
guiente. Uno puede encontrar cuatro tipos diferentes de fibras nerviosas Ópticas, en 
el sentido de que hay cuatro tipos de respuestas diferentes. Estos experimentos no se 
hicieron iluminando con pulsos de luz, porque eso no es lo que ve un sapo. El sapo 
se queda sentado simplemente y sus ojos no se mueven nunca, a menos que la hoja 
de lirio se bambolee de un lado a otro, y en ese caso sus ojos oscilan en forma tal, 
que la imagen queda fija. El no mueve sus ojos. Si algo se mueve en su campo vi- 
sual, como un pequeño insecto (tiene que ser capaz de ver algo moviéndose en un 
fondo fijo), resulta que hay cuatro tipos diferentes de fibras que descargan, cuyas 
propiedades se resumen en la tabla 36-1. La detección sostenida del borde, imbo- 
rrable, significa que si introducimos un objeto con un borde dentro del campo de 
visión del sapo, entonces hay muchos impulsos en esta fibra particular, mientras 
el objeto se está moviendo, pero disminuyen hasta ser un impulso sostenido, que 
permanece mientras el borde esté ahi, aun si está quieto. Si apagamos la luz, los 
impulsos se detienen. Si la prendemos otra vez mientras el borde aún está a la vista, 
empiezan de nuevo. No son borrables. Otro tipo de fibra es muy similar, salvo que si 
el borde es recto, no funciona. ¡Debe ser un borde convexo con fondo oscuro! ¡Co- 
mo debe de ser de complicado el sistema de interconexiones en la retina del ojo del 
sapo, para entender que una superficie convexa ha aparecido! Además, aunque esta 
fibra mantiene algo, no mantiene tanto como la otra y si 


Tabla 36-1 
Tipos de respuestas en fibras nerviosas Ópticas de un sapo 
Tipo Velocidad Campo angular 
1. Detección sostenida del borde (imborrable) 0,2-0,5 m/seg po 
2. Detección del borde convexo (borrable) 0.5 m/seg 20-30 
3. Detección de contraste cambiante 1-2 m/seg 7*-10%. 
4, Detección de penumbra Hasta } m/seg hasta 15° 
5. Detección de oscuridad a muy grande 
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apagamos la luz y la volvemos a encender, no vuelve a producirse el impulso. De- 
pende del movimiento de la superficie convexa. El ojo lo ve entrar y recuerda que 
está ahí, pero si simplemente apagamos la luz por un momento, sencillamente se 
olvida y no lo ve más. 

Otro ejemplo es la detección del cambio de contraste. Si hay un borde entrando 
o saliendo, hay pulsos; pero si el objeto se mantiene inmóvil, no hay pulsos. 

También existe un detector de penumbra. Si la intensidad de la luz baja, produce 
pulsos, pero si permanece baja o aumenta, los pulsos se detienen; funciona sólo 
cuando la luz se está debilitando. 


Finalmente, también existen unas cuantas fibras, que son detectores de oscuridad 
—algo de lo más sorprendente— ¡disparan todo el tiempo! Si aumentamos la luz, dis- 
paran menos rápido, pero todo el tiempo. Si disminuimos la luz, disparan más rápi- 
do, todo el tiempo. En la oscuridad, disparan como locos, diciendo en forma per- 
petua: “¡Está oscuro! ¡Está oscuro! ¡Está oscuro!” 

Ahora bien, estas respuestas son bastante difíciles de clasificar y podriamos pen- 
sar que a lo mejor estos experimentos fueron mal interpretados. ¡Sin embargo, es 
muy interesante que estas mismas clases estén separadas muy claramente en la ana- 
tomia del sapo! Mediante otras mediciones, después que estas respuestas fueron cla- 
sificadas (después, esto es lo importante) se descubrió que la velocidad de las señales 
en las diferentes fibras no era la misma, ¡de modo que aquí tenemos otra manera 
independiente de comprobar qué tipo de fibra hemos encontrado! 


Otra pregunta interesante es: ¿desde qué tamaño de área hace una fibra particu- 
lar sus cálculos? La respuesta es diferente para diferentes clases. 
La figura 36-14 muestra la superficie del asi llamado tectum de un sapo, donde 


los nervios entran al cerebro desde el nervio óptico. Todas las fibras nerviosas que 
llegan 


S RAN pa va 


l, 
N 


Fig. 36-14. El tectum de un sapo. 
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del nervio óptico se conectan en diversas capas del tectum. Esta estructura en 
capas es análoga a la retina; esto es, en parte, la razón por la que sabemos que el 
cerebro y la retina son muy similares. Ahora bien, tomando un electrodo e intro- 
duciéndolo sucesivamente a través de las capas, podemos averiguar dónde termina 
cada tipo de nervio óptico, ¡y el resultado, hermoso y maravilloso, es que los dife- 
rentes tipos de fibras terminan en capas diferentes! Las primeras terminan en el tipo 
número 1, las segundas en el número 2, las terceras y quintas terminan en el mismo 
lugar y la más profunda de todas es la número cuatro. (¡Qué coincidencia, tienen 
los números casi en el orden correcto! No, ésa es la razón por la cual las enumera- 
ron de esa manera, ¡la primera publicación tenía los números en diferente orden!) 


Podemos resumir brevemente lo que hemos aprendido, de esta manera: probable- 
mente hay tres pigmentos. Puede haber muchos tipos diferentes de células recepto- 
ras que contienen los tres pigmentos en diferentes proporciones, pero hay muchas 
interconexiones que permiten sumas y restas mediante adiciones y refuerzos en el 
sistema nervioso. De manera que antes de que entendamos la visión de los colores, 
tendremos que entender la sensación final. Este tema está aún abierto, pero estas 
investigaciones con microelectrodos y otros instrumentos, a lo mejor nos darán, en 
último término, mayor información sobre cómo vemos el color. 
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Comportamiento cuántico 
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37-4 Un experimento con electrones 37-8 El principio de indeterminación 


37-1 Mecánica atómica 


En los últimos capitulos hemos tratado las ideas esenciales necesarias para la 
comprensión de la mayoría de los fenómenos importantes de la luz —o en general, 
de la radiación electromagnética—. (Hemos dejado algunos tópicos especiales para 
el próximo año. Especificamente, la teoría de los indices de los materiales densos y 
la reflexión total interna.) En lo que estamos interesados es en la llamada “teoria clá- 
sica” de las ondas eléctricas, la cual llega a ser una adecuada y completa descrip- 
ción de la naturaleza para un gran número de efectos. Todavia no nos hemos preo- 
cupado del hecho que la luz llega en gránulos o “fotones”. 


Nos gustaria considerar como nuestro siguiente tema el problema del comporta- 
miento de relativamente grandes pedazos de materia —por ejemplo, sus propiedades 
mecánicas y térmicas—. En su discusión, encontraremos que la teoria “clásica” (o 
antigua) falla casi inmediatamente, ya que la materia está realmente constituida de 
partículas de tamaño atómico. Sin embargo, trataremos «solamente la parte clásica ya 
que es la única parte que podemos entender, usando la mecánica clásica que hemos 
estado aprendiendo. Pero no tendremos mucho éxito. Encontraremos que en el caso 
de la materia, a diferencia del caso de la luz, nos encontraremos relativamente pron- 
to en dificultades. Podriamos, por supuesto, evadir continuamente los efectos ató- 
micos, pero en vez de ello interpondremos aqui una corta excursión, en la cual des- 
cribiremos las ideas básicas de las propiedades cuánticas de la materia, es decir, 
las ideas cuánticas de la fisica atómica, de modo que ustedes se den cuenta de aque- 
llo que dejamos de lado. Porque tendremos que dejar de lado algunos temas impor- 
tantes que no podemos evitar que se nos presenten. 


De modo que daremos ahora la introducción al tema de la mecánica cuántica, 
pero no podremos entrar realmente en el tema hasta más adelante. 

La “mecánica cuántica” es la descripción del comportamiento de la materia 
2 todos sus detalles y en particular de lo que sucede a escala atómica. A una es- 
cala 
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muy pequeña, las cosas se comportan de un modo distinto a aquello en lo que 
ustedes tengan alguna experiencia directa. No se comportan como ondas, no se com- 
portan como particulas, no se comportan como nubes, o bolas de billar, o pesos 
sobre resortes, o como nada que hayan visto alguna vez. 


Newton pensaba que la luz estaba constituida de particulas, pero entonces se 
descubrió, como hemos visto aqui, que se comporta como una onda. Más tarde, sin 
embargo (en los comienzos del siglo XX), se descubrió que en realidad la luz se com- 
porta algunas veces como una particula. Históricamente, se pensó que el electrón, 
por ejemplo, se comportaba como una particúla, y entonces se encontró que en mu- 
chos aspectos se comportaba como una onda. Asi que realmente no se comporta ni 
como lo uno ni como lo otro. Ahora nos damos por vencidos. Decimos: “No es 
ni lo uno ni lo otro”. 

Sin embargo, hay un hecho afortunado —los electrones se comportan exacta- 
mente como la luz—. El comportamiento cuántico de objetos atómicos (electrones, 
protones, neutrones, fotones, etc.) es el mismo para todos, todos ellos son “ondas 
corpusculares”, o como quieran llamarlas. De modo que lo que aprendamos respec- 
to a las propiedades de los electrones (los cuales usaremos para nuestros ejemplos) 
se aplicará a todas las “particulas” incluyendo los fotones de la luz. 

La acumulación gradual de información sobre el comportamiento atómico y a 
pequeña escala durante el primer cuarto de este siglo, lo cual dio algunas indica- 
ciones de cómo se comportan los objetos pequeños, produjo una confusión creciente, 
que finalmente se resolvió en 1926 y 1927 por Schrodinger, Heisenberg y Born. 
Ellos, finalmente, obtuvieron una descripción sistemática del comportamiento de 
la materia a escala pequeña. En el presente capitulo trataremos los principales as- 
pectos de esa descripción. 

Como el comportamiento atómico es tan diferente a la experiencia común, es 
muy dificil acostumbrarse y a todos aparece como algo peculiar y misterioso, tanto 
al novicio como al fisico experimentado. Aun los expertos no lo entienden en la for- 
ma en que les gustaria hacerlo, y esto es perfectamente razonable, ya que toda la 
experiencia humana y la intuición humana se aplican a objetos grandes. Nosotros 
sabemos cómo actuarán estos objetos grandes; pero cosas a escala pequeña no ac- 
túan precisamente en esa forma. De modo que tenemos que aprender respecto a 
ellas en una ciertá forma abstracta o imaginativa y no en conexión con nuestra ex- 
periencia directa. 

En este capitulo abordaremos en forma inmediata el elemento básico del miste- 
rioso comportamiento en su más extraña forma. Elijamos examinar un fenómeno 
que es imposible, absolutamente imposible, de explicar en cualquier forma clásica, 
y que contiene la esencia de la mecánica cuántica. En realidad, contiene el único 
misterio. No podemos explicar el misterio en el sentido de una “explicación” de 
cómo funciona. Sólo les diremos cómo funciona. Diciéndoles cómo funciona esto, 
les habremos dicho las particularidades básicas de toda la mecánica cuántica. 


37-2 Un experimento con proyectiles 


Para tratar de entender el comportamiento cuántico de los electrones, compara- 
remos y confrontaremos su comportamiento, en un dispositivo experimental particu- 
lar, con el comportamiento más familiar de particulas, tales como proyectiles y con 
el comportamiento de ondas, tales como las ondas del agua. En primer lugar consi- 
deraremos el comportamiento de los proyectiles en el dispositivo experimental mos- 
trado esquemáticamente en la figura 37-1. Tenemos una ametralladora que dispara 
un chorro de proyectiles. No es un arma muy buena, ya que esparce los proyecti- 
les (al azar) sobre un 
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Fig. 37-1. Experimento de interferencia con proyectiles. 


intervalo angular bastante amplio, como se indica en la figura. Frente al canón 
tenemos una pared (hecha de lámina blindada) que tiene dos agujeros suficien- 
temente grandes para dejar pasar un proyectil. Más allá de la pared hay una 
contención (digamos una gruesa pared de madera), la cual “absorbe” los pro- 
yectiles cuando éstos la golpean. Frente a la pared tenemos un objeto que llamare- 
mos “detector” de proyectiles. Este puede ser una caja que contenga arena. Cual- 
quier proyectil que penetre al detector será detenido y acumulado. Cuando lo deseemos 
podemos vaciar la caja y contar el número de proyectiles que han sido atrapados. 
El detector puede moverse hacia adelante y hacia atrás (la que llamaremos dirección 
x). Con este dispositivo podemos encontrar experimentalmente la respuesta a la pre- 
gunta: “¿Cuál es la probabilidad de que un proyectil que atraviese los agujeros en 
la pared llegue a la contención a un distancia x del centro?” En primer lugar, deben 
darse cuenta que tenemos que hablar de probabilidad, ya que no podemos decir en 
forma definitiva a dónde irá un proyectil particular. Un proyectil que por casualidad 
golpea uno de los agujeros, puede rebotar en los bordes del agujero y puede terminar 
en cualquier parte. Por “probabilidad ” queremos decir la posibilidad de que el proyectil 
llegue al detector, que podemos medir contando el número que llega al detector en 
un cierto tiempo, y luego haciendo el cociente entre este número y el número total 
que golpea la contención durante ese tiempo. O, si suponemos que el arma siempre 
dispara con la misma rapidez durante las medidas, la probabilidad que queremos es 
exactamente proporcional al número que alcanza el detector durante algún intervalo 
patrón de tiempo. 


Para nuestros propósitos actuales nos gustaría imaginar algún experimento idea- 
lizado en el cual los proyectiles no sean proyectiles reales, sino proyectiles indes- 
tructibles —que no puedan partirse en mitades—. En nuestro experimento encontra- 
mos que los proyectiles siempre llegan en gránulos, y cuando encontramos algo en 
el detector, siempre es un proyectil entero. Si la rapidez con ła cual la ametralladora 
dispara se hace muy baja, encontramos que en cualquier momento dado no llega 
ningún proyectil a la contención, o bien llega uno y solamente uno —exactamente 
uno—. También el tamaño de los gránulos ciertamente no depende de la rapidez de 
disparo del arma. Diremos: “Los proyectiles siempre llegan en gránulos idénticos”. 
Lo que medimos con nuestro detector es la probabilidad de llegada de un gránulo 
y medimos la probabilidad en función de x. El resultado de tales medidas con este 
aparato (no hemos realizado todavía el experimento, asi que realment? estamos ima- 
ginando el 
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resultado) está trazado en el gráfico dibujado en la parte (c) de la figura 37-1. 
En el gráfico dibujamos la probabilidad hacia la derecha y verticalmente x, 
de modo que la escala de x se ajusta al diagrama del dispositivo. Llamamos P,, a 
la probabilidad porque los proyectiles pueden haber venido ya sea a través del agu- 
jero 1 ó a través del agujero 2. Ustedes no se sorprenderán de que P,, sea grande 
cerca del medio del gráfico, pero que se haga chico si x es muy grande. Sin embar- 
go, podrian preguntarse por qué P,, tiene su máximo valor en x = 0. Podemos en- 
tender este hecho, si hacemos otra vez nuestro experimento, después de cubrir el 
agujero 2, y una vez más mientras se cubre el agujero 1. Cuando el agujero 2 está 
cubierto, los proyectiles pueden pasar solamente a través del agujero 1 y obtenemos 
la curva indicada por P, en la parte (b) de la figura. Como podrian esperar, el má- 
ximo de P, ocurre en el valor de x que está en linea recta con el cañón y el agujero 
1, Cuando el agujero 1 está cerrado, obtenemos la curva simétrica P,, trazada en la 
figura. P, es la distribución de probabilidad para los proyectiles que pasan a través 
del agujero 2. Comparando las partes (b) y (c) de la figura 37-1, encontramos el 
importante resultado que 


Pig s P, + Po. (37.1) 


Las probabilidades justamente se suman. El efecto con ambos agujeros abiertos 
es la suma de los efectos con cada agujero abierto separadamente. Llamaremos este 
resultado una observación de “no interferencia ”, por una razón que ustedes más tarde 
verán. Hasta aquí los proyectiles. Llegan en gránulos y su probabilidad de llegada 
no muestra interferencia. 
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Fig. 37-2. Experimento de interferencia con ondas de agua. 


37-3 Un experimento con ondas 


Ahora deseamos considerar un experimento con ondas en agua. El aparato se 
muestra esquemáticamente en la figura 37-2. Tenemos un recipiente poco profundo 
con agua. Un pequeño objeto indicado por “fuente de ondas” está vibrando hacia 
arriba y abajo mediante un motor y produce ondas circulares. A la derecha de la 
fuente tenemos otra vez una pared con dos agujeros y más allá de ella hay una se- 
gunda pared, la cual, para mantener simples las cosas, es un “absorbente”, de modo 
que no hay reflexión de las ondas que llegan alli. Esto puede hacerse construyendo 
una “playa” gradual de arena. Frente a la playa colocamos un detector, el que 


37-4 


como antes se puede mover para adelante y para atrás, en la dirección x. El detector es 
ahora un dispositivo que mide la “intensidad” del movimiento ondulatorio. Pueden 
imaginar un dispositivo que mide la altura del movimiento ondulatorio, pero cuya 
escala está calibrada en proporción al cuadrado de la altura real, de modo que la 
lectura es proporcional a la intensidad de la onda. Entonces nuestro detector lee en 
proporción a la energía transportada por la onda —o más bien la cantidad de energia 
que llega al detector por unidad de tiempo. 


Con nuestro aparato de ondas, la primera cosa que se observa es que la intensi- 
dad puede tener cualquier tamaño. Si la fuente mueve sólo una muy pequeña can- 
tidad, hay sólo un poco de movimiento ondulatorio en el detector. Cuando hay más 
movimiento en la fuente, más intensidad hay en el detector. La intensidad de la onda 
puede tener cualquier valor. No diriamos que hay alguna “granulación” en la inten- 
sidad de la onda. 

Ahora midamos la intensidad de la onda para varios valores x (cuidando que 
la fuente de ondas funcione siempre en la misma forma). Obtenemos la curva de 
aspecto interesante indicada con 7,, en la parte (c) de la figura. 


Hemos calculado ya cómo tales figuras pueden producirse, cuando estudiamos 
la interferencia de ondas eléctricas. En este caso observamos que la onda original 
se difracta en los agujeros y nuevas ondas circulares se propagan desde cada agu- 
jero. Si cubrimos un agujero un instante y medimos la distribución de intensidad en 
el absorbente, encontramos las curvas de intensidad bastante simples, mostradas en 
la parte (b) de la figura. /, es la intensidad de la onda proveniente del agujero 1 (que 
encontramos haciendo la medición cuando el agujero 2 está bloqueado) e 7, es la in- 
tensidad de la onda proveniente del agujero 2 (vista cuando el agujero 1 está blo- 
queado). 

La intensidad observada f,, cuando ambos agujeros están abiertos ciertamente 
no es la suma de 7, e f,. Decimos que hay “interferencia” de las dos ondas. En al- 
gunos lugares (donde la curva /,, tiene sus máximos) las ondas están “en fase” y 
los máximos de las ondas se suman para dar una gran amplitud y, por lo tanto, 
una gran intensidad. Decimos que las dos ondas están “interfiriendo constructiva- 
mente” en tales lugares. Habrá tal interferencia constructiva siempre que la distancia 
desde el detector a uno de los agujeros sea mayor (o menor), en un número entero de 
longitudes de onda, que la distancia desde el detector al otro agujero. 


En aquellos lugares donde las dos ondas llegan al detector con un defasaje de 
z (donde están “fuera de fase”) el movimiento ondulatorio resultante en el detector 
será la diferencia de las dos amplitudes. Las ondas “interfieren destructivamente”, 
y obtenemos un valor bajo para la intensidad de onda. Esperamos tales valores don- 
dequiera que la distancia entre el agujero 1 y el detector difiere de la distancia del 
agujero 2 al detector en un número impar de semilongitudes de ondas. Los valores 
bajos de I,, en la figura 37-2 corresponden a los lugares donde las dos ondas inter- 
fieren destructivamente. 

Recordarán que la relación cuantitativa entre /,, J, e I,, puede expresarsee en la 
siguiente forma: la altura instantánea de la onda de agua en el detector puede ser escrita 
para la onda proveniente del agujero 1 como (la parte real de) LA eiwt donde la “am- 
plitud” Á, es, en general, un número complejo. La intensidad es proporcional al cua- 
drado medio de la altura, o cuando usamos los números complejos, a | Á, | 2. Simi- 
larmente, para el agujero 2, la altura es Á, ei»t y la intensidad es proporcional a 
| A, |?. Cuando ambos agujeros están abiertos, las alturas de las ondas se suman 
para dar la altura 
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(A, + Á,) ei y la intensidad | Å, + Á, |?. Omitiendo la constante de proporciona- 
nalidad para nuestros propósitos presentes, las relaciones apropiadas para ondas 
que interfieren son 

IN AN Tia = Jhi + ho’. 687.2) 


Notarán que el resultado es bastante diferente del obteftido con proyectiles (Ec. 
37.1). Si desarrollamos | A, + Á, |? vemos que 


lr + hal? = [412 + [ña]? + 2/41 ]|42] cos ô, (37.3) 


donde ó es el defasaje entre Å, y h,. En función de las intensidades, podriamos es- 
cribir 
Lia = L + I + 2V [12 cos ô. (37.4) 


El último término en (37.4) es el “término de interferencia”. Suficiente con las ondas 
de aguas. La intensidad puede tener cualquier valor y muestra interferencia. 


37-4 Un experimento con electrones 


Imaginemos ahora un experimento similar, pero con electrones. Se muestra es- 
quemáticamente en la figura 37-3. Construyamos un cañón de electrones que con- 
siste en un alambre de tungsteno calentado mediante una corriente eléctrica y rodea- 
do por una caja de metal con un agujero en ella. Si el alambre esta a un voltaje 
negativo con respecto a la caja, los electrones emitidos por el alambre serán acele- 
rados hacia las paredes y algunos pasarán a través del agujero. Todos los electrones 
que saldrán del cañón tendrán (aproximadamente) la misma energía. Frente al cañón 
se tiene otra vez una pared (simplemente una delgada lámina metálica) con dos agu- 
jeros en ella. Más allá de la pared hay otra lámina que servirá como una “conten- 
ción”. Frente a la contención colocamos un detector móvil. El detector puede ser un 
contador geiger, o quizás mejor, un multiplicador de electrones. conectado a un alto- 
parlante. 

Deberiamos decirles inmediatamente que no traten de disponer dicho experi- 
mento (como pudieron haberlo hecho con los dos ya descritos). Este experimento 
nunca ha sido hecho en esta forma. El problema es que el aparato tendria que 


x x 
R 12 
CañonN > 2 P, 
ta è 
electronico 
pa 14 
Pared Contención p = un Pie +4! 
R mig 


(o) (b) (c) 


Fig. 37-3. Experimento de interferencia con electrones. 
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ser construido a una escala imposiblemente pequeña para mostrar los efectos en los que 
estamos interesados. Estamos haciendo un “experimento pensado”, el cual hemos 
elegido porque es fácil pensar en él. Sabemos los resultados que se obtendrían ya 
que hay muchos experimentos que han sido hechos, en los cuales la escala y las pro- 
porciones han sido elegidas para mostrar los efectos que describiremos. 


La primera cosa que notamos con nuestro experimento de electrones es que oi- 
mos marcados “clic” provenientes del detector (esto es, del alto-parlante). Y 10905 
los “clic” son iguales. No hay “medios clic”. 


También deberiamos notar que los “clic” llegan muy erráticamente. Algo como: 
clic..... clic-clic..... clic..... clic..... clic-clic..... clic..... etc., tal como ustedes, sin duda, 
han oido funcionar un contador geiger. Si contamos los clic que llegan en un tiempo 
suficientemente largo —muchos minutos, digamos— y luego contamos otra vez duran- 
te otro periodo igual, encontramos que los dos números son muy aproximadamente 
iguales. De modo que podemos hablar de una frecuencia media a la cual los clic se 
escuchan (tantos clic por minuto en promedio). 


A medida que movemos el detector, la frecuencia a la cual los clic aparecen 
es mayor o menor, pero .el tamaño (sonoridad) de cada clic es simpre el mismo. Si 
bajamos la temperatura del alambre en el cañón, la frecuencia de los clic baja, pero 
todavia cada clic suena igual. También podríamos notar que si ponemos dos detec- 
tores separados sobre la contención, uno u otro sonaria, pero nunca ambos al mis- 
mo tiempo. (Excepto que en algún momento, si hubiera dos clic muy cerca en el 
tiempo, nuestro oído no pudiera sentir la separación.) Por lo tanto concluimos que 
dondequiera que lleguen a la contención, llegan en “gránulos”. Todos los “gránulos” 
son del mismo tamaño: solamente llegan “gránulos” enteros, y llegan uno a uno 
a la contención. Diremos: “Los electrones llegan siempre en gránulos idénticos”. 


Al igual que en nuestro experimento con proyectiles, podemos ahora proseguir 
para encontrar experimentalmente la respuesta a la pregunta: “¿Cual es la proba- 
bilidad relativa de que un “gránulo” electrónico llegue a la contención a diversas 
distancias x del centro? Como antes, obtenemos la probabilidad relativa, observando 
la frecuencia de los clic, manteniendo constante el funcionamiento del cañón. La 
probabilidad con la cual los “gránulos” llegan a un x particular es proporcional a la 
frecuencia media de los clic en ese x. 

El resultado de nuestro experimento es la interesante curva, marcada P,, en la 
parte (c) de la figura 37-3. ¡Sí! Esa es la forma en que se comportan los electrones. 


37-5 La interferencia de onda de electrones 


Tratemos ahora de analizar la curva de la figura 37-3 para ver si podemos enten- 
der el comportamiento de los electrones. Lo primero, que deberiamos decir es que, ya 
que ellos llegan en gránulos, cada gránulo que podemos llamar igualmente bien un 
electrón, ha pasado, o a través del agujero 1 o del agujero 2. Escribamos esto en la 
forma de “Proposición ”: 


Proposición A: Cada electrón pasa, ya sea a través del agujero 1 ó a través del agujero 2. 


Suponiendo la Proposición A, todos los electrones que lleguen a la contención pue- 
pe ser divididos en dos clases: (1) los que llegan a través del agujero 1 y (2) los que 
egan 
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a través del agujero 2. De modo que nuestra curva observada debe ser la suma 
de los efectos de los electrones que pasan a través del agujéro 1 y los electrones que 
pasan a través del aguiero 2. Verifiquemos esta idea mediante un experimento. Pri- 
mero, realizaremos una medida para los electrones que pasan a través del agujero 1. 
Taparemos el agujero 2 y realizaremos nuestras cuentas de los clic del detector. De la 
frecuencia de los clic obtenemos P,. El resultado de la medida se muestra mediante 
la curva marcada P, en la parte (b) de la figura 37-3. El resultado parece bastante 
razonable. En una forma similar, medimos P,, la distribución de probabilidad para 
los electrones que pasan a través del agujero 2. El resultado de esta medida está tam- 
bién trazado en la figura. 


El agujero P,, obtenido con ambos agujeros abiertos claramente no es la suma de 
P, y P,, las probabilidades para cada agujero por separado. Por analogía con nues- 
tro experimento de ondas de agua, decimos: “hay interferencia”. 


Para electrones: Pio AP, + Po (37.5) 


¿Cómo pudo producirse esa interferencia? Quizás podriamos decir: “Bien, eso 
significa presumiblemente que no es verdad que los gránulos pasan, ya sea a través 
del agujero 1 o del agujero 2, porque si lo hicieran, las probabilidades deberian su- 
marse. Quizás van en una forma más complicada. Se separan en mitades y...” ¡Pero 
no! No pueden, siempre llegan en gránulos... “Bien, quizás algunos de ellos pasen a 
través de 1 y luego den la vuelta a través del 2, y luego den vueltas algunas veces más, 
o mediante algún otro camino complicado... entonces cerrando el agujero 2 cambia- 
riamos la probabilidad de que un electrón que partiera a través del agujero 1 llegara 
finalmente a la contención...” ¡Pero observen! Hay algunos puntos a los cuales llegan 
muy pocos electrones, cuando ambos agujeros están abiertos, pero que reciben mu- 
chos electrones si cerramos un agujero, de modo que cerrando un agujero aumenta 
el número proveniente desde el otro. Sin embargo, nótese que en el centro de la 
figura, P,, es más del doble de grande que P, + P,. Se ha pensado que cerrando un 
agujero disminuiría el número de electrones que pasan a través del otro agujero. Pare- 
ce difícil de explicar ambos efectos, al proponer que los electrones viajen según com- 
plicadas trayectorias. 


Todo es bastante misterioso. Y mientras más lo miran, más misterioso parece. 
Muchas ideas han sido inventadas para tratar de explicar la curva P,, en función de 
los electrones individuales que pasan a través de los agujeros en formas complicadas. 
Ninguna de ellas ha tenido éxito. Ninguna de ellas ha podido obtener la curva correc- 
ta para P,, en función de P, y P}. 


Sin embargo, es bastante sorprendente que la matemática para relacionar P, y P, 
con P,, sea extremadamente simple. Porque P,, es precisamente como la curva /,, de 
la figura 37-2 y ésa era simple. Lo que sucede en la contención puede describirse con 
dos números complejos que podemos llamar (, y €, (son funciones de x, por supues- 
to). El módulo al cuadrado de $, da el efecto con sólo el agujero 1 abierto. Esto es, 
P, =|6]?. El efecto con sólo el agujero 2 abierto está dado por $, en la misma forma. 
Esto es P= |ĝ,}. Y el efecto combinado de los dos agujeros es justamente P,, = 
Dı + P,P.¡La matemática es la misma que la que teníamos para las ondas de agua! 
(Es dificil ver cómo se pudo obtener un resultado tan simple de un complicado juego 
de electrones que van y vienen a través de la lámina con alguna extraña trayectoria.) 
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Concluimos lo siguiente: los electrones llegan en gránulos como partículas y la 
probabilidad de llegada de esos gránulos está distribuida como la distribución de la 
intensidad de una onda. En este sentido es que los electrones se comportan “algunas 
veces como una particula y algunas veces como una onda”. 


A propósito, cuando estábamos tratando ondas clásicas, definimos la intensidad 
como el promedio temporal del cuadrado de la amplitud de la onda y usamos números 
complejos como un artificio matemático para simplificar el análisis. Pero en mecá- 
nica cuántica resulta que las amplitudes deben ser representadas por números com- 
plejos. Sólo las partes reales no servirán. Por el momento esto es un punto técnico, ya 
que las formulas se ven exactamente iguales. 


Ya que la probabilidad de llegada a través de ambos agujeros está dada tan sim- 
plemente, a pesar de que no es igual a (P, + P,), eso es realmente todo lo que hay que 
decir. Pero hay un gran número de sutilezas implicadas en el hecho de que la natu- 
raleza funciona en esa forma. Nos gustaría ilustrar ahora algunas de esas sutilezas 
para ustedes. Primero, como el número que llega a un punto particular no es igual al 
número que llega a través de 1 más el número que llega a través de 2, como podriamos 
haber concluido de la Proposición A, indudablemente concluiriamos que la Proposi- 
ción A es falsa. No es verdad que los electrones van bien a través del agujero 1 o bien 
del agujero 2. Pero tal conclusión puede ser comprobada mediante otro experimento. 


37-6 Observando los electrones 


Ensayemos ahora el siguiente experimento. Agreguemos a nuestro aparato elec- 
trónico una fuente de luz muy intensa, colocada detrás de la pared y entre los dos 
agujeros, como se muestra en la figura 37-4. Sabemos que las cargas eléctricas dis- 
persan la luz. Asi que cuando un electrón pasa, siempre que pase, en su camino al 
detector, dispersará algo de luz hacia nuestro ojo, y podremos ver dónde va el elec- 
trón. Si, por ejemplo, un electrón tomara la trayectoria vía agujero 2 esquematizada 
en la figura 37-4, deberíamos ver un destello de luz proveniente de la vecindad del 
lugar marcado A en la figura. Si un electrón pasa a través del agujero 1 deberiamos 
esperar ver un destello desde la vecindad del agujero 
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Fig. 37-4. Un experimento diferente con electrones. 
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superior. Si sucediera que obtenemos luz desde ambos lugares al mismo tiempo, porque 
el electrón se divide en mitades... ¡Mejor hagamos el experimento! 


He aquí lo que vemos: cada vez que escuchamos un “clic” de nuestro detector 
de electrones (en la contención), también vemos un destello de luz o bien cerca del 
agujero 1 o bien cerca del agujero 2, ¡pero nunca de ambos a la vez! Y observamos el 
mismo resultado sin que importe donde colocamos el detector. De esta observación 
concluimos que, si observamos electrones, encontramos que los electrones pasan o 
bien a través de un agujero o bien del otro. Experimentalmente la proposición A es 
necesariamente verdadera. 


Entonces, ¿qué está errado en nuestro argumento en contra de la proposición A? 
¿Por qué P,, no es simplemente igual a P, + P,? ¡De nuevo al experimento! Sigá- 
mosles la pista a los electrones y averigiiemos qué están haciendo. Para cada posición 
(posición x) del detector contaremos los electrones que llegan y también tomaremos 
nota a través de cuál agujero pasaron, Observando los destellos. Podemos seguir el 
curso de las cosas de esta manera: siempre que escuchamos un “clic”, colocaremos 
una cuenta en la columna 1, si vemos un destello cerca del agujero 1, Y si vemos un 
destello cerca del agujero 2 registraremos una cuenta en la columna 2. Cada electrón 
que llega se registra en una de las dos clases: los que pasan a través de 1 y los que pasan 
a través de 2. A partir del número registrado en la columna 1, obtenemos la probabili- 
dad P”, de que un electrón llegue al detector via agujero 1; y a partir del número 
registrado en la columna 2, obtenemos P”,, la probabilidad que un electrón llegue 
al detector via agujero 2. Si repetimos ahora tal medida, para muchos valores de x, 
obtenemos las curvas para P’, y P’, que se muestran en la parte (b) de la figura 37-4. 


¡Bien, esto no es tan sorprendente! Obtenemos para P”, algo muy similar a lo que 
obtuvimos antes para P, bloqueando el agujero 2; y P”, es similar a lo que obtuvimos, 
bloqueando el agujero 1. Así que no existe ningún asunto complicado como el de 
pasar a través de ambos agujeros. Cuando los observamos, los electrones atraviesan 
exactamente como habríamos esperado de ellos que pasaran. Sea que los agujeros estén 
cerrados o abiertos, los que hemos visto pasar a través del agujero 1 están distribuidos 
en la misma forma, sea que el agujero 2 esté abierto o cerrado. 


¡Pero esperen! ¿Qué tenemos ahora para la probabilidad total, la probabilidad de 
que un electrón llegue al detector por cualquier ruta? Ya tenemos esta información. 
Simplemente pretendemos que no observamos nunca los destellos luminosos y junta- 
mos los clic del detector que hemos separado en dos columnas. Debemos sumar sim- 
plemente los números. Para la probabilidad de que un electrón llegue a la contención, 
pasando a través de cualquier aguiero, encontramos P”,, = P, + P,. Esto es, a pesar 
de que pudimos ver a través de cuál agujero pasan nuestros electrones, no obtene- 
mos más la antigua curva de interferencia P,, sino que una nueva, P”,,, ¡que no 
muestra interferencia! Si apagamos la luz, se restablece la P,,. 


Debemos concluir que cuando observamos los electrones, su distribución sobre la 
pantalla es diferente que cuando no los observamos. ¿Es quizás el encendido de nues- 
tra fuente luminosa el que perturba las cosas? Debe ser que los electrones son muy 
delicados y cuando la luz dispersa los electrones, les da una sacudida que cambia 
sus movimientos. Sabemos que el campo eléctrico de la luz al actuar sobre una carga 
ejercerá una fuerza sobre ella. Asi, pues, deberíamos esperar quizás que el movimien- 
to cambie. De todas maneras, la luz ejerce una gran influencia sobre los electrones. 
Al tratar de “mirar ” los electrones, 
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hemos cambiado sus movimientos. Eso es, la sacudida dada al electrón cuando el fotón 
es dispersado por aquél es tal que cambia el movimiento del electrón lo suficiente, de 
modo que si hubiera podido ir hacia donde P,, era un máximo irá, en cambio, donde P,, 
era un mínimo; por esto es que no vemos más los efectos ondulatorios de interferencia. 


Puede que estén pensando: “¡No use una fuente tan brillante! ¡Baje la intensidad! 
Entonces las ondas luminosas serán más débiles y no perturbarán tanto los electrones. 
Seguramente, haciendo la luz más y más mortecina, eventualmente la onda será lo su- 
ficientemente débil de modo que tendrá un efecto despreciable”. De acuerdo. Ensayé- 
moslo. Lo primero que observamos es que los destellos de luz dispersados por los 
electrones a medida que pasan no se hacen más débiles. Es siempre un destello de la 
misma intensidad. Lo único que sucede cuando la luz se hace más débil es que algu- 
nas veces escuchamos un “clic” del detector, pero no vemos ningún destello. El elec- 
trón ha pasado sin ser “visto”. Lo que estamos observando es que la luz también 
actúa como los electrones; sabíamos que era “ondulosa”, pero ahora encontramos 
que también es “granulosa”. Siempre llega —o es dispersada— en gránulos que llama- 
mos “fotones”. Cuando bajamos la intensidad de la fuente luminosa, no cambiamos 
el tamaño de los fotones, solamente la frecuencia a la cual se emiten. Eso explica por 
qué, cuando nuestra fuente es débil, algunos electrones pasan sin ser vistos. No dio 
la casualidad de que hubiera un fotón cerca en el instante en que el electrón pasara. 


Todo esto es un poco desalentador. Si es cierto que siempre que “vemos” el elec- 
trón, vemos un destello de la misma intensidad, entonces los electrones que vemos 
son siempre los perturbados. Ensayemos de todos modos el experimento con una luz 
débil. Ahora, siempre que escuchamos un clic en el detector, registraremos una cuen- 
ta en tres columnas: en la columna (1) los electrones vistos por el agujero 1, en la 
columna (2) los electrones vistos por el agujero 2, y en la columna (3) los electrones 
que no se han visto en absoluto. Cuando elaboramos nuestros datos (calculando las 
probabilidades) encontramos estos resultados: los “vistos por el agujero 1” tienen una 
distribución como P”,; los “vistos por el agujero 2” tienen una distribución como P”, 
(de modo que los “vistos tanto por el agujero 1 como por el 2” tienen una distribución 
como P”,,), ¡y los “no vistos en absoluto” tienen una distribución “ondulosa” tal 
como P,, de la figura 37-3! ¡Si los electrones no se ven, tenemos interferencia! 


Eso es comprensible. Cuando no vemos el electrón, ningún fotón lo perturba y, si 
lo vemos, un fotón lo ha perturbado. Siempre existe el mismo monto de perturbación 
porque los fotones de luz producen todos efectos de la misma intensidad y el efecto de 
los fotones dispersados es suficiente para borrar cualquier efecto de interferencia. 


¿No existirá alguna manera de que podamos ver los electrones sin perturbarlos? 
Aprendimos en un capitulo anterior que el momentum transportado por un “fotón” 
es inversamente proporcional a su longitud de onda (p = h/ A). Ciertamente la sacu- 
dida dada al electron cuando el fotón es dispersado hacia nuestro ojo depende del 
momentum que transporta el fotón. ¡Ah! Si queremos perturbar los electrones sólo 
ligeramente, no deberiamos haber bajado la intensidad de la luz, deberiamos haber 
bajado su frecuencia (lo mismo que aumentar su longitud de onda). Usemos luz de un 
color más rojo. Podriamos usar aún luz infrarroja u ondas de radio (como el radar), 
y “ver ” dónde fue el electrón con la ayuda de algún equipo que pueda “ver” 


37-11 


luz de estas longitudes de onda más larga. Si usamos luz “más suave” podemos quizás 
evitar de perturbar tanto los electrones. 


Ensayemos el experimento con ondas más largas. Continuaremos repitiendo nues- 
tro experimento cada vez con luz de una longitud de onda más larga. Al comienzo, 
nada parece cambiar. Los resultados son los mismos. Entonces sucede una cosa terri- 
ble. Ustedes recordarán que cuando discutimos el microscopio recalcamos que, debi- 
do a la naturaleza ondulatoria de la luz, existe una limitación en cuanto a lo cerca 
que pueden estar dos manchas y todavia ser vistas como dos manchas separadas. Esta 
distancia es del orden de la longitud de onda de la luz. Asi ahora, cuando hacemos 
la longitud de onda mayor que la distancia entre nuestros agujeros vemos un destello 
grande borroso cuando la luz es dispersada por los electrones. ¡No podemos decir 
más a través de cuál agujero pasó el electrón! ¡Sólo sabemos que se fue a alguna par- 
te! Y es precisamente con luz de este color que encontramos que las sacudidas dadas 
al electrón son lo suficientemente pequeñas para que P”,, empiece a parecerse a P,, 
—que empezamos a obtener algún efecto de interferencia—. Y es solamente para longi- 
tudes de onda mucho más grande que la separación de los dos agujeros (cuando no 
tenemos posibilidad alguna de decir por donde pasó el electrón) que la perturbación 
debida a la luz se hace lo suficientemente pequeña como para que obtengamos de 
nuevo la curva P,, mostrada en la figura 37-3. 


En nuestro experimento encontramos que es imposible disponer ld luz de manera 
tal que se pueda decir por cuál agujero pasó el electrón y al mismo tiempo no pertur- 
bar el diagrama. Heisenberg sugirió que las entonces nuevas leyes de la naturaleza 
sólo podian ser compatibles, si existiera alguna limitación básica en nuestra capacidad 
experimental, no reconocida previamente. Propuso como un principio general su prin- 
cipio de indeterminación, que podemos enunciar en términos de nuestro experimento 
como sigue: “Es imposible diseñar un dispositivo para determinar a través de cuál 
agujero pasa el electrón, que no perturbe al mismo tiempo los electrones lo suficiente 
para destruir el diagrama de interferencia”. Si un dispositivo es capaz de determinar 
a través de cuál agujero pasa el electrón, no puede ser tan delicado que no perturbe 
el diagrama de una manera esencial. Nadie ha encontrado jamás (ni aun imaginado) 
una manera de obviar el principio de indeterminación. Asi, pues, debemos suponer 
que describe una caracteristica básica de la naturaleza. 


La teoria completa de la mecánica cuántica que usamos ahora para describir los 
atomos y, de hecho, toda la materia, depende de la validez del principio de indetermi- 
nación. Dado que la mecánica cuántica es una teoria de tanto éxito, nuestra confianza 
en el principio de indeterminación se refuerza. Pero si se descubriera alguna vez una 
manera de “abatir” el principio de indeterminación, la mecánica cuántica daria resul- 
tados incompatibles y deberia descartarse como teoria válida de la naturaleza. 


“Bien”, dirán ustedes, ¿qué hay con la proposición A ? Es verdad o no es verdad, 
que el electrón pase, ya sea por el agujero 1 o por el agujero 2?” La única respuesta 
que se pude-dar es que hemos encontrado a partir del experimento que hay cierta ma- 
nera especial en que debemos pensar para no caer en contradicciones. Lo que debe- 
mos decir (para evitar hacer predicciones erradas) es lo siguiente. Si uno observa los 
agujeros, o más precisamente, si uno tiene un aparato que sea capaz de determinar 
si los electrones pasan por el agujero 1 o por el agujero 2, uno puede decir que pasa, 
ya sea por el agujero 1 o por el agujero 2. Pero si uno 
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no trata de decir qué camino toman los electrones, cuando no hay nada en el experimento 
para perturbar los electrones, entonces uno no puede decir que un electrón pase, ya sea 
por el agujero 1 o por el agujero 2. Si uno dice eso, y comienza a hacer deducciones cua- 
lesquiera a partir de esta afirmación, hará errores en el análisis. Este es el filo lógico 
por el cual debemos caminar si deseamos describir con éxito la naturaleza. 


Si el movimiento de toda la materia —como también de los electrones- debe ser des- 
crito en términos de ondas, ¿qué hay con los proyectiles en nuestro primer experimen- 
to? ¿Por qué no vimos alli un diagrama de interferencia? Resulta que para proyectiles 
las longitudes de onda eran tan diminutas que los diagramas de interferencia se hacian 
muy finos. Tan finos, en efecto, que con cualquier detector de tamaño distinto de cero 
uno no podria distinguir los máximos y minimos separados. Lo que vimos era sólo una 
especie de promedio, que es la curva clásica. En la figura 37-5 hemos tratado de indicar 
esquemáticamente qué sucede con objetos a escala grande. La parte (a) de la figura 
muestra la distribución de probabilidad que uno podria predecir para proyectiles, 
usando la mecánica cuántica. Las rápidas oscilaciones se suponen representar el dia- 
grama de interferencia que se obtiene para ondas de longitud de onda muy corta. 
Cualquier detector fisico, sin embargo, se monta sobre varias oscilaciones de la curva 
de probabilidad, tal que las mediciones muestran la curva suave dibujada en la parte 
(b) de la figura. 


P, Suavizada 


Fig. 37-5. Figura de interferencia con 
proyectiles: (a) real (esquemática), (b) obser- 
(a) (b) vada. 


37-7 Primeros principios de la mecánica cuántica 


Escribiremos ahora un resumen de las principales conclusiones de nuestros experi- 
mentos. Sin embargo, pondremos los resultados en una forma que los haga válidos 
para un tipo general de tales experimentos. Podemos escribir nuestro resumen en la 
forma más simple, si primero definimos un “experimento ideal” como aquel en el cual 
no hay influencias externas inciertas, es decir, no suceden pequeñas agitaciones u otras 
cosas que nosotros no podamos tomar en Cuenta. Seriamos completamente precisos si 
dijéramos: “Un experimento ideal es aquel en el cual todas las condiciones iniciales y 
finales del experimento están completamente especificadas”. Lo que llamaremos 
“un evento” es, en general, un conjunto especifico de condiciones iniciales y finales. 
(Por ejemplo, “un electrón deja el cañón, llega al detector, y nada más sucede”.) 
Ahora nuestro resumen. 
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RESUMEN 


(1) La probabilidad de un evento en un experimento ideal está dada por el cuadrado 
del valor absoluto de un número complejo q el cual se llama amplitud de proba- 


bilidad. f 
P = probabilidad 
y = amplitud de probabilidad (37.6) 
P= P. 


(2) Cuando un evento ocurre en varias formas alternativas, la amplitud de proba- 
bilidad del evento es la suma de las amplitudes de probabilidad para cada uno 
considerado separadamente. Hay interferencia. 


$ = d1 + ds, zz 
Palir Peli T BTID 


(3) Si se ejecuta un experimento que sea capaz de determinar si una u otra alterna- 
tiva es la que realmente ocurrió, la probabilidad del evento es la suma de las 
probabilidades de cada alternativa. La interferencia se pierde. 


P = P] + Pa. (37.8) 


A uno todavia le gustaria preguntar: “¿Cómo funciona esto? ¿Cuál es el mecanis- 
mo detrás de la ley?” Nadie ha encontrado ningún mecanismo detrás de la ley. Nadie 
puede “explicar” nada más de lo que ya hemos “explicado”. Nadie les dará una re- 
presentación más profunda de la situación. No tenemos idea acerca de un mecanismo 
más básico del que puedan deducirse estos resultados. 


Nos gustaría poner énfasis en una diferencia muy importante entre mecánica 
clásica y cuántica. Hemos estado hablando sobre la probabilidad de que un electrón 
llegue en una circunstancia dada. Hemos supuesto que en nuestro dispositivo experi- 
mental (o aun en el mejor posible) deberia ser imposible predecir exactamente qué va 
a suceder. ¡Solamente podemos predecir las probabilidades! Esto significa que, de ser 
verdad, la fisica ha desistido del problema de tratar de predecir exactamente lo que 
sucederá en una determinada circunstancia. ¡Si! La fisica ha desistido. No sabemos 
cómo predecir qué sucedería en una circunstancia dada, y ahora creemos que esto es 
imposible, que lo único que puede ser predicho es la probabilidad de diferentes even- 
tos. Debe reconocerse que esto es una disminución en nuestro primitivo ideal en la 
comprensión de la naturaleza. Puede ser un paso atrás, pero nadie ha encontrado un 
modo de evitarlo. 


Ahora haremos algunas observaciones respecto a una sugerencia que se ha he- 
cho algunas veces para tratar de evitar la descripción que hemos dado: “Quizás 
el electrón tiene algún tipo de capacidad interna —algunas variables internas- que 
no conocemos aún. Es por esto tal vez, que no podemos predecir qué sucederá. Si 
pudiéramos observar de más cerca el electrón, podriamos estar en situación de decir 
a dónde irá a parar”. Hasta donde sabemos, esto es imposible. Aún asi tendriamos 
dificultades. Supongan que hiciéramos la hipótesis de que en el interior del electrón 
hay cierto tipo de mecanismo que determina a dónde irá a parar. Ese mecanismo 
debe también determinar a través de cuál agujero 
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pasará en su camino. Pero no debemos olvidar que lo que está dentro del electrón no deberia 
depender de lo que nosotros hacemos y, en particular, de si abrimos o cerramos uno de los 
agujeros. Por lo tanto, si un electrón antes de partir tiene ya en mente (a) cual agujero va 
a usar y (b) dónde irá a parar, encontrariamos P, para los electrones que han ele- 
gido el agujero 1, P, para los que han elegido el agujero 2, y necesariamente la su- 
ma P, + P, para los que llegan a través de los dos agujeros. Parece que no hay 
otro camino para obviar esto. Pero hemos verificado experimentalmente que éste no 
es el caso. Y nadie ha encontrado una salida a este enigma. De manera que actual- 
mente debemos limitarnos a calcular probabilidades. Decimos “actuaimente”, pero 
sospechamos fuertemente que es algo que estará con nosotros para siempre —que 
es imposible resolver ese enigma- que ésta es la manera cómo la naturaleza real- 
mente es. 


37-8 El principio de indeterminación 


Esta es la forma en que Heisenberg originalmente enunció el principio de inde- 
terminación: si hacen la medida sobre cualquier objeto, y pueden determinar la com- 
ponente x de su momentum con una indeterminación Ap, no pueden al mismo tiem- 
po conocer su posición x en forma más precisa que âx = h/ Ap. Las indeterminaciones 
en la posición y el momentum en cualquier instante deben tener su producto mayor 
que la constante de Planck. Este es un caso especial del principio de indeterminación 
que fue enunciado anteriormente con más generalidad. El enunciado más general fue 
que de ningún modo uno puede diseñar un equipo que determine cuál de las dos 
alternativas debe tomarse, sin que al mismo tiempo se destruya el diagrama de inter- 
ferencia. 


Rodillos 
R 
¿o 
— 7 ~ Detector 
Cañón Ss - z a 
electrónico æ 
tod P P 
Movimiento libre t b 
ROLLERS Fig. 37-6. Un experimento en que se mi- 
Pared Contención de el retroceso de la pared. 


Demostremos, para un caso particular, que el tipo de relación dado por Heisen- 
berg debe ser verdadero, para evitar tener problemas. Imaginemos una modificación 
del experimento de la figura 37-3, en la cual la pared con los agujeros consiste en 
una lámina montada sobre rodillos de modo que pueda moverse libremente hacia 
arriba y hacia abajo (en la dirección x), como se muestra en la figura 37-6. Obser- 
vando cuidadosamente el movimiento de la lámina. podemos tratar de decir a través 
de cuál agujero pasa un electrón. Imaginemos lo que sucede cuando el detector está 
colocado en x = 0. Esperariamos que un electrón que pasa por el agujero | debe 
ser desviado hacia abajo por la lamina para poder alcanzar el detector. Como la 
componente vertical del momentum del electrón cambia. la lamina debe retroceder. 
con un 
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momentum igual en la dirección opuesta. La lámina recibirá un empuje hacia 
arriba. Si el electrón pasa a través del agujero inferior, la lámina deberia experimen- 
tar un empuje hacia abajo. Está claro que para cada posición del detector, el mo- 
mentum recibido por la lámina tendrá un valor diferente para una travesia vía 
agujero 1 que para una travesia via agujero 2. ¡Asi es! Sin perturbar en ninguna 
forma los electrones, sino sólo observando la lámina, podemos decir qué trayectoria 
usó el electrón. 

Ahora bien, para hacer esto es necesario conocer el momentum de la lámina, 
antes de que el electrón la atraviese. De manera que cuando medimos el momen- 
tum después que el electrón haya pasado, podemos calcular cuánto ha cambiado 
el momentum de la lámina. Pero recuerden, según el principio de indeterminación, 
no podemos conocer al mismo tiempo la posición de la lámina, con una precisión 
arbitraria. Pero si no sabemos exactamente dónde está la lámina, no podemos decir 
con precisión dónde están los dos agujeros. Estarán en un lugar diferente para cada 
electrón que atraviesa. Esto quiere decir que el centro de nuestra figura de interfe- 
rencia tendrá una ubicación diferente para cada electrón. Las vibraciones de las 
figuras de interferencia se harán más borrosas. En el próximo capitulo demostrare- 
mos cuantitativamente que si determinamos el momentum de la lámina con suficiente 
precisión, para determinar a partir de la medida del retroceso, cuál agujero fue uti- 
lizado, entonces la indeterminación en la posición x de la lámina será, de acuerdo 
al principio de indeterminación, suficiente para desplazar la figura observada en el 
detector hacia arriba y hacia abajo en la dirección x en aproximadamente la distan- 
cia de un máximo a su minimo más cercano. Tal corrimiento al azar es suficiente 
para emborronar la figura, de modo que no se observa interferencia. 


El principio de indeterminación “protege” a la mecánica cuántica. Heisenberg 
reconoció que, si fuera posible medir el momentum y la posición simultáneamente 
con una precisión mayor, la mecánica cuántica sufriría un colapso. Asi que propuso 
que esto debe ser imposible. Entonces la gente se sentó y trató de imaginar formas 
de hacerlo, pero nadie pudo imaginar alguna manera de medir la posición y el mo- 
mentum de alguna cosa —una pantalla, un electrón, una bola de billar, cualquier 
cosa— con mayor precisión. Asi la mecánica cuántica mantiene su peligrosa pero 
precisa existencia. 
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38-1 Amplitudes de ondas de probabilidad 


En este capitulo discutiremos la relación entre los puntos de vista ondulatorio 
y corpuscular. Ya sabemos, por el último capitulo, que ni el punto de vista ondu- 
latorio ni el punto de vista corpuscular son correctos. Usualmente hemos tratado 
de presentar las cosas en forma precisa, o al menos, tan precisas que no tengan que 
ser cambiadas cuando aprendamos más —¡pueden ser extendidas, pero no serán cam- 
biadas!- Pero cuando tratamos de hablar sobre la representación ondulatoria o la 
representación corpuscular, ambas son aproximadas y ambas cambiarán. Por lo tan- 
to, lo que aprendamos en este capitulo no será preciso. en cierto sentido; es una 
especie de argumento semiintuitivo que más tarde se hará más preciso, pero ciertas 
cosas cambiarán algo cuando las interpretemos correctamente en mecánica cuántica, 
Por supuesto, la razón de hacer tal cosa es que no estamos entrando directamente 
a la mecánica cuántica, sino que deseamos tener por lo menos alguna idea de los 
tipos de efectos que encontraremos. Más aún, todas nuestras experiencias son con 
ondas y con particulas, y asi es bastante práctico usar las ideas ondulatorias y 
corpusculares para obtener algún conocimiento de lo que sucede en circunstancias 
dadas, antes de conocer la matemática completa de las amplitudes cuánticas. Tra- 
taremos de ilustrar los puntos más débiles a medida que avancemos, pero la mayor 
parte de esto es casi correcto —es sólo asunto de interpretación. 


Ante todo, sabemos que la nueva forma de representar el mundo en mecánica 
cuántica —la nueva estructura— es dar una amplitud a cada evento que pueda ocu- 
rrir, y si el evento involucra la recepción de una partícula, podemos dar la amplitud 
de encontrar esa particula en diferentes lugares y en diferentes tiempos. La proba- 
bilidad de encontrar la partícula es, entonces, proporcional al cuadrado del valor 
absoluto de la amplitud. En general, la amplitud de encontrar una particula en di- 
ferentes lugares y en diferentes tiempos varía con la posición y el tiempo. 


En un caso especial la amplitud varia sinusoidalmente en el espacio y en el tiem- 
po como ett — k r) (no olvidar que estas amplitudes son números complejos, no 
números 
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reales) y comprende una frecuencia definida y un número de onda k. Entonces 
resulta que esto corresponde a la situación limite clásica donde podríamos haber 
creido tener una partícula cuya energía E fuese conocida y estuviese relacionada a 
la frecuencia por 


E = hu, (38.1) 


y cuyo momentum p es también conocido y estuviese relacionado con el número de 
onda por 


p = Ak. ` (38.2) 


Esto significa que la idea de particula es limitada. La idea de una particula —su 
ubicación, su momentum, etc.— que usamos tanto, es en cierta forma insatisfactoria. 
Por ejemplo, si una amplitud de encontrar una particula en lugares diferentes está 
dada por eï% — k : r) cuyo módulo al cuadrado es una constante, esto significaria que 
que la probabilidad de encontrar una partícula es la misma en todos los puntos. Esto 
significa que no sabemos dónde está —puede estar en cualquier parte— hay una gran 
indeterminación en su ubicación. 

Por otra parte, si la posición de una partícula se conoce más o menos bien pode- 
mos predecir esto con bastante precisión, entonces la probabilidad de encontrarla en 
lugares diferentes debe estar restringida a una cierta región, cuya longitud llamamos 
Ax. Fuera de esta región, la probabilidad es cero. Ahora bien, esta probabilidad es 
el cuadrado del módulo de una amplitud, y si el cuadrado del módulo es cero, la am- 
plitud también es cero, de manera que tenemos un tren de ondas cuya longitud es 
Ax (Fig. 38-1), y la longitud de onda (la distancia entre nodos de las ondas en el 
tren) de este tren de ondas es lo que corresponde al momentum de la particula. 


-— A — 


Fig. 38-1. Un paquete de ondas de lar- 
go Áx. 


Aqui encontramos un hecho extraño respecto a las ondas; algo muy simple, lo 
cual no tiene nada que ver estrictamente con la mecánica cuántica. Es algo que to- 
dos aquellos que trabajan con ondas, aun si no conocen la mecánica cuántica, sa- 
ben: es decir, no podemos definir una única longitud de onda para un tren de ondas 
corto, Tal tren de ondas no tiene una longitud de onda definida; hay una indefinición 
en el número de onda, la cual está relacionada con la longitud finita del tren y por 
ello hay una indefinición en el momentum. 


38-2 Medida de la posición y del momentum 


. Consideremos dos ejemplos de esta idea para ver la razón de por qué existe una 
indeterminación en la posición y/o en el momentum, siempre que la mecánica cuán- 
tica esté correcta. Hemos visto antes también, que si no hubiera tal cosa —si fuera 
posible medir simultáneamente la posición y el momentum de algo— tendríamos 
una paradoja; es una fortuna que no tengamos tal paradoja y el hecho 
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Fig. 38-2. Difracción de partículas que 
pasan a través de una rendija. 


de que tal indeterminación llegue naturalmente a partir de la representación ondulato- 
ria muestra que todo es internamente compatible 


Aquí hay un ejemplo que muestra la relación entre la posición y el momentum, 
en una circunstancia que es fácil de entender. Supongamos tener una sola rendija 
y particulas que llegan desde muy lejos con una cierta energía —de modo que llegan 
esencialmente en forma horizontal (Fig. 38-2)-. Nos concentraremos en la compo- 
nentes verticales del momentum. Todas estas particulas tienen un cierto momentum 
horizontal, digamos p, en un sentido clásico. De modo que, en el sentido clásico, 
el momentum vertical p,, antes de que la partícula pase por el agujero, es perfec- 
tamente conocido. La particula no se mueve ni hacia arriba ni hacia abajo porque 
viene de una fuente lejana —y asi el momentum vertical es, por supuesto, cero—, Pe- 
ro supongamos ahora que pasa a través del agujero de ancho B. Entonces, después 
que ha salido del agujero conocemos la posición en el sentido vertical —la posición 
y- con considerable precisión, es decir, + B. Esto es, la indeterminación en la po- 
sición, A y, es del orden de B. Ahora quisieramos también decir, ya que sabemos 
que el momentum es absolutamente horizontal, que Ap, es cero; pero esto es erró- 
neo. Nosotros una vez supimos que el momentum era horizontal, pero ya no lo sa- 
bemos más. Antes de que las particulas pasaran a través del agujero, no conocia- 
mos sus posiciones verticales. ¡Ahora que hemos encontrado la posición vertical, 
haciendo que la particula pase a través del agujero, hemos perdido nuestra informa- 
ción sobre el momentum vertical! ¿Por qué? De acuerdo a la teoría ondulatoria, hay 
un esparcimiento o difracción de las ondas después que pasan la rendija asi como 
para la luz. Por lo tanto, existe una cierta probabilidad de que las particulas que sa- 
len de la rendija no sigan exactamente derecho. El diagrama se ensancha por el efec- 
to de difracción y el ángulo de ensanche, que podemos definir como el ángulo del 
primer mínimo, es una medida de la indeterminación en el angulo final. 


¿Cómo llega a ensancharse el diagrama? Decir que se ensancha significa que 
hay alguna probabilidad de que la particula se esté moviendo hacia arriba o hacia 
abajo. Esto es, que tenga una componente del momentum hacia arriba o hacia 
abajo. Decimos probabilidad y partícula porque podemos detectar este diagrama de 
difracción con un contador de particulas, y cuando el contador recibe la particula, . 
digamos en C en la figura 38-2, recibe la particula entera, de modo que, en un senti- 
do clásico, la particula tiene un momentum vertical para alcanzar desde la rendija 
el punto C. 


Para obtener una cierta idea de cuánto se esparce el momentum, el momentum 
vertical p, se esparce en p¿A0, donde po es el momentum horizontal. ¿Y de qué ta- 
maño es A0 en el diagrama ensanchado? Sabemos que el primer minimo ocurre 
para un ángulo A0 tal que las ondas que provienen dé un borde de la rendija tienen 
que viajar una longitud de onda más lejos que las ondas que provienen del otro lado 
—Hhemos desarrollado esto 


38-3 


antes (Cap. 30). Por lo tanto A0 es 1/B y así Ap, en este experimento es py1/B. 
Nótese que si hacemos B más pequeño y hacemos una medida más precisa de la 
posición de la particula, el diagrama de difracción se ensancha. Recuerden que, 
cuando cerramos las rendijas en el experimento con las microondas, teníamos más 
intensidad a ángulos más grandes. De modo que mientras más angosta hacemos la 
rendija tanto más ancho se hace el diagrama, y mayor es la probabilidad de que 
encontremos que la particula tiene momentum hacia el lado. Asi, pues, la inde- 
terminación del momentum vertical es inversamente proporcional a la indetermina- 
ción de y. En efecto, vemos que el producto de las dos es igual a p,¿A. Pero A es la 
longitud de onda y p, el momentum y, de acuerdo con la mecánica cuántica, la 
longitud de onda por el momentum es la constante de Planck h. Asi, pues, obtene- 
mos la regla que la indeterminación en el momentum vertical y en la posición verti- 
cal tienen un producto del orden de A: 


Ay Ap, = h. (38.3) 


No podemos preparar un sistema en el cual conozcamos la posición vertical de una 
particula y podamos predecir cómo se moverá verticalmente con una certeza mayor 
que la dada por (38.3). Esto es, la indeterminación en el momentum vertical debe ex- 
ceder de h/Ay, donde Ay es la indeterminación en nuestro conocimiento de la po- 
sición. 

Algunas veces la gente dice que la mecánica cuántica está completamente equi- 
vocada. Cuando la partícula llegaba desde la izquierda su momentum vertical era 
cero. Y ahora que ha atravesado la rendija, su posición es conocida. Tanto la po- 
sición como el momentum parecen conocerse con precisión arbitraria. Es completa- 
mente cierto que podemos recibir una particula y al recibirla determinar cuál es su 
posición y cual es el momentum que deberia haber tenido para lograr llegar ahi. Esto 
es verdad, pero eso no es a lo que se refiere la relación de indeterminación (38.3). 
La ecuación (38.3) se refiere a la predictibilidad de una situación, no se refiere al 
pasado. No está bien decir “Yo sabia cuál era el momentum antes que atravesara 
la rendija, y ahora conozco su posición”, porque ahora el conocimiento del momen- 
tum se ha perdido. El hecho de que haya pasado por la rendija no nos permite ya 
predecir el momentum vertical. Estamos hablando respecto a una teoria predictiva, 
no de medidas, después del hecho, de modo que debemos hablar sobre lo que pode- 
mos predecir. 


Ahora tomemos el asunto de otra forma. Tomemos otro ejemplo del mismo fe- 
nómeno, un poco más cuantitativamente. En el ejemplo anterior medimos el momen- 
tum por un método clásico. Es decir, consideramos la dirección, la velocidad, los 
angulos, etc., de tal modo que obtuvimos el momentum mediante un analisis. clá- 
sico. Pero, ya que el momentum está relacionado al número de onda, todavía existe 
en la naturaleza otro camino para medir el momentum de una partícula —fotón u 
otra cosa—, el cual no tiene analogia clásica, ya que utiliza la ecuación (38-2). Me- 
dimos la longitud de onda de las ondas. Tratemos de medir el momentum en esta 
forma. 

Supongan que tenemos una red de difracción con un gran número de lineas 
(Fig. 38-3), y enviamos un haz de particulas hacia la red. A menudo hemos discuti- 
do este problema: si las particulas tienen un momentum definido, entonces obtene- 
mos una figura muy marcada en cierta dirección debido a la interferencia. Y tam- 
bién hemos hablado de la precisión con que podemos determinar ese momentum, 
es decir, cuál es el poder de resolución de esa red. En vez de deducirlo otra vez, nos 
referimos al capitulo 30, donde 
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/ S Fig. 38-3. Determinación del momentum, 
` usando una red de difracción. 


encontramos que la indeterminación relativa en la longitud de onda que se puede medir 
con una red dada es 1/Nm, donde N es el número de lineas de la red y m es el orden del 
diagrama de difracción. Esto es, 


AMA = 1/Nm. (38.4) 


Ahora bien, la fórmula (38.4) se puede reescribir en la forma 


AMA? = 1/Nm = 1/L, (38.5) 


donde L es la distancia mostrada en la figura 38.3. Esta distancia es la diferencia 
entre la distancia total que la particula u onda o lo que sea tiene que atravesar si 
se refleja desde la base de la red, y la distancia que tiene que atravesar si es refleja- 
da desde el tope de la red. Es decir, las ondas que forman el diagrama de difracción 
son ondas que provienen de diferentes partes de la red. Las primeras que llegan pro- 
vienen de la parte inferior de la red, del comienzo del tren de ondas, y el resto provie- 
ne de partes posteriores del tren de ondas, proviniendo de diferentes partes de la 
red, hasta que la última finalmente llegue, y esto implica un punto en el tren de on- 
das a una distancia L detrás del primer punto. Asi, pues, para que tengamos 
una línea definida en nuestro espectro correspondiente a un momentum definido, 
con una indeterminación dada por (38.4), tenemos que tener un tren de ondas de 
una longitud de al menos L. Si el tren de ondas es demasiado corto, no estaremos 
usando toda la red. Las ondas que forman el espectro se reflejan solamente en un 
corto sector de la red si el tren de ondas es demasiado corto y la red no trabajara 
correctamente —encontraremos una gran extensión angular—. Para obtener uno mas 
angosto, necesitamos usar toda la red de modo que al menos en algún momento el 
tren de ondas completo sea dispersado simultáneamente desde todas las partes de la 
red. Asi el tren de onda debe ser de longitud L para tener una indeterminación en 
la longitud de onda menor que la dada por (38.5). A propósito, 


ANA? = A(1/A) = Ak/2r. (38.6) 
Por lo tanto, 
Ak = 27/L, (38.7) 


donde L es la longitud del tren de ondas. 

Esto significa que si tenemos un tren de ondas cuya longitud es menor que £, 
la indeterminación en el número de onda debe exceder a 2 /L. O la indeterminación 
en el producto de un número de onda por la longitud del tren de ondas —lo llama- 
remos por un momento Ax— 
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excede 2x. Lo llamaremos Ax porque es la indeterminación en la posición de la 
particula. Si el tren de ondas existe solamente en una longitud finita, entonces es 
ahi donde podriamos encontrar la partícula dentro de una indeterminación Ax. Aho- 
ra bien, esta propiedad de las ondas de que el producto de la longitud del tren de 
ondas por la indeterminación del número de onda asociada con él es por lo menos 
271, es una propiedad conocida por cualquiera que las haya estudiado. Esto no tiene 
nada que ver con la mecánica cuántica. Es simplemente, que si tenemos un tren 
finito no podemos contar las ondas en él en forma muy precisa; Tratemos otra 
forma de ver la razón de ello. 

Supongan que tenemos un tren finito de longitud L; entonces, debida a la forma 
en que decrece hacia los extremos, como en la figura 38-1, el número de ondas en 
la longitud L es incierto, en algo como + 1. Pero el número de ondas en L es 
kL/2x. Asi, k es incierto y otra vez obtenemos el resultado (38.7), wna propiedad 
nada más que de las ondas. La misma cosa se cumple, ya sea si las ondas están en 
el espacio y k es el número de radianes por centimetro y L es la longitud del tren, o 
bien las ondas están en el tiempo y o» es el número de oscilaciones por segundo y T 
es la “longitud” del tiempo en que llega el tren de ondas. Esto es, si tenemos un 
tren de onda que dura solamente por un cierto tiempo finito T, indeterminación en la 
frecuencia está dada por 


= 271/T. 


Hemos tratado de recalcar que ésas son las propiedades de las ondas solamente, las 
cuales son bien conocidas, por ejemplo en la teoria del sonido. 

El punto es que en la mecánica cuántica interpretamos el número de onda como 
una medida del momentum de una particula con la regla p = fik, de modo que la 
relación (38.7) nos dice que Ap=h/Ax. Entonces, esto es una limitación de la idea 
clásica del momentum. (¡Naturalmente esto tiene que estar limitado en alguna for- 
ma, si nosotros vamos a representar particulas por ondas!) Es agradable haber en- 
contrado una regla que nos dé alguna idea de cuándo hay fracaso de las ideas clá- 
sicas. 


38-3 —Difracción en cristales 


A continuación consideremos la reflexión de ondas corpusculares en un cristal. 
Un cristal es algo grueso que contiene muchos átomos similares —más tarde incluire- 
mos algunas complicaciones— en un arreglo bonito. La cuestión es cómo ubicar el 
arreglo de modo que obtengamos una fuerte reflexión máxima en una dirección dada 
para un haz dado de, digamos, luz (rayos X), electrones, neutrones o cualquier cosa. 
Para obtener una fuerte reflexión, la dispersión desde todos los atomos debe estar en 
fase. No puede haber números iguales en fase y fuera de fase. o las ondas se anula- 
rán. La forma de arreglar las cosas es encontrar las regiones de fase constante, 
como ya hemos explicado; son planos que forman ángulos iguales con las direccio- 
nes inicial y final (Fig. 38-4). 


Si consideramos dos planos paralelos, como en la figura 38-4, las ondas disper- 
sadas desde los dos planos estarán en fase siempre que la diferencia de distancia re- 
corrida por un frente de onda sea un número entero de longitudes de onda. Esta di- 
ferencia se puede ver que es 2d sen 0, donde d es la distancia perpendicular entre 
los pianos. Asi, pues, la 


Fig. 38-4. Dispersión de ondas por planos 
cristalinos. 


condición para reflexión coherente es 


2dseng = nh (a = 1,2,...). (38.9) 


Si, por ejemplo, el cristal es tal que los átomos yacen en planos que obedecen la 
condición (38.9) con n= 1, habrá una fuerte reflexión. Si, por otro lado, hay por el 
medio otros átomos de la misma naturaleza (igual en densidad), entonces los planos 
intermedios también dispersarán en forma igualmente fuerte e interferirán con los 
otros y no se producirá efecto alguno. Asi, d en (38.9) debe referirse a planos adya- 
centes; ¡no podemos tomar un plano cinco capas más atrás y usar esta fórmula! 


Es de interés que los cristales reales usualmente no son tan simples como un 
solo tipo de átomo repetido en cierta forma. En cambio, si hacemos un análogo en 
dos dimensiones, son muy similares al papel mural, en el cual hay algún tipo de fi- 
gura que se repite sobre todo el papel mural. Por “figura” entendemos en el caso de 
átomos algún arreglo —calcio, un carbono, tres oxigenos, etc., para el carbonato de 
calcio, etc.—, el cual puede comprender un número relativamente grande de átomos. 
Pero, sea lo que sea, la figura se repite en una estructura. Esta figura básica se llama 
celda unitaria. 

La figura básica de repetición define lo que llamamos el tipo de red cristalina; 
el tipo de red se puede inmediatamente determinar examinando las reflexiones y vien- 
do cuál es su simetria. En otras palabras, donde encontramos alguna reflexión esto 
determina el tipo de red, pero para determinar cuáles son cada uno de los elementos 
de la red uno debe tomar en cuenta la intensidad de la dispersión en varias direccio- 
nes. En qué direcciones hay dispersión, depende del tipo de red, pero lo intensa 
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Fig. 38-8. Intensidad de neutrones 
Fig. 38-7. Difusión de neutrones de que salen de una barra de grafito, en fun- 
una pila a través de un bloque de grafito. ción de la longitud de onda. 


que es cada dispersión, queda determinado por lo que hay dentro de cada celda unitaria 
y de esta manera se determina la estructura de los cristales. 

En las figuras 38-5 y 38-6 se muestran dos fotografias de diagramas de difrac- 
ción por rayos X; ilustran la dispersión en sal común y mioglobina, respectivamente. 

A propósito, ocurre un hecho interesante, si los espacios entre los planos más 
cercanos son menores que .1/2. En este caso, la (38.9) no tiene solución para n. 
Asi, si A es mayor que el doble de la distancia entre planos adyacentes, no hay dia- 
grama de difracción lateral y la luz —o lo que sea— atravesará derechamente el mate- 
rial sin rebotes o pérdidas. De modo que en el caso de la luz, donde .1 es mucha, 
mayor que el espaciado, por supuesto, atraviesa y no hay figura de reflexión en los 
planos del cristal. 


Este hecho tiene también una consecuencia interesante en el caso de las pilas que 
producen neutrones (evidentemente éstas son particulas, para cualquier persona). Si 
tomamos esos neutrones y los introducimos dentro de un gran bloque de grafito, 
los neutrones se difunden y se abren camino (Fig. 38-7). Se difunden porque rebotan 
con los atomos, pero estrictamente, en la teoria ondulatoria, rebotan en los átomos 
debido a la difracción en los planos cristalinos, ¡Resulta que si tomamos un pedazo 
muy largo de grafito, los neutrones que salen del extremo más lejano tienen todos 
una gran longitud de onda! En efecto, si uno hace un gráfico de la intensidad en 
función de la longitud de onda. no obtenemos nada excepto para longitudes. de 
onda mayores que un cierto minimo (Fig. 38-8). En otras palabras, en esa forma po- 
demos obtener neutrones muy lentos. Solamente atraviesan los neutrones más lentos; 
no son difractados ni dispersados por los planos cristalinos del grafito, sino que con- 
tinúan atravesando derechamente como la luz a través del vidrio, y no son disper- 
sados hacia los lados. Hay muchas otras demostraciones de la realidad de las ondas 
de neutrones y de las ondas de otras particulas. 


38-4 El tamaño de un átomo 


Consideraremos ahora otra aplicación de la relación de indeterminación, asi 
en la ecuación (38.3). Esto no debe ser tomado demasiado seriamente; la idea es co- 
rrecta, pero el análisis no es muy preciso. La idea tiene que ver con la determinación 
del tamaño de los atomos y el hecho de que, clasicamente, los electrones irradiarian 
luz y describirian una espiral hasta depositarse sobre el núcleo. Pero eso no puede 
ser correcto desde el punto de vista de la mecánica cuántica, porque entonces sabria- 
mos donde esta cada electrón y con qué velocidad se está moviendo. 
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Supongamos que tenemos un átomo de hidrógeno y que medimos la posición del 
electrón; no debemos poder predecir exactamente dónde está el electrón, o, de lo 
contrario, el ancho de la distribución del momentum será infinito. Cada vez que mi- 
ramos el electrón, éste está en alguna parte, pero tiene una amplitud de estar en dife- 
rentes lugares, de modo que hay una probabilidad de encontrarlo en diferentes luga- 
res. Esos lugares no pueden estar todos en el núcleo; supondremos que hay una 
distribución de la posición del orden a. Es decir, la distancia del electrón al núcleo 
es comúnmente alrededor de a. Determinaremos a minimizando la energía total del 
átomo. 

El ancho de la distribución del momentum es de aproximadamente A/a debido 
a la relación de indeterminación, de modo que si tratamos de medir en alguna forma 
el momentum del electrón, por ejemplo, mediante dispersión de rayos X y mirando 
desde un dispersor móvil el efecto Doppler, no esperariamos obtener cada vez cero 
—el electrón no está detenido; pero los momenta deben ser del orden de p œ h/a. 
Entonces, la energia cinética es aproximadamente !⁄ mv? = p?2m = h?2ma?. (En 
cierto sentido, esto es una especie de análisis dimensional para encontrar en qué 
forma la energía cinética depende de la constante de Planck, de m y del tamaño del 
átomo. No necesitamos confiar en nuestra respuesta a menos de factores tales como 
2, z, etc. Ni siquiera hemos definido muy precisamente a.) Ahora bien, la energia 
potencial es menos e? dividido por la distancia al centro, es decir — e? /a, donde, re- 
cordemos, e? es el cuadrado de la carga del electrón, dividida por 4,re , El caso es 
ahora, que la energia potencial se reduce si a disminuye, pero mientras menor es a 
tanto mayor es el momentum necesario, debido al principio de indeterminación, y 
por lo tanto mayor es la energia cinética. La energía total es 


E = h*/2ma? — e?/a. (38.10) 


No sabemos cuánto es a, pero sabemos que el átomo se arreglará por si mismo y 
hará cierto compromiso de modo que la energia sea tan pequeña como sea posible. 
Para minimizar E derivemos con respecto a a, pongamos la derivada igual a cero y 
despejemos a. La derivada de E es: 


dE/da = —h?/ma? + e?/a?, (38.11) 
y poniendo dE /da = 0, da a a el valor 


a, = 0,528 angstrom 
0,528 x 107*% metro. (38.12) 


Esta distancia particular se llama el radio de:Bohr, y hemos aprendido asi que las 
dimensiones atómicas son del orden de los angstroms, lo cual es correcto: ¡Esto es 
algo estupendo; en realidad, es sorprendente, ya que hasta ahora no teniamos base 
para entender el tamaño de los atomos! Los átomos son algo completamente im- 
posible desde el punto de vista clásico, ya que los electrones deberian caer en espiral 
hacia el núcleo. 


Si ahora introducimos el valor (38.12) para a en (38.10) para encontrar la ener- 
gla, resulta 
E, = —e*/2ay = —me*/2h? = —13.6 ev. (38.13) 
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¿Qué significa una energía negativa? Significa que el electrón tiene menor energia 
cuando esfá en el átomo que cuando está libre. Significa que está ligado. Significa 
que se requiere energia para expulsar el electrón; se requiere una energia del orden 
de 13,6 eV para ¡onizar un átomo de hidrógeno. No tenemos razón para pensar que 
no sea dos o tres veces esto —o la mitad de esto— o (1/7) veces esto, ya que hemos 
usado un razonamiento tan poco cuidadoso. ¡Sin embargo, hemos trampeado, ya 
que hemos usado todas las constantes de tal manera de lograr que resulte el número 
exacto! Este número, 13,6 electronvolts, se llama un Rydberg de energia; es la ener- 
gia de ionización del hidrógeno. 


De modo que ahora comprendemos por qué no caemos a través del piso. Cuan- 
do caminamos, nuestros zapatos con sus masas de atomos empujan contra el piso 
con su masa de átomos. Para apretar los átomos, los electrones deberian estar con- 
finados en un espacio menor, y, por el principio de indeterminación, sus momenta 
deberian ser mayores en promedio, y esto significa mayor energía; la resistencia a 
la compresión atómica es un efecto cuántico y no un efecto clásico. Clasicamente, 
esperariamos que si tuviéramos que juntar todos los electrones y protones más cerca 
unos de otros, la energia deberia reducirse aún más, y el mejor arreglo de cargas 
positivas y negativas en la fisica clásica es de que todas estén una encima de la otra. 
Esto era en la fisica clásica y fue un rompecabezas debido a la existencia del átomo. 
Por supuesto, los primeros cientificos inventaron algún camino para salir del pro- 
blema —¡pero no se preocupen; nosotros tenemos ahora la salida correcta! (Tal vez.) 


A propósito, aunque no tenemos razón para entenderlo por el momento, en una 
situación donde hay muchos electrones, resulta que tratan de mantenerse alejados 
unos de otros. Si un electrón está ocupando un cierto espacio, otro no ocupa el mis- 
mo espacio. Mas precisamente, hay dos maneras de girar, de modo que pueden ubi- 
carse dos, uno arriba del otro, uno girando en un sentido y el otro en el otro sentido. 
Pero después de esto no podemos poner ninguno más. Tenemos que poner otros en 
otro lugar, y ésta es la razón verdadera de por qué la materia tiene resistencia. Si 
pudiéramos poner todos los electrones en el mismo lugar, se condensaria aún más 
de lo que está. Es el hecho de que los electrones no pueden estar uno encima del 
otro, que hace sólidas las masas y todo lo demás. 


Es evidente que para entender las propiedades de la materia tendremos que usar 
la mecánica cuántica y no quedarnos satisfechos con la mecánica clásica. 


38-5 Niveles de energia 


Hemos hablado del átomo en su condición de más baja energía posible, pero re- 
sulta que el electrón puede hacer otras cosas. Puede moverse y agitarse de una 
manera más rápida y, por lo tanto, hay muchos movimientos diferentes y posibles 
para el átomo. De acuerdo con la mecánica cuántica, en una condición estacionaria 
puede haber solamente energias definidas para un átomo. Hacemos un diagrama 
(Fig. 38-9) en el cual dibujamos verticalmente la energia y trazamos una linea hori- 
zontal para cada valor permitido de la energia. Cuando el electrón está libre, es de- 
cir, cuando su energía es positiva, puede tener cualquier energia; se puede estar mo- 
viendo a cualquier velocidad. Pero las energias ligadas no son arbitrarias. El átomo 


debe tener uno u otro de un conjunto de valores permitidos, tales como los de la 
figura 38-9. 
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Fig. 38-9. Diagrama energético para un 
átomo, mostrando varias transiciones posi- 
bles. 


Llamemos E, E, E, E, a los valores permitidos de la energía. Si un átomo 
está inicialmente en uno de esos “estados excitados”, E,, E,, etc. no permanece en 
ese estado para siempre. Tarde o temprano caerá a un estado más bajo e irradiará 
energía en forma de luz. La frecuencia de la luz emitida está determinada por la con- 
servación de la energía más el conocimiento cuántico de que la frecuencia de la luz 
está relacionada con la energia de la luz por la (38.1). Por lo tanto, la frecuencia de 
la luz liberada en una transición desde la energía E, a la energía E, (por ejemplo), es 


w31 = (Ez — Ey/h. (38.14 


Esto es entonces una frecuencia caracteristica del atomo y define una linea de emi- 
sión espectral. Otra posible transición seria de E, a E. Tendria una frecuencia di- 
ferente 


wzo = (Ez — Ep)/h. (38.15) 


Otra posibilidad es que si el átomo fuera excitado al estado E,. podria caer al estado 
fundamental E, emitiendo un fotón de frecuencia 


10 = (E, a EN/h. (38.16) 


La razón por la cual traemos a colación estas tres transiciones es para señalar 
una relación interesante. Es fácil ver a partir de (38.14), (38.15), y (38.16) que 


w30 = 031 + wio (38.17) 


En general, si encontramos dos lineas espectrales esperaremos encontrar otra linea 
correspondiente a la suma de las frecuencias (o a la diferencia de las frecuencias} 
y que todas las lineas puedan ser entendidas encontrando una serie de niveles tales. 
que cada linea corresponde a la diferencia de energia de algún par de niveles. Esta 
coincidencia notable en las frecuencias espectrales fue notada antes de que la mecani- 
ca cuántica fuera descubierta, y se llama principio de combinación de Ritz. Este es 
otra vez un misterio desde el punto de vista de la mecánica clásica. No insistamos 
en el punto de que la mecánica clásica es un fracaso en el dominio atómico; nos pare- 
ce haberlo demostrado muy bien. 


Hemos ya hablado sobre la mecánica cuántica como que es representada por 
amplitudes, las cuales se comportan como ondas. con ciertas frecuencias y núme- 
ros de onda. Observemos como llegamos desde el punto de vista de las amplitudes 
a que el átomo tiene estados energéticos definidos. Esto es algo que no podemos 
entender con lo que hemos dicho hasta aqui. pero todos estamos familiarizados con 
el hecho de que ondas encerradas tienen 
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frecuencias definidas. Por ejemplo, si el sonido está confinado en un tubo de órgano 
o algo parecido, hay más de una forma en que el sonido pueda vibrar, pero para cada 
una de esas formas hay una frecuencia definida. Ási, un objeto en el cual las ondas 
están encerradas tiene ciertas frecuencias de resonancia. Por lo tanto, es una propie- 
dad de las ondas en un espacio confinado —una materia que discutiremos en detalle, 
con fórmulas, más tarde— que existan solamente a frecuencias definidas. Y, ya que 
existe la relación general entre las frecuencias de la amplitud y la energia, no nos 
sorprende encontrar energias definidas asociadas con electrones ligados en los 
atomos. 


38-6 Implicaciones filosóficas 


Consideremos brevemente algunas implicaciones filosóficas de la mecánica cuán- 
tica. Como siempre, hay dos aspectos del problema: uno es la implicación filosófica 
para la física y el otro es la extrapolación de asuntos filosóficos a otros campos. 
Cuando las ideas filosóficas asociadas con la ciencia son arrastradas a otro campo, 
usualmente ellas son completamente distorsionadas. Por lo tanto, limitaremos nues- 
tras consideraciones tanto como sea posible a la física misma. 


En primer lugar el aspecto mas interesante es la idea del principio de indetermi- 
nación; el hacer una observación afecta el fenómeno. Siempre se ha sabido que el 
hacer observaciones afecta un fenómeno, pero el punto es que el efecto no puede ser 
dejado a un lado, o minimizado o disminuido arbitrariamente mediante un nuevo 
arreglo del aparato, Cuando investigamos cierto fenómeno no nos queda más reme- 
dio que perturbarlo en cierta forma minima, y la perturbación es necesaria para la 
compatibilidad del punto de vista. En la física precuántica el observador fue algunas 
veces importante, pero solamente en un sentido más bien trivial. El problema ha sido 
establecido: si un árbol cae en un bosque y no hay nadie que lo escuche, ¿hace rui- 
do? Un arbol real cayendo en un bosque real, hace, por supuesto, ruido aunque 
nadie esté ahi. Aunque no haya nadie presente para escucharlo. quedan otras hue- 
llas. El sonido agitará algunas hojas y si fuéramos lo suficientemente cuidadosos. 
podríamos encontrar en alguna parte que alguna espina ha raspado contra una hoja 
y hecho una rayadura fina que no podria ser explicada. a menos que supongamos 
que la hoja estaba vibrando. De modo que en cierto sentido deberiamos admitir 
que hubo sonido. Podemos preguntarnos: ¿hubo una sensación de sonido? No, las 
sensaciones tienen que ver, presumiblemente, con la conciencia. Y. si las hormigas 
son conscientes y si habia hormigas en el bosque, o si los árboles tuvieran concien- 
cia, no lo sabemos. Dejemos el problema en esa forma. 


Otra cosa que la gente ha recalcado desde que la mecánica cuántica se ha des- 
arrollado, es la idea de que no deberiamos hablar de las cosas que no podemos me- 
dir. (Realmente la teoría de la relatividad también decia esto.) A menos que una cosa 
pueda ser definida por la medida, no tiene cabida en una teoria. Y, ya que un valor 
preciso del momentum de una partícula localizada no puede ser definido por medi- 
ción, no tendrá, por lo tanto, cabida en la teoria. La idea de que esto es lo que suce- 
día con la teoria clásica es una posición falsa. Es un análisis sin cuidado de la: situa- 
ción. Que nosotros no podamos medir posición y momentum en forma precisa, no 
significa a priori que no podamos hablar de ello. Solamente significa que no necesi- 
tamos hablar de ello. La situación en las ciencias es ésta: un concepto o una idea que 
no pueden ser medidos 
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o no pueden ser referidos directamente a un experimento, pueden o no pueden ser 
útiles. No necesitan existir en una teoria. En otras palabras, supongamos que corúpa- 
ramos la teoría clásica del mundo con la teoría cuántica del mundo y supongamos 
que experimentalmente es verdad que podemos medir posición y momentum sólo en 
forma imprecisa. La cuestión es si los conceptos de posición exacta de una particula y de 
momentum exacto de una partícula son validos o no. La teoria clasica admite estos 
conceptos; la teoria cuántica no. Esto en si no significa que la fisica clásica esta 
equivocada. Cuando la nueva mecánica cuántica se descubrió, la gente clasicista 
—que incluia a todos, excepto a Heisenberg, Schrödinger y Born dijeron: “Miren, 
su teoría no es nada buena, porque ustedes no pueden contestar ciertas preguntas 
como: ¿cuál es la posición exacta de la particula?, ¿por cuál hueco pasó?, y algunas 
otras más”. La respuesta de Heisenberg fue: “Yo no necesito contestar tales pregun- 
tas, porque usted no puede experimentalmente formular tal pregunta”. Es eso lo que 
no tenemos que hacer. Consideremos dos teorias (a) y (b); la (a) contiene una idea 
que no se puede verificar directamente, pero que se usa en el análisis, y la otra (b) 
no contiene la idea. Si están en desacuerdo en sus predicciones, no se podria preten- 
der que (b) sea falsa, porque no puede explicar esta idea que está en (a), porque tal 
idea es una de las cosas que no se pueden verificar directamente. Es siempre bueno 
saber cuál de las ideas nó puede ser verificada directamente, pero no es necesario 
eliminarlas todas. No es verdad que nosotros podamos proseguir con la ciencia en 
forma completa usando sólo conceptos que están expuestos directamente al experi- 
mento. 


En la mecánica cuántica misma existe una amplitud de función de onda, existe 
un potencial y existen muchas construcciones mentales que no pueden ser medidas 
directamente. La base de una ciencia está en su capacidad para predecir. Predecir 
significa decir qué sucederá en un experimento que no ha sido nunca hecho. ¿Cómo 
podemos hacer eso? Suponiendo que sabemos lo que hay, independientemente del 
experimento. Debemos extrapolar los experimentos a una región donde no han sido 
aún verificados. Si no hacemos eso, no tenemos predicción. De modo que era perfec- 
tamente razonable para los fisicos clásicos proseguir con toda felicidad y suponer 
que la posición -la cual obviamente significa algo para una pelota de baseball— sig- 
nifica algo también para un electrón. No era una estupidez. Era un procedimiento 
razonable. Hoy en dia decimos que la ley de la relatividad se supone válida para to- 
das las energias, pero algún dia alguien puede llegar a decir lo estúpidos que fuimos. 
No sabemos en qué somos “estúpidos” hasta que no “vamos hasta las últimas con- 
secuencias”, de modo que la idea global es ir hasta las últimas consecuencias. Y la 
única forma de encontrar que estábamos equivocados es encontrar cuáles son nues- 
tras predicciones. Es absolutamente necesario construir. 


Hemos expuesto ya algunas observaciones respecto a la indeterminación de la 
mecánica cuántica. Es decir, que ahora somos incapaces de predecir lo que sucederá 
en fisica en una circunstancia fisica dada, que ha sido dispuesta lo más cuidadosa- 
mente posible. Si tomamos un átomo en un estado excitado, de modo que esté por 
emitir un fotón, no podemos decir cuándo lo emitirá. Tiene una cierta amplitud de 
emitir el fotón en cualquier instante y podemos predecir solamente una probabilidad 
de emisión; no podemos predecir exactamente el futuro. Esto ha dado origen a todo 
tipo de disparates y preguntas respecto al significado del libre albedrio, y a la idea de 
que el mundo es incierto. 
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Por supuesto, debemos recalcar que la mecánica clásica es también en cierto 
sentido indeterminada. Se piensa generalmente que tal indeterminación, que no po- 
damos predecir el futuro, es un importante asunto cuántico y se dice que esto ex- 
plica el comportamiento de la mente, el sentimiento del libre albedrio, etc. Pero si el 
mundo fuera clásico —si las leyes de la mecánica fueran clásicas—, no es tan obvio 
que la mente no se sentiría más o menos igual. Es clásicamente verdadero que si 
conocemos la posición y la velocidad de cada particula en el mundo, o en una caja 
con gas, podriamos predecir exactamente lo que sucedería. Y, por lo tanto, el mundo 
clásico es determinista. Supongamos, sin embargo, que tenemos una precisión finita 
y no sabemos exactamente dónde está un átomo, digamos dentro de una parte en 
mil millones. Entonces, a medida que avanza choca a otro átomo y, dado que no 
conociamos la posición mejor que una parte en mil millones, encontraremos un 
mayor error aún en la posición después del choque. Y esto, por supuesto, es ampli- 
ficado en el choque siguiente, de modo que si comenzamos con sólo un ligero error 
éste aumenta rápidamente a una indeterminación muy grande. Para dar un ejemplo: 
si el agua cae sobre una represa, salpica. Si nos paramos cerca, entonces de vez en 
cuando alguna gota caerá sobre nuestra nariz. Esto parece ocurrir completamente 
al azar; sin embargo, tal comportamiento podria ser predicho mediante leyes pura- 
mente clásicas. La posición exacta de todas las gotas depende de las ondulaciones 
precisas del agua antes de llegar a la represa. ¿Cómo? Las más pequeñas irregula- 
ridades son aumentadas en la caida, de modo que obtenemos una situación comple- 
tamente al azar. Por supuesto, no podemos realmente predecir la posición de las gotas 
a menos que conozcamos el movimiento del agua en forma absolutamente exacta. 


Hablando en forma más precisa, dada una precisión arbitraria, tan grande como 
se quiera, uno puede encontrar un tiempo suficientemente largo que no pode- 
mos hacer predicciones válidas para ese tiempo asi de largo. Ahora bien, el asunto 
es que ese intervalo de tiempo no es muy grande. No se trata de que el tiempo sea 
millones de años si la precisión es de una parte en mil millones. En efecto, el tiempo 
varia sólo logaritmicamente con el error y resulta que sólo en un intervalo de tiempo 
muy, pero muy pequeño, perdemos toda nuestra información. Si la precisión se toma 
como una parte en miles de millones y miles de millones —no importa cuantos miles 
de millones queramos, siempre que nos detengamos en alguna parte— podremos en- 
tonces encontrar un tiempo menor que el que se tomó para establecer la precisión 
¡después del cual no podemos predecir más qué es lo que sucedera! Por lo tanto, no 
es honesto decir que de la libertad aparente y de la indeterminación de la mente hu- 
mana nos hubiéramos dado cuenta que la fisica clásica “determinista” nunca podria 
esperar entenderlo, y dar la bienvenida a la mecánica cuántica como una liberación 
de un universo “completamente mecanicista“. Porque ya en la mecánica cTásica 
desde el punto de vista práctico hubo indeterminación. 
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La teoría cinética de los gases 
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39-1 Propiedades de la materia 


Con este capitulo comenzamos con un nuevo tema que nos ocupará algún tiem- 
po. Es la primera parte del análisis de las propiedades de la materia bajo un punto 
de vista físico, en la que, reconociendo que la materia está hecha de una gran canti- 
dad de átomos o partes elementales, que interactúan eléctricamente y obedecen las 
leyes de la mecánica, tratamos de entender por qué los diversos agregados de áto- 
mos se comportan en la forma que lo hacen. 

Es evidente que éste es un tema dificil, y ponemos énfasis desde el comienzo en 
que es en realidad un tema extremadamente difícil, y que tenemos que tratarlo de 
manera diferente a como hemos tratado hasta ahora los otros temas. En el caso de 
la mecánica y en el caso de la luz pudimos comenzar con un enunciado preciso de 
algunas leyes, como las leyes de Newton, o la fórmula para el campo producido por 
una carga que acelera, a partir de las cuales pudimos comprender esencialmente un 
sinnúmero de fenómenos, y que dieron, desde ese momento, una base para nuestra 
comprensión de la mecánica y de la luz a partir de entonces. Esto es, más tarde 
podemos aprender más, pero no será una física diferente, solamente aprenderemos 
mejores métodos de análisis matemático para tratar la situación. 


No podemos usar este método en forma efectiva para el estudio de las propieda- 
des de la materia. Podemos discutir la materia sólo en una forma más elemental; 
es un tema demasiado complicado para ser analizado directamente a partir de sus 
leyes básicas especificas, que no son otras que las leyes de la mecánica y de la elec- 
tricidad. Pero éstas están bastante alejadas de las propiedades que deseamos estudiar; 
se requieren demasiados pasos para obtener a partir de las leyes de Newton las pro- 
piedades de la materia, y estos pasos son, en si, bastante complicados. Comenzare- 
mos ahora a dar algunos de estos pasos, pero mientras que muchos de nuestros 
análisis serán bastante exactos, se harán a la larga menos y menos exactos. Sólo 
tendremos una comprensión aproximada de las propiedades de la materia. 

Una de las razones de que tengamos que realizar el análisis en forma tan imper- 
fecta es que su matemática requiere una comprensión profunda de la teoria de pro- 
babilidades; 
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no desearemos saber por dónde se mueve realmente cada átomo, sino más bien, 
cuántos se mueven aqui y allá en promedio y cuáles son las probabilidades de 
diferentes efectos. Asi, este tema comprende un conocimiento de la teoría de pro- 
babilidades y nuestra matemática todavia no está bien preparada y no deseamos 
forzarla demasiado. 

En segundo lugar, y más. importante desde el punto de vista físico, el comporta- 
miento real de los atomos no es de acuerdo con la mecánica clásica, sino de acuerdo 
con la mecánica cuántica, y una comprensión correcta del tema no se puede alcan- 
zar hasta que comprendamos la mecánica cuántica. Aqui, a diferencia del caso de 
las bolas de billar y de los automóviles, la diferencia entre las leyes de la mecánica 
clásica y las leyes de la mecánica cuántica es muy importante y muy significativa, 
de manera que muchas de las cosas que deduciremos por medio de la mecánica 
clásica serán fundamentalmente incorrectas. Por lo tanto, habrá ciertas cosas que 
tendrán que ser parcialmente desaprendidas; sin embargo, indicaremos en cada caso 
cuándo un resultado es incorrecto, de modo que sabremos exactamente dónde están 

s “limites”. Una de las razones para discutir la mecánica cuántica en los capítulos 
anteriores fue la de dar una idea de por qué, más o menos, la mecánica clásica es 
incorrecta en las diversas direcciones. 


¿Por qué tratamos el tema ahora? ¿Por qué no esperamos medio año o un año, 
hasta que conozcamos mejor la matemática de las probabilidades, y que aprendamos 
un poco de mecánica cuántica, y entonces podamos hacerlo de una manera más 
fundamental? La respuesta es que es un tema dificil ¡y la mejor manera de apren- 
derlo, es haciéndolo lentamente! Lo primero que hay que hacer es lograr alguna 
idea, más o menos, de lo que debiera suceder en diferentes circunstancias, y luego, 
más tarde, cuando conozcamos mejor las leyes, las formularemos mejor. 


Cualquiera que desee analizar las propiedades de la materia en un problema 
real, querría comenzar escribiendo las ecuaciones fundamentales y tratar luego de 
resolverlas matemáticamente. Aunque hay personas que tratan de usar este método, 
estas personas son las que fallan en este campo; el éxito real proviene de aquellos 
que comienzan desde un punto de vista físico, personas que tienen una idea aproxi- 
mada de hacia dónde van y que luego comienzan haciendo el tipo correcto de 
aproximaciones, sabiendo qué es grande y qué es chico en una situación dada com- 
plicada. Estos problemas son tan complicados que es útil tener una comprensión 
siquiera elemental, aunque inexacta e incompleta, y asi el tema será uno sobre el que 
volveremos una y otra vez, cada vez con más y más exactitud, a medida que avan- 


cemos en nuestro curso de fisica. 
$ 


Otra razón para comenzar el tema precisamente ahora es que ya hemos usado 
muchas de estas ideas en, por ejemplo, la quimica, y hasta hemos oido acerca de 
algunas de ellas en la segunda enseñanza. Es interesante conocer la base física de 
estas cosas. 


Como un ejemplo interesante, todos sabemos que volúmenes iguales de gases a 
la misma presión y temperatura contienen el mismo número de moléculas. La ley de 
las proporciones” multiples, que cuando dos gases se combinan en una reacción qui- 
mica, los volómenes necesarios están siempre en proporciones enteras simples, fue 
entendida en última instancia por Avogadro como significando que volúmenes igua- 
les contienen números iguales de átomos. Ahora bien, ¿por qué contienen igual 
número de átomos? ¿Podemos deducir a partir de las leyes de Newton que el núme- 
ro de átomos debe ser igual? Nos preocuparemos de 
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esta materia especifica en este capitulo. En los capitulos siguientes discutiremos 
varios otros fenómenos que comprenden presiones, volúmenes, temperatura y calor. 


Encontraremos también que el tema puede atacarse desde un punto de vista no 
atómico, y que existen muchas interrelaciones de las propiedades de las sustancias. 
Por ejemplo, si comprimimos alguna cosa, se calienta; si la calentamos, se dilata. 
Existe una relación entre estos dos hechos que se puede deducir independientemente 
del mecanismo involucrado. Este tema se llama termodinámica. La comprensión más 
profunda de la termodinámica proviene, por supuesto, de la comprensión del meca- 
nismo real involucrado, y esto es lo que haremos: tomaremos el punto de vista 
atómico desde el comienzo y lo usaremos para comprender las diversas propiedades 
de la materia y las leyes de la termodinámica. 


Discutamos, entonces, las propiedades de los gases desde el punto de vista de 
las leyes de la mecánica de Newton. 


39-2 La presión de un gas 


En primer lugar, sabemos que un gas ejerce una presión y debemos comprender 
claramente a qué se debe esto. Si nuestros oidos fueran unas pocas veces más sensi- 
bles, podríamos escuchar un zumbido perpetuo. La evolución no ha desarrollado el 
oido hasta ese punto, porque seria inútil si fuera tan sensible —oiriamos un jaraneo 
perpetuo—. La razón es que el timpano está en contacto con el aire, y el aire con- 
siste en muchas moléculas en movimiento perpetuo, y éstas golpean contra los 
timpanos. Al golpear contra los timpanos producen un tamborileo irregular —bum, 
bum, bum-— que no escuchamos porque los átomos son muy pequeños, y la sensibi- 
lidad del oido no es suficiente para notarlo. El resultado de este bombardeo perpetuo 
es desplazar la membrana, pero por supuesto existe un bombardeo perpetuo igual de 
átomos por el otro lado del timpano; asi la fuerza neta sobre él es cero. Si sacára- 
mos el aire de un lado o cambiáramos las cantidades relativas de aire en los dos 
lados, el timpano desplazaria entonces hacia un lado u otro, porque el bombardeo 
por un lado sería mayor que por el otro. A veces sentimos este efecto molesto cuan- 
do subimos demasiado rápido en un ascensor o en un avión, especialmente cuando 
tenemos un resfrio grande (cuando estamos resfriados, la inflamación cierra el tubo que 
conecta el aire en el interior del timpano con el aire exterior a través de la garganta, 
de modo que las dos presiones no pueden igualarse prontamente). 


Fig. 39-1. Atomos de un gas en una caja 
con un pistón sin roce, 


Al considerar cómo analizar cuantitativamente la situación, imaginemos que te- 
nemos en una caja un volumen de gas, en un extremo de la cual hay un pistón que 
se puede mover (Fig. 39-1). Nos gustaria encontrar qué fuerza resulta sobre el pistón 
del hecho que existen átomos en esta caja. El volumen de la caja es V y a medida 
que los 
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átomos se mueven en el interior de la caja con diferentes velocidades, gol- 
pean contra el pistón. Supongamos que no hay nada, un vacio, en el exterior del 
pistón. ¿Qué pasa? Si el pistón se dejara solo y nadie lo sostuviera, cada vez que 
fuera golpeado adquiriria un pequeño momentum y gradualmente seria empujado 
hacia afuera de la caja. De modo que para evitar que sea expulsado fuera de la caja, 
debemos sostenerlo mediante una fuerza F. El problema es ¿cuánta fuerza? Una 
forma de expresar la fuerza es hablar de la fuerza por unidad de área: si Æ es el 
área del pistón, la fuerza sobre el pistón se escribirá como un número multiplicado 
por el área. Entonces, definimos la presión como igual a la fuerza que tenemos que 
aplicar al pistón, dividida por el área del pistón: 


P = FJA. (39.1) 


Para estar seguros de que entendemos la idea (tenemos que deducirla de todos mo- 
dos para otros propósitos), el trabajo diferencial dW hecho sobre el gas al compri- 
mirlo moviendo el pistón en una cantidad diferencial —dx, seria el producto de la 
fuerza por la distancia que lo hemos comprimido, el cual seria de acuerdo a (39.1) 
el producto de la presión por el área multiplicada por la distancia, que es igual a 
menos el producto de la presión por la variación en el volumen: 


dW = F(-dx) = —PA dx = —P dV. (39.2) 


(El producto del área A por la distancia dx es la variación de volumen.) El signo 
menos está ahí porque a medida que comprimimos, disminuimos el volumen; si pen- 
samos en ello, podemos ver que, si se comprime un gas, se realiza un trabajo sobre él. 


¿Cuánta fuerza tenemos que aplicar para equilibrar el golpeteo de las moléculas? 
El pistón recibe de cada colisión cierto momentum. Cierto momentum por segundo 
se comunicará al pistón y éste comenzará a moverse. Para evitar que se mueva, de- 
bemos impartir en sentido contrario el mismo momentum por segundo, mediante 
nuestra fuerza. Por supuesto, la fuerza es el momentum por segundo que debemos 
comunicar hacia dentro. Hay otra forma de decirlo: si dejamos ir al pistón, adquirirá 
velocidad debido a los bombardeos; con cada colisión obtenemos un poco más de 
velocidad, por lo que la velocidad aumenta. La razón a la cual el pistón adquiere 
velocidad, o acelera, es proporcional a la fuerza sobre él. De modo que vemos que 
la fuerza que, como ya dijimos, es el producto de la presión por el área, es igual al 
momentum por segundo entregado al pistón por las moléculas que chocan. 


Calcular el momentum por segundo es fácil; podemos hacerlo en dos partes: 
primero, encontramos el momentum entregado al pistón por un átomo particular 
durante una colisión con el pistón; a continuación, tenemos que multiplicar por el 
número de colisiones por segundo que los átomos realizan con la pared. La fuerza 
será el producto de esos dos factores. Ahora veámos cuáles son esos dos factores: 
en primer lugar supondremos que el pistón es un “reflector” perfecto para los áto- 
mos. Si no lo es, toda la teoría es errónea y el pistón comenzara a calentarse y las 
cosas cambiarán, pero eventualmente cuando se haya establecido el equilibrio, el 
resultado neto es que las colisiones son efectivamente perfectamente elásticas. En 
promedio, cada particula que llega, sale con la misma energia. De modo que ima- 
ginaremos que el gas está en una condición estacionaria y que no perdemos energía 
en el pistón porque el pistón está detenido. En esas circunstancias, 
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si una partícula llega con una cierta velocidad sale con la misma velocidad, y dire- 
mos que con la misma masa. 


Si v es la velocidad de un átomo y v, es la componente x de v, entonces mv, 
es la componente x del momentum “hacia”; pero también tenemos igual compo- 
nente del momentum “desde” y asi el momentum total entregado al pistón por la 
particula en una colisión es 2mp,, ya que ésta se “refleja”. 


Ahora bien, necesitamos el número de colisiones hechas por los átomos en un 
segundo, o un cierto tiempo dt; entonces, dividimos por dt. ¿Cuántos átomos están 
golpeando? Supongamos que hay N átomos en el volumen V, o n= N/V en cada 
unidad de volumen. Para encontrar cuántos átomos golpean el pistón notemos que, 
dado un cierto tiempo f, si una particula tiene una cierta velocidad hacia el pistón, 
lo golpeará durante el tiempo f siempre que esté suficientemente cerca. Si está de- 
masiado lejos, hará solamente parte del camino hacia el pistón en el tiempo f, pero 
no alcanza el pistón. Por lo tanto, está claro que solamente las moléculas que están 
dentro de una distancia v,/ del pistón golpearán el pistón en el tiempo £. Así, pues, 
el número de colisiones en un tiempo ! es igual al número de átomos que están en 
una región dentro de una distancia v,f y, ya que el área del pistón es A, el volumen 
ocupado por los átomos que irán a golpear el pistón es vA. Pero el número de 
átomos que irán a golpear el pistón es ese volumen multiplicado por el número de 
átomos por unidad de volumen, nv,¿A. Por supuesto, nosotros no queremos el nú- 
mero que golpea en un tiempo £, queremos el número que golpea por segundo; asi 
que dividimos por el tiempo t para obtener nv,A. (Este tiempo t pudo haberse 
hecho muy corto; si deseamos ser más elegantes, lo llamaremos dt y entonces deri- 
vamos, pero es la misma cosa.) 


De modo que encontramos que la fuerza es 


F = nv, A: 2mvz. (39.3) 


¡Vean, la fuerza es proporcional al área si mantenemos fija la densidad de partículas 
a medida que variemos el área! La presión es, entonces 


P = 2nmv?. (39.4) 


Ahora bien, notamos un pequeño problema con este análisis: primero, todas las 
moléculas no tienen la misma velocidad y no se mueven en la misma dirección. ¡De 
modo que todas las v?, son diferentes! Asi que lo que debemos hacer, por supuesto, 
es tomar un promedio de las v?,, ya que cada una hace su propia contribución. Lo 
que queremos es el cuadrado de las v, promediado sobre todas las moléculas. 


P = nm(2). (39.5) 


¿Olvidamos incluir el factor 2? No, de todos los átomos solamente la mitad se dirige 
hacia el pistón. La otra mitad está dirigida en otra dirección, y si tomamos < yv? ), 
estamos promediando los v, negativos al cuadrado como también los v, positivos. 
De modo que cuando tomamos simplemente < v?,> sin fijarnos estamos obteniendo 
el doble de lo que queremos. El promedio de v?, para v, positivos es igual al promedio 
de las v?,, para todo v, multiplicado por un medio. 
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Ahora bien, como los átomos rebotan por todas partes, está claro que no hay 
nada especial respecto a la “dirección x”; los átomos se pueden estar moviendo 
también hacia arriba y hacia abajo, hacia adelante y hacia atrás, hacia adentro y 
hacia afuera. Por lo tanto, será cierto que < v?, ) , el movimiento promedio de los 
átomos en una dirección y el promedio en las otras dos direcciones, serán todos 
iguales: 


(02) = Op = (3). (39.6) 


Es solamente un asunto de matemática más bien artificiosa notar, por lo tanto, que 
son todos iguales a un tercio de su suma, que es, por supuesto, el cuadrado del mó- 
dulo de la velocidad: 


(02) = Ho + 424 12) = (0?)/3. (39.7) 


Esto tiene la ventaja de que no tenemos que preocuparnos de ninguna dirección 
particular, y asi escribimos nuevamente nuestra fórmula para la presión en esta 
forma: 


P = (Pn(mv?/2). (39.8) 


La razón de que escribamos el último factor como (mv? /2 > está en que esto es la 
energía cinética del movimiento del centro de masa de la molécula. Por lo tanto, 
encontramos que 


PV = NG)? /2). (39.9) 


Con esta ecuación podemos calcular cuál es la presión si conocemos las velocidades. 
Como un ejemplo muy simple tomemos el gas helio o cualquier otro gas como vapor 
de mercurio, o vapor de potasio a temperatura suficientemente alta, o argón, en los cuales 
todas las moléculas son átomos simples, por lo cual podemos suponer que no hay movi- 
miento interno en el átomo. Si tuviéramos una molécula compleja podria haber algún mo- 
vimiento interno, vibraciones mutuas o algo. Supongamos que podemos despreciar eso; 
esto es realmente un asunto serio, al cual tendremos que volver, pero resulta ser correcto. 
Supongamos que el movimiento interno de los átomos se puede despreciar, y por lo 
tanto, para este propósito, la energia cinética del movimiento del centro de masa es 
toda la energia existente. Asi, para un gas monoatómico, la energía cinética es la 
energia total. En general llamaremos U a la energia total (algunas veces se llama 
energía total interna; podemos preguntarnos por qué, ya que no hay energia externa 
al gas), es decir, toda la energia de todas las moléculas del gas o del objeto o lo 
que sea. 


Para un gas monoatómico supondremos que la energia U es igual al número de 
átomos multiplicado por el promedio de la energia cinética de cada uno, porque 
hemos despreciado cualquier posibilidad de excitación o movimiento interno en los 
átomos mismos. Entonces, en esas circunstancias tendriamos 


PV = 4U. (39.10) 


A propósito, podemos detenernos aqui y encontrar la respuesta a la siguiente 
pregunta: supongamos que tomamos una lata con gas y comprimimos lentamente el 
gas, ¿cuánta presión necesitamos para reducir el volumen? Es fácil calcularlo ya 
que la presión es 2/3 de la energia, dividido por V. A medida que lo comprimimos 
estamos realizando un trabajo sobre el gas, y por lo tanto 
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aumentamos la energia U. De modo que tendremos algún tipo de ecuación diferencial: si co- 
menzamos en una circunstancia dada con una cierta energia y un cierto volumen, conocemos 
la presion. Ahora comenzamos a comprimir, pero en el momento que lo hacemos, la 
energia U aumenta y el volumen Y disminuye, de modo que la presión aumenta. 


Asi, tenemos que resolver una ecuación diferencial y la resolveremos dentro de 
un momento. Primeramente debemos hacer, sin embargo, énfasis en que a medida 
que comprimimos este gas, estamos suponiendo que todo el trabajo va a aumentar 
la energia de los átomos internos. Podemos preguntarnos: “¿Acaso no es eso necesario? 
¿Dónde más pudo ir?” Resulta que puede ir a otra parte, existe lo que llamamos 
“pérdida de calor" a través de las paredes: los átomos calientes (es decir, de 
movimiento rápido) que bombardean las paredes, calientan las paredes, y la energia 
se va. Supondremos por ahora que éste no es el caso. 

Para mayor generalidad, aunque todavia estamos haciendo algunas consideracio- 
nes muy especiales respecto a nuestro gas, escribiremos, no PV = 3U, sino 


= (y — DU. (39.11) 


Está escrito (]—1) multiplicado por U por razones convencionales, Porque tratare- 
mos más tarde algunos otros casos donde el número frente a U no será %4 sino que 
será un número diferente. Así, para hacer la cosa en general, lo llamaremos y-l1, 
porque la gente lo ha estado llamando asi por casi cien años. Este y` es entonces 
4 porque į — l es 4, para un gas monoatómico como el helio. 


Ya hemos hecho notar que cuando comprimimos un gas, el trabajo realizado es 
—PdV. Una compresión en la cual no se ha agregado ni sacado energia calórica, se 
llama compresión adiabática, del griego a (no) + día (a traves) + bainein (ir). (La 
palabra adiabática se usa en fisica de varias maneras y algunas veces es dificil ver 
qué tienen de común entre ellas.) Esto es, para una compresión adiabática, todo el 
trabajo realizado irá a variar la energia interna. Esta es la clave —que no hay otras 
perdidas de energia pues entonces tenemos PdV = —dU. Pero como U = PWM(p—1), 
podemos escribir 


= (PdV + VdP)/(Y — 1). (39.12) 


De modo que tenemos PdV'-= —(PdV + VaP)K(p-1), o reagrupando los términos 
rPdV = —VdP, o sea 


(1 dV/V) + (dP/P) = 0. (39.13) 


Afortunadamente, suponiendo que y es constante, como lo es para un gas monoa- 
tómico, podemos integrar esto: se obtiene y In V + In P= In C, donde In C es la 
constante de integración. Si tomamos exponenciales de ambos lados, obtenemos 
la ley 


PV” = C (una constante) (39.14) 


¡En otras palabras. en condiciones adiabáticas donde la temperatura aumenta a 
medida que comprimimos porque no hay pérdidas calóricas, la presión multiplicada 
por el volumen a la potencia +; ¿ es una constante para un gas monoatómico! Aunque 
lo dedujimos teóricamente, ésta es, en realidad, la forma en que los gases monoato- 
micos se comportan experimentalmente. 
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39-3 Compresibilidad de la radiación 


Podemos dar otro ejemplo de la teoria cinética de un gas, uno que no se usa 
mucho en química, pero si en astronomia. Tenemos un gran número de fotones en 
una caja en la cual la temperatura es muy alta. (Por supuesto, la caja es el gas en 
una estrella muy caliente. El sol no es lo suficientemente caliente; hay todavia mu- 
chos átomos, pero a temperaturas aún mayores en ciertas estrellas muy calientes, 
podemos despreciar los átomos y suponer que los únicos objetos que tenemos en la 
caja son fotones.) Ahora bien, un fotón tiene cierto momentum p. (Siempre encon- 
tramos que estamos en un terrible dilema cuando hacemos teoria cinética: p es la 
presión, pero p es el momentum; v es el volumen, pero v es la velocidad; T es la 
temperatura, pero T es la energia cinética, o el tiempo, o el torque; ¡uno debe 
mantenerse alerta respecto a ello!) Este p es el momentum, es un vector. Realizando el 
mismo análisis anterior, es la componente x del vector p la que genera el “golpe” y 
el doble de la componente x del vector p es el momentum entregado en el golpe. `Asi, 
2 p, reemplaza a 2 mv, y, en el cálculo del número de colisiones, y, es todavía y,, 
de modo que cuando hacemos todo el camino, encontramos que la presión en la 
ecuación (39.4) cs, en cambio 


P = 2npy0z. (39.15) 


En promedio, entonces, esto llega a ser n veces el promedio de p,v, (el mismo factor 
2) y finalmente, introduciendo las otras dos direcciones, encontramos 


PV = Nip: w/3. (39.16) 


Esto concuerda con la fórmula (39.9) porque el momentum es mv; esto es un poco 
más general, eso es todo. La presión multiplicada por el volumen es el promedio del 
producto entre el número total de átomos y ?*/, (p- v). 


Ahora bien, ¿qué es p.v para los fotones? El momentum y la velocidad tienen la 
misma dirección y la velocidad es la velocidad de la luz, de modo que aquélla es el 
momentum de cada uno de los objetos, multiplicado por la velocidad de la luz. El 
momentum, multiplicado por la velocidad de la luz de cada fotón, es su energía: 
E = pc, de modo que esos términos son las energías de cada uno de los fotones y, 
por supuesto, deberiamos tomar una energia promedio, multiplicada por el número 
de fotones. Asi tenemos '/, de la energía dentro del gas: 


PV = U/3 (gas de fotones) (39.17) 


Entonces para fotones (p-—1) en (39.11) es '/,, ya que tenemos '/, al frente, o sea 
y =*f/,, y hemos descubierto que la radiación en una caja obedece la ley 


PV”? = Ç, (39.18) 


¡De modo que conocemos la compresibilidad de la radiación! Esto es lo que se usa 
en un análisis de la contribución de la presión de radiación en una estrella, asi es 
cómo la calculamos y cómo cambia cuando la comprimimos. ¡Qué cosas maravillo- 
sas están ya dentro de nuestro poder! 
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39-4 Temperatura y energía cinética 


Hasta aqui no nos hemos preocupado de la temperatura; hemos estado evitando 
a propósito la temperatura, A medida que comprimimos un gas, sabemos que la 
energía de las moléculas aumenta, y acostumbramos a decir que el gas se calienta; 
nos gustaría entender qué tiene que ver esto con la temperatura. ¿Qué estamos ha- 
ciendo, si tratamos de hacer el experimento, no adiabaticamente, sino a lo que 
llamamos temperatura constante? Sabemos que si tomamos dos cajas de gas y las 
ubicamos una al lado de la otra por un tiempo suficientemente largo, aunque en un 
comienzo estuvieran a lo que llamamos temperaturas diferentes, terminarán por 
llegar a la misma temperatura. Ahora bien, ¿qué significa eso? ¡Eso significa 
que llegaron a una condición igual a la que llegarían si se los dejara solos 
un tiempo suficientemente largo! Lo que queremos decir por igual temperatura es 
sólo eso —la condición final cuando las cosas se han asentado interactuando entre 
sí durante un tiempo suficientemente largo. 


Fig. 39-2. Atomos de dos gases monoa- 
tómicos diferentes están separados por un 
pistón móvil. 


a) (2) 


Consideremos ahora lo que sucede si tenemos dos gases en depósitos separados 
por un pistón móvil, como en la figura 39-2 (sólo por simplicidad, tomaremos dos 
gases monoatómicos como helio y neón). En el depósito (1) los átomos tienen masa 
M, velocidad v, y hay n, por unidad de volumen, y en ei otro deposito los atomos 
tienen masa m,, velocidad v, y hay n, átomos por unidad de volumen. ¿Cuáles son 
las condiciones de equilibrio? 


Es evidente que el bombardeo desde el lado izquierdo debe ser tal, que mueve el 
pistón hacia la derecha y comprime el otro gas hasta que su presión adquiere cierto 
valor y el objeto se moverá hacia adelante y atrás y gradualmente llegará a detener- 
se en un lugar donde las presiones a ambos lados sean iguales. Asi podemos hacer 
que las presiones sean iguales; esto sólo significa que las energias internas por 
unidad de volumen son iguales o que los números n multiplicados por el promedio 
de las energias cinéticas a cada lado son iguales. Lo que debemos tratar de probar 
finalmente, es que los números mismos son iguales. Hasta aqui todo lo que sabemos 
es que los productos de los números y las energias cinéticas son iguales, 


n (my /2) = n2(mov3/2), 


según (39.8), porque las presiones son iguales. Debemos darnos cuenta que ¿sta no es 
la única condición a la larga, sino que algo más debe suceder más lentamente, a me- 
dida que el verdadero equilibrio completo correspondiente a temperaturas iguales 
se establece. 

Para comprender el concepto, supongamos que la presión sobre el lado izquierdo 
se desarrollará debido a una muy alta densidad, pero baja velocidad. Teniendo una 
gran n y una pequeña v podemos obtener la misma presión que si tuviéramos una 
pequeña n y una gran v. Los atomos pueden estar moviéndose lentamente ya que 
estan agrupados casi sólidamente, o bien puede haber menos, pero golpeando más 
fuertemente. ¿Podrá permanecer esto asi para siempre? A primera vista podemos 
pensar eso, pero pensándolo otra vez encontramos haber olvidado un punto impor- 
tante. Esto es, que el pistón intermedio no recibe una presión constante; vibra justa- 
mente como el 
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timpano, del cual hemos hablado primero, porque los golpeteos no son ab- 
solutamente uniformes. No hay una perpetua y constante presión. sino un 
tamborileo —la presión varia y por lo tanto el pistón se sacude—. Supongamos que 
los atomos del lado derecho no se están agitando mucho, pero los de la izquierda 
son pocos, y muy alejados entre si y muy rápidos. El pistón recibirá de vez en 
cuando un gran impulso desde la izquierda y será impulsado contra los átomos 
lentos de la derecha, dándoles más velocidad. (A medida que cada átomo choca con 
el pistón, éste o gana o pierde energia, dependiendo de si el pistón se mueve en uno 
u otro sentido cuando el átomo lo golpea.) De modo que como resultado de las coli- 
siones el pistón se sacude. se sacude, se sacude, y esto agita al otro gas -le da 
energia a los otros átomos y ellos establecen movimientos más rápidos hasta que 
equilibran la agitación que el pistón les está dando—. El sistema llega a algún equili- 
brio donde el pistón se está moviendo con una velocidad media cuadrática tal, que 
saca energía de los átomos en aproximadamente la misma proporción que les devuel- 
ve energia. De modo que el pistón adquiere una cierta irregularidad media en la 
velocidad y nuestro problema es encontrarla. Cuando la encontremos podemos re- 
solver mejor nuestro problema, porque los gases ajustarán sus velocidades hasta que 
la rapidez a la cual estén tratando de entregar energía uno al otro, a través del pistón, 
llegue a ser igual. 


Es bien difícil imaginarse los detalles del pistón en esta circunstancia particular; 
aunque es simple entenderlo idealmente resulta que es un poco más difícil analizarlo. 
Antes de hacer el analisis, estudiemos otro problema en el cual tenemos una caja de 
gas, pero ahora tenemos dos tipos diferentes de moléculas en ella, que tienen masas 
m, y m, velocidades v, y v, etc.; ahora hay una relación mucho más intima. Si 
todas las moléculas n.° 2 estan detenidas, tal condición no va a durar, porque son 
golpeadas por las moléculas n.° 1 y asi adquieren velocidad. Si todas fueran mucho 
más rápidas que las moléculas n.° 1, puede ser que eso tampoco dure —devolverán 
la energia a las moléculas n.° 1. De modo que cuando ambos gases están en la mis- 
ma caja, el problema es encontrar la regla que determina las velocidades relativas de 
los dos. 


Fig. 39-3. Una colisión entre moléculas 
desiguales, vista desde el sistema CM. 


Este es todavia un problema muy difícil, pero lo solucionaremos en la forma si- 
guiente. Primero, consideraremos el subproblema siguiente (otra vez se tiene uno de 
aquellos casos donde —<cualquiera que sea la deducción— al final el resultado es 
bastante simple de recordar, pero su deducción es bastante ingeniosa). Supongan que 
tenemos dos moléculas, de diferente masa, chocando y que la colisión se observa 
con respecto al sistema del centro de masa (CM). Para eliminar una complicación, 
examinamos la colisión en el CM. Como sabemos por las leyes de colisiones, debido 
a la conservación del momentum y de la energía, después que las moléculas chocan 
el único modo en que pueden moverse es aquél en que cada una mantiene su propia 
velocidad original -sólo cambian su dirección. De modo que tenemos 
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una colisión promedio que se parece a la de la figura 39-3. Supongan. por un momento. 
que miramos todas las colisiones con el CM en reposo. Imaginense. que todas seestán 
moviendo inicialmente en forma horizontal. Por supuesto, después de la primera 
colisión algunas se están moviendo oblicuamente. En otras palabras, si todas ellas 
fueran horizontalmente, por lo menos algunas de ellas más tarde se moverian verti- 
calmente. Ahora bien, en alguna otra colisión vendrian desde otra dirección y enton- 
ces se desviarian aún a otro ángulo. De modo que, aunque estuvieran en un comien- 
zo completamente organizadas, se dispersarian en todos los ángulos, y luego las 
dispersadas se dispersarian algo más y algo más y algo más. Finalmente, ¿cuál será 
la distribución? Respuesta: será igualmente probable encontrar un par cualquiera 
moviéndose en una dirección cualquiera en el espacio. Después de esto las colisiones 
posteriores no podrian cambiar la distribución. 


Tienen la misma probabilidad para ir en todas direcciones. pero ¿cómo decimos 
eso? Por supuesto no hay ninguna probabilidad de que vayan en una dirección espe- 
cifica cualquiera, ya que una dirección especifica es demasiado exacta, de modo 
que tenemos que hablar de una unidad de “algo”. La idea es que cualquier área 
sobre una esfera centrada en el punto de colisión tendrá tantas moléculas atravesán- 
dola como cualquier otra área igual sobre la esfera. De modo que el resultado de las 
colisiones será distribuir las direcciones de modo que áreas iguales sobre la esfera 
tendrán probabilidades iguales. 

A propósito, si sólo queremos discutir la dirección original y alguna otra direc- 
ción en un ángulo 0 con respecto a ella, es una propiedad interesante que el área 
diferencial de una esfera de radio unitario es sen Od0 multiplicado por 27 v que 
eso es lo mismo que el diferencial de cos 0. Asi, lo que esto significa, es que es 
igualmente probable que el coseno del ángulo 0 entre dos direcciones cualesquiera 
tenga cualquier valor entre —1 y + 1. 

A continuación, tenemos que preocuparnos del caso real, donde no tenemos la 
colisión en el sistema CM, sino que tenemos dos átomos que se acercan con veloci- 
dades vectoriales v, y v,. ¿Qué sucede ahora? Podemos analizar esta colisión con 
las velocidades vectoriales v, y v, en la siguiente forma: primero diremos que hay 
un cierto CM: la velocidad del CM está dada por la velocidad “promedio”, con los 
pesos proporcionales a las masas, de modo que la velocidad del CM es vem = 
= (mv, + mv) /(m, + m,). Si observamos esta colisión en el sistema CM, vemos 
una colisión justamente como en la figura 39-3. con una cierta velocidad relativa w. 
La velocidad relativa es justamente v, — v,. Ahora la idea es, primero, que todo el 

“CM se está moviendo y en el CM hay una velocidad relativa w, y las moléculas 
chocan y salen en una nueva dirección. Todo esto sucede mientras el CM continúa 
moviéndose sin ningún cambio. 


Ahora bien. ¿cuál es la distribución que resulta de esto? De nuestros razona- 
mientos anteriores concluimos esto: que en el equilibrio todas las direcciones para 
w son igualmente probables respecto a la dirección del movimiento del CM*. No 
habrá finalmente correlación 


* Este razonamiento. que fue el usado por Maxwell. encierra algunas sutilezas. Aunque 
la conclusión es correcta. el resultado no se deduce puramente de las consideraciones de 
simetria que hemos usado antes. ya que al pasar a un sistema de referencia que se mueve a 
través del gas. podemos encontrar una distribución distorsionada de velocidades. No hemos 
encontrado una demostración simple de este resultado. 
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particular alguna entre la dirección del movimiento de la velocidad relativa y la del 
movimiento del CM. Por supuesto, si la hubiera, las colisiones la esparcirian de 
modo que todo se derramaria en derredor. Así, el coseno del ángulo entre w y vcm 
es cero en promedio. Esto es, 


(w A Yom) = 0, (39.19) 
Pero w.v cmse puede también expresar en función de v, y v,: 


_ (Yı — va): (mwı + mov) 
m, + m 


; 2 
f _ (my — ma) + (m — mn Ya). 
m, + Ma 


Examinemos primero el producto v, + v,; ¿cuál es el promedio de v, - v,? Esto 
es ¿cuál es el promedio de las componentes de la velocidad de una molécula en la 
dirección de otra? Seguramente hay tanta probabilidad de encontrar cualquier mo- 
lécula dada moviéndose en una forma u otra. El promedio de la velocidad v, en 
cualquier dirección es cero. Ciertamente entonces en la dirección de v,, v, tiene pro- 
medio cero. De modo que ¡el promedio de v, . v, es cero! Por lo tanto concluimos 
que el promedio de m, v,? debe ser igual al promedio de m, v,?. Es decir, las ener- 
gias cinéticas promedio de ambas deben ser iguales: 


W’ YCM 


(39.20) 


¿imy% = img. (39.21) 


Si tenemos dos tipos de átomos en un gas, se puede demostrar, y supondremos que 
lo hemos demostrado, que el promedio de la energia cinética de uno es igual al pro- 
medio de la energia cinética del otro, cuando ambos estén en el mismo gas, en la 
misma caja, en equilibrio. Esto significa que el más pesado se moverá más lento 
que el más liviano; esto es facilmente demostrable mediante experimentación con 
“átomos” de diferentes masas en un canal de aire. 


an ` Fig. 39-4. Dos gases en una caja con una 
membrana semipermeable. 


Nos gustaria ahora avanzar un paso más y decir que, si tenemos dos gases di- 
ferentes, separados en una caja, tendrán también iguales energias cinéticas promedio 
cuando llegan finalmente al equilibrio, aunque no estén en la misma caja. Podemos 
hacer el razonamiento en muchas formas. Una forma es aducir que si tenemos una 
separación fija con un pequeño agujero en ella (Fig. 39-4) de modo que un gas 
pueda pasar a través del agujero, mientras que el otro no, porque las moléculas son 
demasiado grandes y éstas han alcanzado el equilibrio, entonces sabemos que en una 
parte donde están mezcladas tienen la misma energia cinética promedio, pero algu- 
nas atraviesan el agujero sin pérdida de energia cinética, de modo que la energia 
cinética promedio en el gas puro y en la mezcla debe ser la misma. Esto no es muy 
satisfactorio, porque puede no haber agujeros, para este tipo de moléculas. que se- 
paren un tipo de otro. 
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Volvamos ahora al problema del pistón. Podemos dar un argumento que mues- 
tre que la energia cinética de este pistón debe ser también 3m,v?,. En realidad, esta 
seria la energía cinética debida al movimiento puramente horizontal del pistón, de 
modo que, olvidando su movimiento hacia arriba y hacia abajo, debe ser igual a 
jm,v2,- Análogamente, del equilibrio al otro lado, podemos deducir que la energia 
cinética del pistón es ¿m,v?,. A pesar de que éste no está en el medio del gas sino 
a un lado del gas, aún podemos hacer el razonamiento, aunque sea algo más difícil, 
de que la energia cinética promedio del pistón y de las moléculas del gas son iguales 
como resultado de todas las colisiones. 


Si esto aún no nos satisface, podemos hacer un ejemplo artificial mediante el 
cual el equilibrio es generado por un objeto que puede golpear sobre todos los lados. 
Supongamos tener una barra corta con una bola en cada extremo que atraviesa 
el pistón por una articulación universal, que desliza sin roce. Cada bola es redonda 
como una de las moléculas y puede ser golpeada por todos lados. El objeto comple- 
to tiene una cierta masa total m. Tenemos ahora las moléculas del gas con masas 
m, y m, como antes. El resultado de las colisiones, por el análisis que hemos hecho 
antes, es que la energia cinética de m, debido a las colisiones con las moléculas por 
un lado, debe ser 3m,v?, en promedio. Análogamente debido a las colisiones con 
moléculas en el otro lado, tiene que ser 4m,v,? en promedio. En consecuencia, ambos 
lados tienen que tener la misma energia cinética cuando están en equilibrio térmico. 
Asi, aunque solamente lo hemos demostrado para una mezcla de gases, se puede 
extender fácilmente al caso en que hay dos gases diferentes, separados, a la misma 
temperatura. 


Asi, cuando tenemos dos gases a la misma temperatura, la energía cinética 
media de los movimientos del CM son iguales. 


La energia cinética media molecular es una propiedad sólo de la “temperatura”. 
Siendo una propiedad de la “temperatura” y no del gas, podemos usarla como una 
definición de temperatura. La energia cinética media de una molécula es asi alguna 
función de la temperatura. Pero ¿quién nos va a decir qué escala usar para la tem- 
peratura? Podemos definir arbitrariamente la escala de temperatura, de manera que 
la energia media sea linealmente proporcional a la temperatura. La mejor manera 
de hacerlo seria llamar a la energia media misma “la temperatura”. Esta sería la fun- 
ción más simple posible. Desgraciadamente, la escala de temperatura se ha elegido 
en forma diferente; asi que, en vez de ilamarla directamente temperatura, usamos 
un factor de conversión constante entre la energia de una molécula y un grado de 
temperatura absoluta, llamado un grado Kelvin. La constante de proporcionalidad 
es k=1,38x 10? joule por cada grado Kelvin*. Asi. si T es la temperatura absolu- 
ta, nuestra definición dice que la energia cinética molecular media es 3 AT. (El 3 se 
ha puesto por conveniencia, para librarnos de él en alguna otra parte.) 


Subrayamos que la energía cinética asociada con la componente del movimiento 
en cualquier dirección particular es solamente j AT. Las tres direcciones indepen- 
dientes implicadas la hacen 3 kT. 


* La escala centigrada es precisamente esta escala Kelvin con el cero elegido a 273.16 K. 
asi T = 273,16 + temperatura centigrada. 
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39-5 La ley de los gases ideales 


Ahora, por supuesto, podemos poner nuestra definición de temperatura en la 
ecuación (39.9) y encontrar asi la ley para la presión de gases, en función de la 
temperatura: ésta es, que la presión multiplicada por el volumen es igual al número 
total de átomos, multiplicado por la constante universal k, multiplicado por la tempe- 
ratura. 


PV = NKT. (39.22) 


Además, a la misma temperatura y presión y volumen, se determina el número de 
átomos; ¡éste es también una constante universal! Así, pues, volúmenes iguales de 
gases diferentes, a la misma presión y temperatura, contienen el mismo número de 
moléculas debido a las leyes de Newton. ¡Esta es una conclusión asombrosa! 


En la práctica, al tratar con moléculas, debido a que los números son tan 
grandes, los químicos han elegido artificialmente un número especifico, un nú- 
mero muy grande, y lo llamaron de alguna manera. Tienen un número que 
llaman un mol. Un mol es simplemente un número práctico. Por qué no eligieron 
102* objetos, para que resultara redondo, es una cuestión histórica. Sucedió que eli- 
gieron, para el número conveniente de objetos a tomar como referencia, Nọ = 6,02 
x 10% objetos, y eso se llama un mol de objetos. Asi en vez de medir el número 
de moléculas en unidades, miden en términos de números de moles. t En términos de 
N, podemos escribir el número de moles, multiplicado por el número de átomos en 
un mol, multiplicado por kT, y si deseamos, podemos tomar el número de átomos 
en un mol, multiplicado por k, que es un equivalente en moles de k y llamarlo de algu- 
na manera, y lo hacemos —lo llamamos R-—. El equivalente en moles de k es 8,317 
joules: R = N k = 8,317 j. mol! K. Asi encontramos también la ley de los gases 
escrita como el número de moles (también llamado N) multiplicado por RT, o el 
número de átomos, multiplicado por kT: 


PV = NRT. (39.23) 


Es la misma cosa, sólo una escala diferente para la medida de los números. ¡Usa- 
mos 1 como unidad, y los químicos usan 6 x 10? como unidad! 


Hacemos ahora una observación más sobre nuestra ley de los gases; tiene que 
ver con la ley para objetos que no son moléculas monoatómicas. Hemos tratado 
sólo el movimiento del CM de los átomos de un gas monoatómico. ¿Qué sucederá 
si hay fuerzas presentes? En primer lugar, consideremos el caso en que el pistón 
se sujeta por un resorte horizontal, y que existen fuerzas sobre él. El intercambio 
del movimiento de agitación entre los átomos y el pistón en cualquier momento no 
depende de donde está el pistón en ese momento, por supuesto. Las condiciones 
de equilibrio son las mismas. No importa dónde se encuentre el pistón, la velocidad 
del movimiento debe ser tal que pase energia a los moléculas justamente de la ma- 
nera correcta. Ási, no tiene ninguna importancia el resorte. La velocidad a la cual 
debe moverse el pistón es, en promedio, la misma. Asi, nuestro teorema de que el 
valor medio de la energia cinética en una dirección es } kT, es válido haya o no 
fuerzas presentes. 


t Lo que los quimicos llaman pesos moleculares son las masas en gramos de un mol de 
una molécula determinada. El mol se define de manera tal que la masa de un mol de átomos de 
carbono del isótopo 12 (es decir, que tiene 6 protones y 6 neutrones en el núcleo) sea exacta- 
mente 12 gramos. 
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Consideremos, por ejemplo, una molécula diatómica, compuesta de átomos 
ma y Mg. Lo que hemos demostrado es que el movimiento del CM de la parte A 
y el de la parte B es tal que (imava > = <imgv?g) = 3 kT. ¿Cómo puede ser esto 
si están unidas? A pesar de que están unidas, cuando giran en torno a sí mismas 
y una en torno a la otra, cuando algo las golpea, intercambiando energia con ellas, 
lo único que cuenta es con qué velocidad se están moviendo. Eso sólo determina 
lo rápido que intercambian energía en las colisiones. En el instante particular, la 
fuerza no es algo esencial. Por lo tanto, el mismo principio es correcto aún cuando 
haya fuerzas. 

Demostremos finalmente, que la ley de los gases es compatible también en la 
emisión del movimiento interno. No incluimos antes realmente los movimientos in- 
ternos; tratamos sólo un gas monoatómico. Pero demostraremos ahora que un ob- 
jeto completo, considerado como un único cuerpo de masa M, tiene una velocidad 
del CM tal que 


¿Mvén = 3KT. (39.24) 


¡En otras palabras, podemos considerar las partes separadamente o el objeto entero! 
Veamos la razón de esto: la masa de la molécula diatómica es M = ma + My y la 
velocidad del centro de masas es igual a vcm = (MaYa + Mpgvg)/ M. Ahora nece- 
sitamos <v*cm > Si elevamos voy al cuadrado, obtenemos 


2,2 2.2 
2 _ mava + 2M4MgVa Va + MBUB 
E M2 ' 


Ahora multiplicamos por įM y tomamos el promedio, y obtenemos asi 


magkT + 2mamplVa ` YB) + mpBkT 
M 


2MAMBlVa ` YB). 
M 


(Hemos usado el hecho de que (ma + mg) /M = 1.) Ahora bien, ¿qué es <va - vg)? 
(¡Mejor que sea cero!) Para averiguarlo, usemos nuestra hipótesis de que la veloci- 
dad relativa, w = v4 — vg, no está dirigida más probablemente en una dirección 
que en otra —esto es, que su componente promedio en cualquier dirección es cero. 
Asi, pues, suponemos que 


1 2 _ 
3Mvóm = 


= kT + 


(w: vom) = 0. 
Pero ¿qué es w . vem? Es 


(Ya — va): (mava + MpVa) 
M 


W*Ycm = 


2 
— Mava + (me — Malva va) — mpvh 
y ; 


Por lo tanto. dado que <mav?a> = <mpy?p), el primero y el último término se anu- 
lan en promedio, y nos queda 


(mg — Maa YB) = 0. 
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Asi, si ma + mg encontramos que<va . Vg X = 0, y que por lo tanto el movimiento 
de la molécula como un todo, considerada como una particula simple de masa M, 
tiene una energía cinética en promedio igual a 3 kT. 


Entre paréntesis, ¡hemos demostrado también, al mismo tiempo, que la energia 
cinética media de los movimientos internos de la molécula diatómica, sin considerar 
el movimiento en conjunto del CM, es 3 kT! Porque la energía cinética de las 
partes de la molécula es ¿mpav?, + jmpgv*g, cuyo promedio es 3kT'+ ¿kT, ó 3kT. 
La energia cinética del movimiento del centro de masas es ¿kT; por lo tanto, la ener- 
gía cinética media de los movimientos de rotación y vibración de los dos átomos 
en el interior de la molécula es la diferencia, ¿kT. 

El teorema refente a la energía media del movimiento del CM es general: para 
cualquier objeto considerado como un todo, con fuerzas presentes o no, para toda 
dirección independiente de movimiento que haya, la energia cinética media en ese 
movimiento es } kT. Estas “direcciones independientes de movimiento”, se llaman 
a veces los grados de libertad del sistema. El número de grados de libertad de una 
molécula compuesta de r átomos es 3r, ya que cada átomo necesita tres coordena- 
das para definir su posición. La energía cinética entera de la molécula se puede ex- 
presar, ya sea como la suma de las energias cinéticas de los átomos separados, o 
como la suma de la energia cinética del movimiento del CM más la energia cinética 
de los movimientos internos. Esta última puede a veces expresarse como una suma 
de la energía cinética de rotación de la molécula y la energia de vibración, pero ésta 
es una aproximación. Nuestro teorema, aplicado a la molécula de r átomos, dice 
que la molécula tendrá en promedio 3rkT/2 joules de energía cinética, de los cuales 
3 KT es energia cinética del movimiento del centro de masas de la molécula entera, 
y el resto, 3 (r—1)kT, es energía cinética interna de vibración y de rotación. 


39-16 


40 


Los principios de la mecánica estadística 
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40-6 El fracaso de la física clásica 


40-1 La atmosfera exponencial 


Hemos discutido algunas de las propiedades de números grandes de átomos 
que chocan entre si. El tema se llama teoría cinética, una descripción de la materia 
desde el punto de vista de choques entre átomos. Fundamentalmente, afirmamos que 
las propiedades macroscópicas de la materia deberian ser explicables en términos 
del movimiento de sus partes. 

Nos limitaremos por el presente a condiciones de equilibrio térmico, esto es, a 
una subclase de todos los fenómenos de la naturaleza. Las leyes de la mecánica 
que se aplican al equilibrio térmico mismo se llaman mecánica estadistica, y en esta 
sección queremos familiarizarnos con algunos de los teoremas centrales de este tema. 


Ya tenemos uno de los teoremas de la mecánica estadistica, es decir, que el va- 
lor medio de la energía cinética para cualquier movimiento a la temperatura abso- 
luta T es ¡kT para cada movimiento independiente, esto es, para cada grado de 
libertad. Esto nos dice algo acerca de las medias del cuadrado de las velocidades 
de los átomos. Nuestro objetivo es ahora aprender más acerca de las posiciones 
de los átomos, descubrir cuántos estarán en lugares diferentes en el equilibrio tér- 
mico y también entrar un poco más detalladamente en la distribución de las veloci- 
dades. A pesar de que tenemos la media dei cuadrado de la velocidad, no sabemos 
cómo responder a una pregunta tal como cuántos se mueven tres veces más rápido 
que la velocidad media cuadrática (raiz de la media del cuadrado de la velocidad) 
o cuántos se mueven con un cuarto de la velocidad media cuadrática. ¿O es que 
todos tienen exactamente la misma velocidad? 


Asi, éstas son las dos preguntas que trataremos de responder: ¿Cómo están dis- 
tribuidas las moléculas en el espacio cuando hay fuerzas que actúan sobre ellas, y 
como están distribuidas en cuanto a la velocidad? 


Resulta que las dos preguntas son completamente independientes y que la dis- 
tribución de velocidades es siempre la misma. Ya hemos recibido una indicación del 
último hecho cuando encontramos que la energia cinética media es la misma, }kT 
por grado de libertad, actúen las fuerzas que actúen sobre las moléculas. La distri- 
bución de velocidades de las moléculas es independiente de las fuerzas, porque las 
frecuencias de colisión no dependen de las fuerzas. 
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Comencemos con un ejemplo: la distribución de las moléculas en una atmósfera 
como la nuestra, pero sin vientos y otros tipos de perturbaciones. Supongan que 
tenemos una columnas de gas que se extiende a una gran altura y en equilibrio 
térmico —a diferencia de nuestra atmósfera que, como sabemos, se hace más fria a 
medida que ascendemos—. Podriamos observar que si la temperatura fuera diferente 
a diferentes alturas, podriamos demostrar la falta de equilibrio, conectando una ba- 
rra a alguna de las bolas del fondo (Fig. 40-1), donde éstas sacarian JkT de las mo- 
léculas y sacudirian, a través de la barra en el tope y éstas sacudirian las moléculas 
en el tope. Asi, por supuesto, la temperatura finalmente llega a ser la misma a todas 
las alturas en un campo gravitacional. 


SA 
Q 


Mecanismo h+dh 
para igualar la dh 
temperatura 


EnS 


Fig. 40-1. La presión a la altura h debe 
exceder a la presión en h + dh en el peso de 
gas que interviene. 


Si la temperatura es la misma a todas las alturas, el problema es descubrir la ley 
por la cual la atmósfera se hace más tenue, a medida que ascendemos. Si N es el nú- 
mero total de moléculas en un volumen V de un gas a presión P, sabemos que 
PV = NKT, o P = nkT, donde n = N/V es el número de moléculas por unidad 
de volumen. En otras palabras, si conocemos el número de moléculas por unidad 
de volumen, conoceremos la presión, y viceversa: son proporcionales entre sí, 
dado que la temperatura es constante en este problema. Pero la presión 
no es. constante, debe aumentar a medida que la altura se reduce, porque 
tiene que soportar, por decirlo asi, el peso de todo el gas que hay por encima. Esa 
es la clave para determinar como varia la presión con la altura. Si tomamos un área 
unitaria a la altura A, la fuerza vertical desde abajo sobre esta área unitaria es la pre- 
sión P. La fuerza vertical por unidad de área que empuja hacia abajo a una altura 
h+ dh seria la misma, en ausencia de la gravedad. pero aqui no lo es. porque la fuerza 
desde abajo debe exceder la fuerza desde arriba en el peso del gas en la sección entre / 
y h+ dh. Ahora bien, mg es la fuerza de gravedad sobre cada molécula. donde g es la 
aceleración debida a la gravedad y ndh es el número total de moléculas en la sección 
unitaria. Asi que esto nos da la ecuación diferencial Ph , yy — Pp = dP = — mgn dh. 
Como P= nkT y T es constante, podemos eliminar ya sea P o n, digamos P. y 
obtener 

dn _ Mg j 
di" KT 
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para la ecuación diferencial, que nos dice cómo disminuye la densidad a medida que 
aumenta la energia. 


Tenemos asi una ecuación para la densidad de particulas n, que varia con la 
altura, pero que tiene una derivada que es proporcional a si misma. Ahora bien, una. 
función que tiene una derivada proporcional a si misma, es una exponencial y la 
solución de esta ecuación diferencial es 


n = nge mr. (40.1) 


Aqui la constante de integración, n,, es evidentemente la densidad a Á = O (que se 
puede elegir en cualquier parte), y la densidad decrece exponencialmente con la 
altura. 
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Fig. 40-2. La densidad normalizada en 
función de la altura en el campo gravitacional 
de la tierra para oxígeno y para hidrógeno, a 
temperatura constante. 
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Nótese que si tenemos diferentes tipos de moléculas con masas diferentes, dis- 
minuyen con exponenciales diferentes. Las más pesadas disminuirán con la altura 
más rápidamente que las livianas. Por lo tanto, esperariamos que, debido a que el 
oxigeno es más pesado que el nitrógeno, a medida que vamos más y más arriba en 
una atmósfera, con nitrógeno y oxigeno, la proporción de nitrógeno aumentará. 
Esto no sucede realmente en nuestra atmósfera, por lo menos a alturas razonables, 
dado que hay tanta agitación que vuelven a mezclar nuevamente los gases. No es 
una atmósfera isotérmica. Sin embargo, hay una tendencia de los materiales más 
livianos, como el hidrógeno, a predominar a alturas muy grandes en la atmósfera, 
porque las masas más pequeñas continúan existiendo, mientras que las otras expo- 
nenciales se han extinguido todas (Fig. 40-2). 


40-2 La ley de Boltzmann 


Notemos aqui el hecho interesante de que el numerador en el exponente de la 
ecuación (40-1) es la energía potencial de un átomo. Por lo tanto, podemos formu- 
lar también esta ley particular como: la densidad en cualquier punto es proporcional 
a 


e — (la energia potencial de cada átomo/ kT), 
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Eso puede ser una casualidad, es decir, puede ser válido sólo para este caso 
particular de un campo gravitacional uniforme. Sin embargo, podemos demostrar 
que es una proposición más general. Supongamos que existiera algún tipo de fuer- 
za distinta de la gravedad, que actúa sobre las moléculas en un gas. Por ejemplo, 
las moléculas pueden estar cargadas eléctricamente y pueden ser actuadas por un 
campo eléctrico u otra carga que las atraiga. O bien, debido a las atracciones mu- 
tuas de los átomos entre si, o por la pared, o por un sólido, o alguna cosa, existe 
alguna fuerza de atracción que varia con la posición y que actúa sobre todas las 
moléculas. Supongamos ahora, para simplificar, que todas las moléculas son iguales 
y que la fuerza actúa sobre cada una individualmente, de modo que la fuerza total 
sobre una porción de gas sea simplemente el número de moléculas multiplicado por 
la fuerza sobre cada una. Para evitar una complicación innecesaria, elijamos un 
sistema de coordenadas con el eje de las x en la dirección de la fuerza, F. 


De la misma manera que antes, si tomamos dos planos paralelos en el gas, se- 
parados por una distancia dx, la fuerza sobre cada atomo, multiplicada por los n 
átomos por cm’ (la generalización del nmg anterior), multiplicado por dx, debe ser 
equilibrada por la variación de presión: Fn dx = dP = kT dn. O bien, para poner 
esta ley en una forma que nos será útil más adelante, 


d 
F= kT T (In n). (40.2) 


Observen ahora que — F dx es el trabajo que realizariamos al llevar la molécula des- 
de xa x + dx, y si F proviene de un potencial, es decir, si el trabajo realizado se 
puede representar por una energia potencial, entonces ésta seria también la diferen- 
cia de energía potencial (E.P.). El diferencial negativo de la energia potencial es el 
trabajo realizado, F dx, y encontramos que 


dn n) = —d(E.P.)/kT, 


o después de integrar 


n = (constanteje-E-P./kT, (40.3) 


Por lo tanto lo que habiamos notado para un caso especial resulta ser válido en 
general. (¿Qué pasa si F no proviene de un potencial? Entonces (40.2) no tiene so- 
lución alguna. Puede generarse energia, o perderse por parte de los átomos que se 
mueven en trayectorias ciclicas para las que el trabajo realizado no es cero, y no 
se puede mantener ningún equilibrio. El equilibrio térmico no puede existir, cuando 
las fuerzas externas sobre los átomos no son conservativas.) La ecuación (40.3), 
conocida como ley de Boltzmann, es otro de los principios de la mecánica estadis- 
tica: que la probabilidad de encontrar moléculas en un arreglo espacial dado varia 
exponencialmente con menos la energia potencial de ese arreglo, dividida por kT. 


Esto podria indicarnos entonces la distribución de las moléculas: supongan que 
tuviéramos un ion positivo en un liquido, que atrae los iones negativos a su alre- 
dedor, ¿cuántos estarian a diferentes distancias? Si se conoce la energia potencial 
en función de la distancia, la proporción de ellos a diferentes distancias esta dada 
por esta ley, y asi sucesivamente, para muchas aplicaciones. 
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40-3 Evaporación de un liquido 


En mecánica estadistica más avanzada, uno trata de resolver el siguiente pro- 
blema importante. Consideremos un conjunto de moléculas que se atraen entre si. 
y supongamos que la fuerza entre dos cualesquiera, digamos į y j, depende sólo de 
su separación r; y puede representarse como la derivada de una función potencial 
V(r;¡). La figura 40-3 muestra una forma que podria tener tal función. Para r > r, la 
energía decrece a medida que las moléculas se acercan, porque se atraen, y luego 
la energía crece muy abruptamente a medida que se acercan aún más, porque se re- 
pelen fuertemente, lo que es característico de la manera como se comportan las 
moléculas, hablando someramente. 


E.P. 


MU) 


Fig. 40-3. Una función de energía poten- 
cial para dos moléculas, que depende sólo 
de su separación. 


+ 


Supongamos ahora que tenemos una caja llena de estas moléculas, y nos gustaría 
saber cómo se disponen entre si, en promedio. La respuesta es eE-P./XT, La energía 
potencial total, en este caso, seria la suma sobre todos los pares, suponiendo que las 
fuerzas están todas en pares (podría haber fuerzas de tres cuerpos en cosas más com- 
plicadas, pero en la electricidad, por ejemplo la energía potencial es enteramente en 
pares). Entonces la probabilidad de encontrar moléculas en cualquier combinación 
particular de los r; será proporcional a 


exp | — y V(ri)/kT], 


Ahora bien, si la temperatura es muy alta, de modo que 7 >|V(r.)| el exponente 
será relativamente pequeño en casi todas partes, y la probabilidad de encontrar una 
molécula es casi independiente de la posición. Tomemos el caso de sólo dos molécu- 
las: la e-E-P./XT seria la probabilidad de encontrarlas a varias distancias mutuas r. Cla- 
ramente, donde el potencial se hace más negativo, la probabilidad es mayor y donde el 
potencial va a infinito la probabilidad es cero, lo que ocurre para distancias muy pe- 
queñas. Eso significa que para tales átomos en un gas no hay ninguna posibilidad de 
que estén uno encima del otro, ya que se repelen muy fuertemente. Pero hay una 
probabilidad mayor de encontrarlos por unidad de volumen en el punto r, que 
en cualquier otro punto. En cuánto mayor, depende de la temperatura. Si la 
temperatura es muy alta comparada con la diferencia en energia entre r = r, y 
r = œ, la exponencial es siempre cercanamente unitaria. En este caso, donde la 
energia cinética media (alrededor de AT) excede grandemente a la energia poten- 
cial, las fuerzas no importan mucho. Pero a medida que la temperatura desciende, 
la probabilidad de encontrar las moléculas a la distancia preferida r, aumenta gra- 
dualmente respecto a la probabilidad de encontrarlas 
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en cualquier otra parte, y de hecho, si kT es mucho menor quel V(r,)| tenemos un 
exponente positivo relativamente grande en esa vecindad. En otras palabras, en un 
volumen dado tienen mucha más probabilidad de estar a la distancia de energia 
minima que muy separadas. A medida que la temperatura disminuye, los átomos 
se juntan, se amontonan, y se reducen a liquidos y sólidos y moléculas, y cuando 
se calientan, se evaporan. 

Los requisitos para la determinación de cómo exactamente las cosas se evaporan, 
exactamente cómo suceden las cosas en una circunstancia dada, comprenden lo 
siguiente. Primero descubrir la ley correcta de la fuerza molecular V(r), que debe 
provenir de alguna otra cosa, digamos la mecánica cuántica o el experimento. Pero, 
dada la ley de fuerza entre las moléculas, descubrir qué van a hacer un billón de 
moléculas consiste meramente en estudiar la función e-2VY4/AT, Es bastante sorpren- 
dente ya que se trata de una función tan simple y de una idea tan sencilla, dado el 
potencial, que la labor sea tan enormemente complicada, la dificultad es el tremendo 
número de variables. 

A pesar de tales dificultades, el tema es muy excitante e interesante. A menudo 
se le denomina un ejemplo del “problema de muchos cuerpos” y ha sido realmente 
una cosa muy interesante. En esta simple fórmula deben estar contenidos todos los 
detalles, por ejemplo, sobre la solidificación de un gas, o las formas de los cristales 
que un sólido puede adoptar, y la gente ha tratado de exprimirla, pero las dificul- 
tades matemáticas son muy grandes, no en escribir la ley, sino en tratar con un nú- 
merto tan enorme de variables. 


Esa entonces, es la distribución de particulas en el espacio. Ese es el final de la 
mecánica estadistica clásica, hablando en forma práctica, porque si conocemos las 
fuerzas podemos, en principio, encontrar la distribución en el espacio, y la distri- 
bución de las velocidades es algo que podemos determinar de una vez por todas y no 
algo que sea diferente para los diferentes casos. Los grandes problemas están en ob- 
tener información particular a partir de nuestra solución formal y éste es el objeto 
principal de la mecánica estadistica clásica. 


404 La distribución de las velocidades moleculares 


Ahora pasamos a discutir la distribución de velocidades, porque a veces es inte- 
resante O útil saber cuántas se mueven a velocidades diferentes. Para hacer eso, 
podemos hacer uso de lo que hemos descubierto en relación al gas en la atmósfera. 
Lo consideramos un gas perfecto, como ya lo hemos supuesto al escribir la energia 
potencial, despreciando la energía de atracción mutua de los átomos. La única ener- 
gia potencial que incluimos en nuestro primer ejemplo fue la gravedad. Tendríamos, 
por supuesto, algo más complicado si existieran fuerzas entre los átomos. Asi, pues, 
suponemos que no hay fuerzas entre los átomos y por un momento despreciamos 
también las colisiones, volviendo más tarde a la justificación de esto. Ahora bien, 
vimos que hay menos moléculas a la altura A que a la altura 0; de acuerdo a la 
fórmula (40-1), decrecen exponencialmente con la altura. ¿Cómo puede haber menos 
a alturas mayores? ¿Después de todo, no llegarán a h todas las moléculas que se 
mueven hacia arriba a la altura 0? ¡No!, porque algunas de las que se mueven hacia 
arriba en O van demasiado lento y no pueden escalar la montaña de potencial hasta 
h. Con esta clave, podemos calcular cuántas deben estar moviéndose 
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r | h0 Fig.: 40-4. Sólo las moléculas que se 
mueven hacia arriba en h = O con velocidad 
suficiente pueden llegar a la altura h. 


a diversas velocidades, porque según (40.1) sabemos cuántas se mueven con una veloci- 
dad menor que la suficiente para escalar una distancia h, dada. Esas son precisamente 
las que explican el hecho de que la densidad en A es menor que en 0. 


Pongamos ahora esta idea en una forma un poco más precisa: contemos cuán- 
tas moléculas pasan desde abajo hacia arriba del plano A = O (al llamarlo altura = 0, 
no queremos decir que el piso esté ahi; es sólo una referencia conveniente y existe 
gas a h negativo). Estas moléculas de gas se mueven en todas direcciones, pero al- 
gunas se mueven a través del plano, y en cada instante un cierto número por segundo 
pasa a través del plano desde abajo hacia arriba, con diferentes velocidades. Nota- 
mos ahora lo siguiente: si llamamos u la velocidad que se necesita precisamente para 
alcanzar la altura A (energia cinética mu:/2 = mgh), entonces el número de molécu- 
las por segundo que pase hacia arriba a través del plano inferior en una dirección 
vertical con una componente de la velocidad mayor que u es exactamente el mismo que 
el número que pasa a través del plano superior con cualquier velocidad hacia arriba. 
La moléculas cuya velocidad vertical no excede u no pueden atravesar el plano su- 
perior. Por lo tanto, vemos que 


Número que pasa por k = 0 con v, > u = número que pasa por h = h conv, > O. 


Pero el número que pasa por h con cualquier velocidad mayor que 0, es menor que 
el número que pasa por la altura inferior con cualquier velocidad mayor que 0, por- 
que el número de átomos es mayor; eso es todo lo que necesitamos. Sabemos ya que 
la distribucion de velocidades es la misma, según el razonamiento que hicimos 
antes respecto a la constancia de la temperatura a través de toda la atmosfera. Asi, 
como las distribuciones de velocidades son las mismas, y que además existen más 
átomos más abajo, claramente el número n>, (A), que pasa con velocidad positiva a 
la altura A y el número n > ,(0) que pasa con velocidad positiva a la altura O, es- 
tán a la misma razón que las densidades a las dos alturas, que es e-ek/xT, Pero 
n> a(h)=n > (0), y, por lo tanto, encontramos que 


n>u(0 —mgh/kT —mu?/2kT 
>ul ) = e mghi =e mu*/ ; 
n>0(0) 
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ya que } mu? = mgh. Asi, en palabras, el número de moléculas por unidad de área 
por segundo que pasan la altura O con un componente z de la velocidad mayor que 
u es e "™?/2kT multiplicado por el número total que pasa por el plano con velocidad 
mayor que cero. 

Ahora bien, esto no es sólo válido a la altura O elegida arbitrariamente, sino, por 
supuesto, que es válido para cualquier otra altura y, por lo tanto, ¡las distribuciones 
de velocidades son todas iguales! (En el enunciado final no interviene la altura A 
que aparece solamente en el razonamiento intermedio.) El resultado es una propo- 
sición general que nos da la distribución de velocidades. Nos dice que si perforamos 
un pequeño agujero en el costado de una cañeria de gas, un agujero muy chiquito, 
tal que las colisiones sean pocas y distanciadas, es decir, estén más distanciadas 
que el diámetro del agujero, entonces las particulas que salen tendrán velocidades 
diferentes, pero la fracción de particulas que sale a una velocidad mayor que u es 
e~ mu/2kT, 

Volvamos ahora al hecho de haber despreciado los choques: ¿Por qué esto no 
tiene importancia? Podríamos haber seguido el mismo razonamiento, no con una 
altura finita h, sino que con una altura infinitesimal h, que es tan pequeña que no 
hubiera lugar para colisiones entre O y h. Pero eso no fue necesario: el razonamien- 
to está evidentemente basado sobre un análisis de las energias comprendidas, la con- 
servación de la energia, y en las colisiones que ocurren hay un intercambio de ener- 
glas entre las moléculas. Sin embargo, no nos preocupamos realmente, si seguimos 
la misma molécula, si la energia se intercambia meramente con otra molécula. 
Resulta así que, aun si el problema se analiza más cuidadosamente (y es más dificil, 
naturalmente, hacer un trabajo más riguroso), ello todavía no introduce diferencia 
en el resultado. 


Es interesante que ia distribución de velocidades que hemos encontrado sea 
precisamente 
N 3,0 e- energia cinética/ kT, (40.4) 


Esta manera de describir la distribución de velocidades, dando el número de mo- 
léculas que pasa por un área dada, con una cierta componente z minima, no es la 
manera más conveniente para dar la distribución de velocidad. Por ejemplo, den- 
tro del gas, uno desea más a menudo saber cuántas moléculas se mueven con una 
componente z de la velocidad entre dos valores dados, y esto por supuesto no está 
dado directamente por la ecuación (40.4). Nos gustaría establecer nuestro resultado 
en la forma más convencional, a pesar de que lo que ya hemos escrito es bastante 
general. Noten que no es posible decir que cualquier molécula tenga exactamente 
cierta velocidad establecida; 


Fig. 40-5. Una función de distribución de 
velocidades. El área sombreada es f fu) du, 
la fracción de las partículas que tienen ve- 
—— locidades dentro dei intervalo du en torno 
au, 
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ninguna de ellas tiene una velocidad exactamente igual a 1,7962899173 me- 
tros por segundo. Asi, para hacer una afirmación que tenga sentido, tene- 
mos que preguntar cuántas se encuentran en algún intervalo de velocidades. 
Debemos decir cuántas tienen velocidades entre 1,796 y 1,797, y asi suce- 
sivamente. En términos matemáticos, sea f (u) du la fracción de todas las moléculas 
que tienen velocidades entre u y u + du, o lo que es lo mismo (si du es infinitesi- 
mal), todas las que tienen una velocidad u en intervalo du. La figura 40-5 muestra 
una forma posible para la función f(u), y la parte sombreada de ancho du y altura 
media fu), representa esta fracción f(u) du. Esto es, el cociente entre el área som- 
breada y el área total de la curva es la proporción relativa de moléculas con velo- 
cidad u dentro de du. Si definimos u) de modo que la fracción que tiene una 
velocidad en ese intervalo esté dada directamente por el área sombreada, entonces 
el área total debe ser 100 por ciento de ellas, eso es 


 fudu= 1. (40.5) 


—o 


Ahora tenemos que obtener solamente esta distribución, comparándola con el 
teorema que hemos deducido anteriormente. Preguntamos primero: ¿cuál es el nú- 
mero de moléculas que atraviesa un área por segundo con una velocidad mayor 
que u, expresado en términos de f(u)? Al comienzo podriamos pensar que sea sim- 
plemente la integral de Ja fu) du, pero no lo es, porque queremos el número que 
atraviesa el área por segundo. Las más rápidas pasan más a menudo, por decir 
así, que las más lentas, y para expresar cuántas pasan, deben multiplicar por la 
velocidad. (Discutimos esto en el capitulo anterior al hablar del número de colisio- 
nes.) En un tiempo dado f, el número total que atraviesa la superficie es el de todas 
aquellas que han podido llegar a la superficie y el número que llega viene desde una 
distancia ul. Asi, pues, el número de moléculas que llega no es simplemente el núme- 
ro que está alli, sino el número que está allí por unidad de volumen, multiplicado 
por la distancia que barren al moverse hacia el área a través de la cual se supone 
que van, y esa distancia es proporcional a u. Por lo tanto, necesitamos la integral 
de u multiplicado por f (u) du, una integral infinita, con un limite inferior u, y esto 
debe ser lo mismo que hemos encontrado antes, es decir, e-"YT con una constan- 
te de proporcionalidad que obtendremos más adelante: 


f uf(u) du = const :e 4127. (40.6) 


Ahora bien, si derivamos la integral con respecto a u, obtenemos lo que está 
dentro de la integral, es decir, el integrando (con un signo menos, ya que u es el 
limite inferior), y si derivamos el otro miembro, obtenemos u veces la misma expo- 
nencial (y algunas constantes). Las u se simplifican y encontramos 


fu) du = Cor l2E7 du. (40.7) 


Retenemos los du en ambos miembros para recordar que se trata de una distribu- 
ción, que dice cual es la proporción para una velocidad entre u y u + du. 
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La constante C debe determinarse de manera que la integral sea la unidad, de 
acuerdo a la ecuación (40.5). Ahora podemos demostrar* que 


F e? dx = VT. 


Usando este hecho, es fácil encontrar que € = V m/2 n kT. 

Como la velocidad y el momentum son proporcionales. podemos decir que la 
distribución de momenta es también proporcional a e-E-C./4T por unidad de intervalo 
de momentum. Resulta que este teorema es válido también en relatividad, si está 
en términos del momentum, mientras que no lo es si está en términos de la velocidad, 
así que es mejor aprenderlo en término de momentum en vez de velocidad: 


Fw) dp = CRE dp. (40.8) 


Encontramos asi que las probabilidades de diferentes condiciones de energia, cinética 
y potencial, están ambas dadas por e-tnergia/XT, algo muy fácil de recordar y una 
proposición bastante bella. 


Hasta ahora tenemos, por supuesto, sólo la distribución de las velocidades “ver- 
ticalmente”. Podriamos preguntar: ¿cuál es la probabilidad de que una molécula 
se mueva en otra dirección? Por supuesto, estas distribuciones están concectadas y 
se puede obtener la distribución completa a partir de la que tenemos, porque la dis- 
tribución completa depende solamente del cuadrado del módulo de la velocidad, no 
de la componente z. Debe ser algo que sea independiente de la dirección y hay sólo 
una función que interviene, la probabilidad de diferentes módulos. Tenemos la dis- 
tribución de la componente z y por lo tanto podemos obtener la distribución de otras 
componentes a partir de ella. El resultado es que la probabilidad es todavía propor- 
cional a e-EC./KT, pero ahora la energía cinética comprende tres partes, mv?/2; 
mv2/2, m»ž/2, sumadas en el exponente. O podemos escribirlo como un producto: 


JU, Uy» v2) duz do, dv: 
2 2 2 
ae”, ¿ma IET, ¿ml dy doy dez. (40.9) 


Pueden ver que esta fórmula debe ser correcta, porque, primero, es una función de 
v? solamente, como se requiere, y segundo, las probabilidades de los diversos valo- 
res de v, obtenidas por integración sobre todos los v, y v, es precisamente (40.7). 
¡Asi esta sola función (40.9) puede hacer ambas cosas! 


* Para obtener el valor de la integral. hagamos 


00 2 
= -r 
1 = f_,e7 dx. 
Entonces 
1? = fer dx: f ¿er dy = Senf GE+v dy dx, 
que es una integral doble sobre todo el plano xy. Pero ésta puede escribirse también en coordenadas 


polares como 


IP = fó e=: 2rr dr = rf edi =r, 
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40-5 Calores especificos de gases 


Examinemos ahora algunas maneras de comprobar la teoria, y ver hasta que 
punto ha tenido éxito la teoria clásica de gases. Vimos anteriormente que si U es 
la energia interna de N moléculas, entonces PV = NKT = (y —1) U es cierto, algu- 
nas veces, para algunos gases, quizás. Si es un gas monoatómico, sabemos que esto 
es igual a į de la energía cinética del movimiento del centro de masa de los átomos. 
Si es un gas monoatómico, la energía cinética es igual a la energía interra y, por lo 
tanto, P—1 =j. Pero supongamos que es, digamos, una molécula más complicada, 
que puede rotar en torno a sí misma y vibrar, y supongamos (resulta ser cierto de 
acuerdo a la mecánica clásica) que las energías de los movimientos internos son 
también proporcionales a kT. Entonces, a una temperatura dada, además de la ener- 
gía cinética kT, tiene energia interna de vibración o de rotación. Así pues, el total 
U no sólo incluye la energia cinética interna, sino también la energía de rotación, y 
obtenemos un valor diferente de Y. Técnicamente, la mejor manera de medir y es 
midiendo el calor especifico, que es la variación de energía con la temperatura. Vol- 
veremos a este método más adelante. Para nuestros fines presentes, podemos su- 
poner que ¥ se encuentra experimentalmente a partir de la curva PV? para la com- 
presión adiabática. 


Hagamos un cálculo de y para algunos casos. Primero, para un gas monoató- 
mico U es la energía total, igual a la energia cinética, y ya sabemos que deberia ser 
3 . Como un gas biatómico, podemos tomar, como ejemplo, oxigeno, ioduro de hi- 
drógeno, hidrógeno, etc., y suponer que el gas biatómico puede representarse como 
dos átomos unidos por algún tipo de fuerza como la de la figura 40-3. Podemos su- 
poner también, y resulta ser bien cierto, que a las temperaturas que son de interés 
para el gas biatómico, los pares de átomos tienden fuertemente a estar separados 
por fọ la distancia de potencial minimo. Si esto no fuera verdad, si la probabilidad 
no variara lo suficientemente fuerte como para lograr que la gran mayoria esté situa- 
da cerca del fondo, tendríamos que recordar que el gas oxigeno seria una mezcla de 
O, y átomos simples de oxigeno en una proporción significativa. Sabemos, en efecto, 
que hay muy pocos atomos simples de oxigeno, lo que significa que el minimo de la 
energia potencial es mucho mayor en valor absoluto que kT, como hemos visto. 
Como están fuertemente acumulados alrededor de rọ. la única parte de la curva que 
se necesita es la parte cerca del minimo, que puede aproximarse por una parábola. 
Un potencial parabólico implica un oscilador armónico, y de hecho, con una aproxi- 
mación excelente, la molécula de oxigeno se puede representar como dos atomos co- 
nectados por un resorte. 


¿Cual es ahora la energia total de esta molécula a la temperatura T? Sabemos que pa- 
ra cada uno de los atomos, cada una de las energias cinéticas deberia ser ¿kT, de modo 
que la energia cinética de ambos es 3kT'+ 37. Podemos poner esto también de una ma- 
nera diferente: el mismo 3 más 3 puede considerarse como la energía cinética del centro 
de masa(3) energia cinética de rotación (3), y energia cinética de vibración (3). Sabemos 
que la energia cinética de vibración es | ,. ya que hay sólo una dimensión en juego. 
y cada grado de libertad tiene | kT. Respecto a la rotacion. ella puede rotar alrede- 
dor de dos ejes cualesquiera, por lo que hay dos movimientos independientes. Supo- 
nemos que los átomos son una especie de puntos y no pueden girar alrededor de la 
linea que los une: esto es algo que hay que tener en mente. porque si obtenemos al- 
gún desacuerdo, 
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quizás esté ahí el problema. Pero tenemos una cosa más; la energia poten- 
cial de vibración; ¿cuánto es? En un oscilador armónico, la energía cinética 
media y la energia potencial media son iguales y, por lo tanto, la energia potencial 
de vibración es también 3 kT. El gran total de la energia es U=3 kT, o kT es 
4 U por átomo. Eso significa, entonces, que y es ł en lugar de 5, es decir 
y = 1,286. 

Podemos comparar estos números con los valores pertinentes medidos mostra- 
dos en la tabla 40-1. Mirando primero el helio, que es un gas monoatómico, encon- 
tramos muy cercanamente */,, y el error es probablemente experimental, a pesar de 
que a temperatura tan baja puede haber alguna fuerza entre los átomos. Criptón y 
argón, ambos monoatómicos, concuerdan también, dentro de la precisión del expe- 
rimento. 

Pasamos a los gases biatómicos y encontramos hidrógeno con 1,404, lo que no 
está de acuerdo con la teoria, 1,286. Oxigeno, 1,399, es muy similar, pero de nuevo 
en desacuerdo. Yoduro de hidrógeno es nuevamente similar a 1,40. Empieza a pare- 
cer como si la respuesta correcta fuera 1,40, pero no lo es, porque si seguimos mi- 
rando en el bromo vemos 1,32, y en el yodo vemos 1,30. Como 1,30 está razona- 
blemente cerca de 1,286, se puede decir que el yodo concuerda bastante bien, pero el 
oxigeno está lejos. Tenemos aquí, por lo tanto, un dilema. Lo tenemos correcto para 
una molécula, no lo tenemos correcto para otra molécula y necesitariamos ser bas- 
tante ingeniosos para explicar ambas circunstancias. 


Tabla 40-1 
Valores del cociente de los calores especificos, y, para diversos gases. 


Gas T (CC) Y o] 
He —180 1.660 
Kr 19 1.68 
Ar 15 1.668 
H2 100 1.404 
O2 100 1.399 
HI 100 1.40 
Bra 300 1.32 
I2 185 1.30 
NH3 15 1.310 
CHo 15 1.22 


Sigamos mirando una molécula todavia más complicada, con gran número de 
partes, por ejemplo, C,H,, que es etano. Tiene ocho átomos diferentes, y todos están 
vibrando y rotando en diversas combinaciones, de modo que el monto total de la 
energia interna debe ser un número enorme de kT, por lo menos 12A7 sólo para la 
energia cinética, y ) —1 debe estar muy cerca de cero, o V es casi exactamente 1. 
En efecto. es menor. pero 1,22 no es tanto menor, y es superior a 1 75 calculado a 
partir de la energía cinética solamente, ¡y esto es simplemente incomprensible! 


Más aún. el misterio completo es profundo. porque la molécula biatómica no 


puede hacerse rigida hasta el limite. Aun si hicicramos los acoplamientos indefinida- 
mente rígidos, a pesar que 
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Fig. 40-6. Valores experimentales de y 
$ z a -0 o en función de la temperatura para hidrógeno 
y oxigeno. La teoría clásica predice y = 1,286, 

TEMPERATURA (*C) independientemente de la temperatura. 


no podria vibrar mucho, se mantendría de todos modos vibrando. La ener- 
gia de vibración interna es todavia kT, dado que no depende de la inten- 
sidad de acomplamiento. Pero si pudiéramos imaginar rigidez absoluta, 
deteniendo toda vibración para eliminar una variable, entonces obtendriamos U = 3kT 
y y = 1,40 para el caso biatomico. Esto parece bien para H, u 0,. ¡Por otro lado. 
todavia tendriamos problemas. porque )' varia tanto para hidrógeno como oxigeno 
con la temperatura! De los valores medidos mostrados en la figura 40-6 vemos que 
para H.,. y varia desde alrededor de 1.6 a —185%C, a 1.3 a 2.000°C. La variación 
es más sustancial en el caso del hidrógeno que para el oxigeno: pero. sin embargo. 
aún para el oxigeno, y tiende definidamente a crecer. a medida que descendemos en 
temperatura. 


40-6 El fracaso de la fisica clásica 


Asi, en suma, podemos decir que tenemos alguna dificultad. Podríamos probar 
alguna ley de fuerza diferente a la de un resorte. pero resulta que cualquier otra cosa 
hará solamente y mayor. Si incluimos más formas de energía, y se acerca más a la 
unidad. contradiciendo los hechos. Todas las cosas teóricas clasicas en que uno pu- 
diera pensar. sólo empeorarán la situación. El hecho es que hay electrones en cada 
átomo. y sabemos a partir de sus espectros. que hay movimientos internos: cada uno 
de los electrones deberia tener por los menos 3 AT de energia cinética y algo para 
la energia potencial. de modo que cuando éstos se agregan. y se hace aún menor. 
Esto es ridiculo. Está mal. 


La primera gran publicación sobre la teoria dinámica de los gases. fue de Max- 
well en 1859. Sobre la base de las ideas que hemos estado discutiendo. pudo explicar 
en forma precisa muchisimas relaciones conocidas. tal como la ley de Boyle. la teo- 
ria de difusión. la viscosidad de los gases. y cosas sobre las que hablaremos en el 
próximo capitulo. El enumero todos estos grandes éxitos en un resumen final. y al 
final dice: “Finalmente. estableciendo una relación necesaria entre los movimientos 
de traslación y rotación (está hablando del teorema | AT) de todas las particulas no 
esféricas, probamos que un sistema de tales particulas no podría posiblemente satis- 
facer las relaciones conocidas entre los dos calores especificos . Se está refiriendo 
a y (que. como veremos más adelante. está relacionado a dos formas de medir calor 
especifico). y dice que sabemos que no podemos obtener la respuesta correcta. 
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Diez años más tarde, en una clase, dijo, “He expuesto ahora ante ustedes lo que 
considero la dificultad más grande encontrada hasta ahora por la teoria molecular”. 
estas palabras representan el primer descubrimiento de que las leyes de la fisica clá- 
sica estaban erradas. Esta fue la primera indicación de que habia algo fundamental- 
mente imposible, porque un teorema demostrado rigurosamente no concordaba con 
el experimento. Alrededor de 1890, Jeans tuvo que hablar de nuevo sobre este enig- 
ma. Uno oye a menudo decir que los fisicos en la última parte del siglo XIX pensa- 
ban que conocian todas las leyes fisicas significativas y que todo lo que tenían que 
hacer era calcular más cifras decimales. Alguien puede haber dicho esto alguna vez, 
y otros lo copiaron. Pero una lectura minuciosa de la literatura de ese tiempo, mues- 
tra que todos estaban preocupados de algo. Jeans decía respecto a ese enigma que es 
un fenómeno muy misterioso y parece como que si a medida que la temperatura 
baja, ciertos tipos de movimiento “se congelan”. 


Si pudiéramos suponer que el movimiento vibratorio, por decir, no existe a tem- 
peratura baja y existe a temperatura alta, entonces podriamos imaginar que un gas 
pueda existir a una temperatura suficientemente baja como para que el movimiento 
de vibración no ocurra, de modo que y = 1,40, o a una temperatura mayor, a la 
cual comienza a aparecer de modo que y disminuye. Lo mismo podria argumentar- 
se para la rotación. Si podemos eliminar la rotación, digamos que “se congela” a 
temperatura suficientemente baja, entonces podemos entender el hecho que el y del, 
hidrógeno se aproxima a 1,66 a medida que bajamos en temperatura. ¿Cómo pode- 
mos entender tal fenómeno? Por supuesto el que estos movimientos “se congelen ”, 
no se puede entender con la mecánica clásica. Fue comprendido solamente cuando 
se descubrió la mecánica cuántica. 


Sin demostración, podemos enunciar los resultados de la teoría cuántica para la 
mecánica estadistica. Recordemos que, de acuerdo con la mecánica cuántica, un sis- 
tema que está ligado por un potencial, para las vibraciones, por ejemplo, tendrá un 
conjunto discreto de niveles energéticos, es decir, estados de diferente energia. El 
problema es ahora: ¿Cómo se modifica la mecánica estadistica de acuerdo a la teo- 
ria cuántica? ¡Resulta, y es bastante interesante, que a pesar de que la mayoria de 
los problemas son más difíciles en la mecánica cuántica que en la mecánica clásica, 
los problemas en la mecánica estadistica son mucho más fáciles en la teoria cuánti- 
ca! El resultado sencillo que tenemos en la mecánica clásica, que n = n,e- energia/KT, 
pasa a ser el siguiente teorema muy importante: Si las energias del conjunto de es- 
tados moleculares se llaman, digamos, Ey, E, E,,....E;......, entonces en el equilibrio 
térmico la probabilidad de encontrar una molécula en un estado particular que tiene 
energia E; es proporcional a e £i/XT, Eso da la probabilidad de estar en diversos es- 
tados. En otras palabras, la posibilidad relativa, la probabilidad de estar en el estado 
E, relativa a la posibilidad de estar en el estado E, es 


Py eTEN 


Po = e E0/KT > (40.10) 


que es, por supuesto, lo mismo que 
n = noe ™ FT EVET (40.11) 
ya que P, = n,/N y P= n/N. Asi es menos probable estar en un estado energéti- 


co más alto que en uno más bajo. La razón del número de átomos en el estado su- 
perior al 
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número en el estado más bajo es e elevado a la potencia (menos la diferencia de 
energia, dividido por kT) —una proposición muy simple. 

Resulta ahora que para un oscilador armónico, los niveles energéticos estan 
igualmente espaciados. Llamando £,=0 la energia más baja (en realidad no es 
cero, es un poco diferente, pero no tiene importancia si corremos todas las energias 
de una constante), la primera es, entonces. E, =ñ, y la segunda es 2%w, y la ter- 
cera es 3fiw, y asi sucesivamente. 

Veamos ahora qué sucede. Supongan que estudiamos las vibraciones de una 
molécula diatómica, que aproximamos con un oscilador armónico. Preguntemos 
cuál es la probabilidad relativa de encontrar una molécula en el estado £, en vez de 
en el estado E. La respuesta es que la probabilidad de encontrarla en el estado £, 
relativa a la de encontrarla en el estado E£, disminuye como e-*"/A7. Supongamos 
ahora que AT' es mucho menor que fi y tendremos una situación a baja tempera- 
tura. Entonces la probabilidad de que esté en el estado E, es extremadamente pe- 
queña. Prácticamente todos los atomos están en el estado E,. Si cambiamos la tem- 
peratura, pero todavia la mantenemos muy baja. entonces la probabilidad de que 
esté en el estado E, = w permanece infinitesimal --la energia del oscilador perma- 
nece cerca de cero; no cambia con la temperatura mientras la temperatura sea mu- 
cho menor que a». Todos los osciladores están en el estado más bajo. y sus movi- 
mientos están efectivamente “congelados”: no hay ninguna contribución suya al 
calor específico. Podemos juzgar, entonces, a partir de la tabla 40-1 que a 100°C, 
que es 373 grados absolutos. AT es mucho menor que la energia vibracional en las 
moléculas de oxigeno o hidrogeno, pero no asi en la molécula de yodo. La razón de 
la diferencia es que el átomo de yodo es muy pesado, comparado con el hidrógeno. 
y a pesar de que las fuerzas en el yodo y en el hidrogeno pueden ser comparables, 
la molécula de yodo es tan pesada que la frecuencia natural de vibración es muy 
baja comparada con la frecuencia natural del hidrógeno. Con Ra» mayor que ÁT a 
la temperatura ambiente para el hidrogeno. pero menor para el yodo. solamente el 
último, el yodo, exhibe la energía clásica de vibración. A medida que aumentamos 
la temperatura de un gas. partiendo de un valor muy bajo de T, con casi todas las 
moléculas en su estado más bajo. ellas comienzan gradualmente a tener una proba- 
bilidad apreciable de estar en el segundo estado, y luego en el estado siguiente, y asi 
sucesivamente. Cuando la probabilidad es apreciable para muchos estados, el com- 
portamiento del gas se aproxima al dado por la fisica clasica, porque los estados 
cuantizados se hacen casi indistinguibles de un continuo de energias, y el sistema 
puede tener casi cualquier energia. Por lo tanto, a medida que aumenta la tempera- 
tura, deberiamos obtener de nuevo los resultados de la fisica clásica, como realmente 
parece ser el caso en la figura 40-6. Es posible demostrar, en la misma forma, que 
los estados rotacionales de los átomos están también cuantizados, pero los estados 
estan tanto más próximos. que en situaciones ordinarias AT es mayor que el espacia- 
miento. Entonces se excitan múchos niveles y la energía cinética de rotación en el 
sistema participa en la forma clásica. El único ejemplo. para el cual esto no es tan 
cierto a la temperatura ambiente. es el hidrógeno. 


Esta es la primera vez que realmente hemos deducido, por comparación con el 
experimento. que habia algo errado en la fisica clásica y hemos buscado una solu- 
ción de la dificultad en la mecánica cuántica de manera muy similar a como fue 
hecho originalmente. Pasaron treinta o cuarenta años antes de que se descubriera la 
dificultad siguiente y esto nuevamente tuvo que ver con la mecánica estadistica, pero 
esta vez la mecánica de un gas de fotones. Este problema fue resuelto por Planck 
en los primeros años de este siglo. 
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El movimiento browniano 
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ción 41-4 La caminata al azar 


41-1 Equipartición de la energía 


El movimiento browniano fue descubierto en 1827 por el botánico Robert Brown. 
Mientras estudiaba la vida microscópica, notó pequeñas particulas de polen de plan- 
tas que zigzagueaban por el liquido que estaba examinando al microscopio, y fue lo 
suficientemente inteligente como para darse cuenta que las mismas no eran vivien- 
tes, sino trocitos de suciedad moviéndose por el agua. De hecho, ayudó a demostrar 
que esto no tenía nada que ver con la vida, tomando de la tierra un viejo pedazo de 
cuarzo en el que habia un poco de agua atrapada. Debia haber estado atrapada por 
millones y millones de años y, sin embargo, vio en ella el mismo movimiento. Lo 
que se ve es particulas muy pequeñitas zigzagueando todo el tiempo. 


Mas tarde se probó que éste era uno de los efectos del movimiento molecular; 
podemos entenderlo cualitativamente imaginando una gran pelota en una cancha 
vista desde gran distancia, con mucha gente abajo tirando la pelota en diversas direc- 
ciones. No podemos ver la gente porque imaginamos estar demasiado lejos, pero pode- 
mos ver la pelota y notamos que se mueve bastante irrcgularmente de un lado a 
otro. También sabemos por los teoremas discutidos en.capitulos precedentes, que 
la energía cinética media de una pequeña particula en suspensión en un líquido o un 
gas será ¿XT aunque sea muy pesada en comparación con una molécula. Si es muy 
pesada, las velocidades son relativamente bajas, pero en la realidad resulta que la 
velocidad no es tan baja. De hecho, no podemos ver muy fácilmente la velocidad 
de esas particulas porque, aunque la energia cinética media es ¿kT, que representa 
una velocidad de un milímetro por segundo más o menos para el caso de un objeto 
de uno o dos micrones de diámetro, esto es muy difícil de ver aun con un micros- 
copio, porque la partícula está continuamente cambiando de dirección y nunca llega 
a ninguna parte. Al final de este capitulo discutiremos hasta dónde llega. El primero 
en resolver este problema fue Einstein a comienzos de este siglo. 


Entre paréntesis, cuando decimos que la energia cinética media de esta partícula 
es ¿kT, sostenemos haber deducido este resultado de la teoria cinética, o sea de las 
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leyes de Newton. Encontraremos que se puede deducir toda clase de cosas —cosas 
maravillosas de la teoría cinética, y lo más interesante es el que aparentemente 
podamos obtener tanto a partir de tan poco. Naturalmente no queremos decir que 
las leyes de Newton son “poco” —stas son'realmente suficientes—; lo que queremos 
decir es que nosotros no hicimos gran cosa. ¿Y cómo obtenemos tanto? La respues- 
ta es que hemos estado continuamente haciendo una suposición importante: si un 
sistema determinado está en equilibrio térmico a cierta temperatura, también estará 
en equilibrio térmico con cualquier otra cosa a la misma temperatura. Por ejemplo, 
si quisiéramos ver cómo se movería una particula si estuviese realmente chocando 
con agua, podríamos imaginar que hay un gas compuesto de otra clase de particu- 
las, municiones pequeñisimas que (suponemos) no interactúan con el agua, sino que 
sólo golpean la particula con choques “violentos”. Supongan que la partícula tiene 
una saliente; todo lo que nuestras municiones tienen que hacer es golpear la saliente. 
Sabemos todo lo que hay que saber de este gas imaginario de municiones a tempe- 
ratura T: es un gas ideal. El agua es complicada, pero un gas ideal es simple. Ahora 
bien, nuestra particula tiene que estar en equilibrio con el gas de municiones. En 
consecuencia, el movimiento medio de la particula debe ser el que se obtiene de las 
colisiones en un gas, porque si no se estuviera moviendo a la velocidad adecuada 
respecto al agua, sino que, digamos, se estuviera moviendo más rápidamente, eso 
significaria que las municiones tomarian energia de ella y se pondrian más calientes 
que el agua. Pero hemos comenzado con ellas a la misma temperatura y suponemos 
que si algo está una vez en equilibrio, se queda en equilibrio —espontáneamente, no 
hay partes que se calienten y partes que se enfrien. 


8 
Fig. 41-1. (a) Un galvanómetro sensible 
i de espejo. La luz proveniente de una fuente L 
se refleja en un pequeño espejo y va a una 
escala. (b) Registro esquemático de la lectura 
(0) (b) de la escala en función del tiempo. 


Esta proposición es cierta y se puede probar a partir de las leyes de la mecáni- 
ca. pero la demostración es muy complicada y sólo se puede hacer empleando me- 
cánica avanzada. Es mucho más fácil de probar en la mecánica cuántica que en la 
clásica. Boltzmann fue el primero en demostrarla, pero por ahora pueden simple- 
mente darla por cierta: podemos entonces sostener que nuestra particula tiene que 
tener ¿kT de energia si las municiones artificiales la golpean, por lo que debe tener 
3kT cuando la golpea el agua a la misma temperatura y suprimimos las municiones; 
por lo tanto es 3kT. Es un razonamiento extraño, pero perfectamente válido. 


Además del movimiento de particulas coloidales que dio origen al descubrimien- 
to del movimiento browniano, hay una cantidad de fenómenos, en el laboratorio y 
en otras situaciones, donde podemos ver movimiento browniano. Si estamos tratan- 
do de construir el equipo más delicado posible, digamos que un espejo pequeñisimo 
sobre una delgada fibra de cuarzo para un galvanómetro balístico muy sensible (Fig. 
41-1). el espejo no se queda quieto, sino que se sacude todo el tiempo —todo el 
tiempo— de modo que cuando 


lo iluminamos y buscamos la posición de la mancha de luz, no tenemos un instrumen- 
to perfecto porque el espejo siempre se está sacudiendo. ¿Por qué? Porque la energia 
cinética media de rotación de este espejo tiene que ser, en promedio, 1x7. 


¿Cuál es el ángulo medio cuadrático dentro del cual se balancea el espejo? Su- 
pongan que hallamos el periodo natural de vibración del espejo golpeándolo leve- 
mente en un lado y viendo cuánto tarda en oscilar ida y vuelta, y que también cono- 
cemos el momento de inercia 7. Conocemos la expresión de la energía cinética de 
rotación —está dada por la ecuación (19. 8): T = Yo”. Esta es la energia cinética; 
la energía potencial que la acompaña será proporcional al cuadrado del ángulo —es 
V = la0?—. Pero si conocemos el periodo f, y calculamos a partir de él la frecuencia 
natural w, = 27/t,, la energía potencial es V = a26?. Ahora bien, sabemos que 
la energía cinética media es ¿kT, pero como es un oscilador armónico la energía 
potencial media también es kT. Luego, 


Ho”) = 3kT, 
Oo sea 
(0%) = kT/luj. (41.1) 


De este modo podemos calcular las oscilaciones del espejo de un galvanómetro y a 
partir de ello encontrar cuáles serán las limitaciones de nuestro instrumento. Si que- 
remos tener oscilaciones más pequeñas, tenemos que enfriar el espejo. Una cuestión 
interesante es dónde enfriarlo. Depende de dónde está recibiendo los “empujones”. 
Si es a través de la fibra, lo enfriamos en la parte de arriba —si el espejo está rodea- 
do por un gas y está siendo golpeado la mayor parte de las veces por colisiones 
en el gas, lo mejor es enfriar el gas—. En realidad, si sabemos de dónde viene el amor- 
tiguamiento de las oscilaciones, ocurre que también ésa es siempre la fuente de las 
fluctuaciones; éste es un punto sobre el cual volveremos más adelante. 


$ = Fig. 41-2. Circuito resonante de alto Q. 
A (a) Circuito real a temperatura 7. (b) Circuito 
R ficticio con una resistencia ideal (sin ruido) y 

(a) (b) un “generador de ruido” G. 


Aunque parezca sorprendente, pasa lo mismo en los circuitos eléctricos. Supon- 
gan que estamos haciendo un amplificador muy sensible y preciso para una frecuen- 
cia definida y tenemos un circuito resonante (Fig. 41-2) a la entrada para hacerlo 
muy sensible a esta frecuencia determinada, tal como un radiorreceptor, pero uno 
verdaderamente bueno. Supongan que queremos llegar al limite más bajo posible, 
asi que tomemos el voltaje, digamos de la inductancia, y lo mandamos al resto del 
amplificador. Naturalmente que en cualquier circuito como éste hay pérdidas. No 
es un circuito resonante perfecto, es sólo muy bueno y hay, digamos, una pequeña 
resistencia (introducimos el resistor para poder verla, pero se supone que es muy 
pequeña). Ahora nos gustaria saber: ¿cuánto fluctúa la diferencia de potencial entre 
los extremos de la inductancia? Respuesta: Sabemos que ¿LÍ es la “energia ciné- 
tica” —la energía asociada con una bobina en un circuito resonante (Cap. 25}. En 
consecuencia, el valor medio de {LF es igual a 44T. Esto nos dice cual es el valor 
medio cuadrático de la corriente y podemos hallar cuál es el voltaje correspondiente 
mc a partir de la corriente mc. 


Puesto que si queremos la diferencia de potencial entre los extremos de la inductancia 
la fórmula es V, = ¡wLÍ, y el valor medio del módulo al cuadrado de la diferencia 
de potencial en la inductancia es ( V’; X = L?%w?,< P >; insertando este valor 
en iL < P > = KT, obtenemos 


(VI) = LuikT. (41.2) 


Por lo tanto, ahora podemos diseñar circuitos y decir cuándo vamos a tener lo que 
se llama ruido de Johnson, ¡el ruido asociado con las fluctuaciones térmicas! 


¿Y ahora de dónde provienen las fluctuaciones? Vienen del resistor —provienen 
del hecho de que los electrones del resistor andan zigzagueando porque están en 
equilibrio térmico con la materia del resistor, y provocan fluctuaciones en la densi- 
dad de electrones—. Producen entonces pequeñisimos campos eléctricos que excitan 
el circuito resonante. 


Los ingenieros eléctricos representan la respuesta de otra manera. Desde el pun- 
to de vista fisico, el resistor es efectivamente la fuente de ruido. Sin embargo, pode- 
mos reemplazar el circuito real, que tiene un verdadero resistor fisico, por un cir- 
cuito artificial que contiene un pequeño generador que representará el ruido, por lo 
que ahora el resistor es ideal en este aspecto: ningún ruido proviene de él. Todo el 
ruido está en el generador artificial. Y asi, si conociéramos las caracteristicas del 
ruido generado por un resistor, si tuviésemos la fórmula, podríamos calcular qué 
es lo que el circuito va a hacer en respuesta a ese ruido. Luego, necesitamos una 
fórmula para las fluctuaciones de ruido. Ahora bien, el reuido generado por el 
resistor contiene todas las frecuencias, ya que el resistor no es de por si 
resonante. Es claro que el circuito resonante sólo “escucha” la parte que está 
cerca de la frecuencia justa, pero el resistor contiene muchas frecuencias diferentes. 
Podemos describir cual es la intensidad del generador de la manera siguiente: la po- 
tencia media que absorberia el resistor si estuviera conectado directamente al gene- 
rador de ruido seria < E? Y/R, si E fuese el voltaje del generador. Pero querríamos 
conocer con más detalles cuánta potencia hay en cada frecuencia. En una sola fre- 
cuencia hay muy poca potencia; se trata de una distribución. Sea P(w)dæ la poten- 
cia que entregaría el generador a ese mismo resistor en el intervalo de frecuencia 
du. Podemos demostrar (lo demostraremos para otro caso, pero la matemática es 
exactamente la misma) que la potencia resulta 


P(w) de = Q/mMKT do, (41.3) 


y es independiente de la resistencia si se la expresa de este modo. 


41-2 Equilibrio térmico de la radiación 


Ahora vamos a considerar un problema aún más avanzado e interesante, que es 
el siguiente. Supongan que tenemos un oscilador cargado, como los que menciona- 
mos al estudiar la luz, por ejemplo un electrón oscilando de aqui para allá en un 
átomo. Si oscila de aqui para allá, irradia luz. Supongamos ahora que este oscilador 
está en un gas de átomos muy enrarecido y que de vez en cuando los átomos cho- 
can con él. En el equilibrio, después de un largo tiempo, este oscilador ganará ener- 
gia, de modo que su energia cinética de oscilación será ¿kT, y como es un oscilador 
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armónico, toda su energia de movimiento será kT. Esta es, naturalmente, una des- 
cripción incorrecta hasta aqui, porque el oscilador tiene carga eléctrica y si tiene 
energia kT se está sacudiendo de un lado para otro y radiando luz. En consecuen- 
cia es imposible tener equilibrio de la materia real sola, sin que las cargas contenidas 
en ella emitan luz, y a medida que se emite la luz, la energia se pierde, el oscilador 
pierde su kT, y asi todo el gas que esta chocando con el oscilador se enfria gradual- 
mente. Y ésta es, naturalmente, la manera en que una estufa muy caliente se enfria 
en una noche fría, radiando la luz hacia el cielo, porque los átomos están sacudien- 
do su carga y radian continuamente, y poco a poco, a causa de esta radiación, el 
movimiento disminuye. 


Por otra parte, si encerramos todo dentro de una caja de modo que la luz no se 
vaya al infinito, podemos finalmente obtener equilibrio térmico. Podriamos poner 
el gas en una caja en cuyas paredes podemos decir que hay otros radiadores devol- 
viendo la luz o, para dar un ejemplo más lindo, podemos decir que las paredes de 
la caja son espejos. Es más fácil pensar en este caso. Suponemos entonces que toda 
la radiación que sale del oscilador se queda moviendo dentro de la caja. Luego, na- 
turalmente, es cierto que el oscilador comienza a radiar, pero muy pronto puede 
conservar su kT de energía cinética a pesar de que está radiando, porque está ilu- 
minado, por así decir, con su propia luz reflejada en las paredes de la caja. Es decir, 
que después de un rato hay una gran cantidad de luz aglomerándose en la caja, y 
aunque el oscilador radie un poco, la luz vuelve y restituye parte de la energía ra- 
diada. 


Determinaremos ahora cuánta luz debe haber en esa caja a la temperatura T 
para que la luz que cae sobre este oscilador genere precisamente la energia nece- 
saria para compensar la luz que ha irradiado. 


Supongamos que los atomos del gas sean muy pocos y estén muy separados, de 
modo que tengamos un oscilador ideal sin resistencia a excepción de la resistencia 
de radiación. Luego consideramos que en el equilibrio térmico el oscilador está ha- 
ciendo dos cosas al mismo tiempo. Primero: tiene una energia media kT y podemos 
calcular cuánta radiación emite. Segundo: esta radiación debe ser exactamente la 
cantidad que resultaria del hecho de que la luz que incide sobre el oscilador se dis- 
persa. Como no hay ningún otro lado a donde pueda ir la energia, esta radiación 
efectiva es, en realidad, luz dispersada proveniente de la luz presente. 


Por lo tanto, calculemos primero la energia radiada por el oscilador en un se- 
gundo, si el oscilador tiene cierta energía. (Tomamos unas cuantas ecuaciones del 
capítulo 32 sobre la resistencia de radiación sin volver a derivarlas.) La energia ra- 
diada por radián dividida por la energia del oscilador se denomina 1/Q (Ec. 32.8): 
1/0 = (dW/dt)/w,W. Usando la constante de amortiguamiento y, también se pue- 
de escribir 1/Q = p/a, donde w, es la frecuencia natural del oscilador -si y es 
muy pequeña, Q es muy grande. La energia radiada por segundo es entonces 


2T s T a 2 aW. (41.4) 


La energia radiada por segundo es, pues, simplemente gamma por la energia del 
oscilador. Ahora bien, el oscilador deberia tener una energia media kT, por lo que 
vemos que 
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gamma kT es la cantidad media de energía radiada por segundo: 


(dW/dt) = YkT. (41.5) 
Ahora sólo tenemos que saber qué es gamma. Se puede encontrar gamma fácilmente 
con la ecuación (32.12). Es 
wo _ 2 row 
Q 3c 
donde r, =e*/mc? es el radio clásico del electrón, y hemos puesto À = 2ac/wg. 


Nuestro resultado final para la radiación media de luz por unidad de tiempo 
cerca de la frecuencia wọ es entonces 


; (41.6) 


(41.7) 


Ahora preguntamos cuánta luz debe estar incidiendo sobre el oscilador. Debe 
bastar para que la energia absorbida de la luz (y después dispersada) sea exacta- 
mente esa cantidad. En otras palabras, la luz emitida se explica como luz dispersada 
proveniente de la luz que incide sobre el oscilador en la cavidad. Por lo tanto, te- 
nemos que calcular ahora cuánta luz se dispersa en el oscilador si hay cierta can- 
tidad —desconocida— de radiación incidiendo sobre él. Sea I(w)dw la cantidad de 
energía luminosa que hay a la frecuencia w, dentro de un intervalo dw (porque no 
hay luz a una frecuencia exacta; está distribuida por todo el espectro). Asi, Kœ) 
es cierta distribución espectral que ahora vamos a hallar —es el color de un horno 
a temperatura T que vemos al abrir la puerta y mirar por el agujero—. Ahora bien, 
¿cuánta luz se absorbe? Ya calculamos la cantidad de radiación absorbida de un 
haz dado de luz incidente y lo hicimos en términos de una sección eficaz. Es justa- 
mente como si dijéramos que se absorbe toda la luz que incide sobre cierta sección 
transversal. Así, pues, la cantidad total que se vuelve a radiar (se dispersa) es la 
intensidad incidente 1(w)do multiplicada por la sección eficaz o. 


La formula que obtuvimos para la sección eficaz (Ec. 31.19) no contenia el 
amortiguamiento. No es dificil repetir la derivación incluyendo el término de resis- 
tencia que despreciamos. Si lo hacemos y calculamos la sección eficaz en la misma 


forma obtenemos 
2 4 
aaa o A A (41.8) 
3 


Ahora bien, en función de la frecuencia, ø, tiene un valor apreciable sólo para w 
cerca de la frecuencia natural wp. (Recuerden que el Q de un oscilador radiante es 
el orden de 10%.) El oscilador dispersa fuertemente cuando wes igual aw, y muy 
débilmente para otros valores de œw. Por lo tanto, podemos reemplazar w por wọ 
y w — wi por 2wy(wW — w), obteniendo 


A 2rriws 
NECE ide 


Os 


Ahora toda la curva está localizada cerca de w = wọ (En realidad no tenemos 
que hacer 
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ninguna aproximación pero es mucho más fácil hacer las integrales si simplifica- 
mos un poco las ecuaciones.) Ahora multiplicamos la intensidad en un intervalo 
dado de frecuencia por la sección eficaz de dispersión para obtener la cantidad de 
energia dispersada en el intervalo du. La energia total dispersada es entonces la 
integral sobre todo w. Luego, 


ee - 1 OROL 
0 (41.10) 
= |: 220 1(w) du 
Jo 3o — wo) + 72/4] 


Hagamos ahora dW,/dt = 3pkT. ¿Por qué tres? Porque cuando hicimos el aná- 
lisis de la sección eficaz en el capitulo 32, supusimos que la polarización era tal que 
la luz podia forzar el oscilador. Si hubiéramos usado un oscilador que sólo se pu- 
diera mover en una dirección y la luz estuviera, por ejemplo, polarizada en dirección 
errada, no podria dar dispersión. Por lo tanto, o debemos promediar la sección efi- 
caz de un oscilador que sólo puede ir en una dirección sobre todas las direcciones 
de incidencia y de polarización de la luz, o, lo que es más fácil, podemos imaginar 
un oscilador que seguirá el campo, cualquiera sea la dirección en que apunte el cam- 
po. Este oscilador que puede oscilar de igual modo en tres direcciones, tendria 3kT 
de energia media porque hay tres grados de libertad en el mismo. Es porque hay tres 
grados de libertad que usamos 3pkT. 


Iw) 


Fig. 41-3. Los factores del integrando de 
(41.10). El pico es la curva de resonancia 


+++ 7) 1Hw=wpy? + y?/4. Con buena aproxima- 
WY | aht Y ción se puede reemplazar e! factor /(w) por 
We lw. 


Ahora tenemos que hacer la integral. Supongamos que la distribución espec- 
tral desconocida de la luz, I(%), es una curva suave y que no varia mucho en la 
estrechisima región de frecuencia donde o, tiene el pico (Fig. 41-3). Entonces la 
única contribución apreciable proviene de cuando w está muy cerca de «y. dentro 
de una cantidad gamma que es muy pequeña. En consecuencia, aunque /(w) sea 
una función desconocida y complicada, el único lugar done es importante es cerca 
de w = wọ y alli podemos reemplazar la curva suave por una horizontal —una cons- 
tante— a la misma altura. En otras palabras, sacamos l/(«u») fuera de la integral y la 
llamamos /(«»,). También podemos sacar el resto de las constantes fuera de la inte- 
gral y lo que nos queda es 


úl d 
milicos) | E o pa = 397. (41.11) 
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Ahora bien, la integral debería ir de O a «o, pero el O está tan lejos de wọ que para 
entonces la curva ya se ha acabado, por lo que en su lugar iremos hasta menos vo 
-da prácticamente lo mismo y es mucho „más fácil hacer la integral—. La integral 
es una función arcotangente de la forma fdx/ (e + aè). Si la buscamos en un libro 
vemos que es igual a 7/a. Por lo tanto, en nuestro caso resulta 2r/p. En consecuen- 
cia, reordenando un poco obtenemos 


2 
epa LE ER (41.12) 
4r rowo 
Luego sustituimos la expresión (41.6) de gamma (no se molesten en escribir wọ; 
como es válida para cualquier Wo la podemos llamar simplemente w) y la fórmula 
que resulta para (w) es 


w? kT 


ori (41.13) 


Kw) = 


Y ésta es la distribución de luz en un horno muy caliente. Se llama radiación de 
cuerpo negro. Negro, porque cuando la temperatura es cero el agujero del horno al 
cual estamos mirando es negro. 


Según la teoría clásica, la ecuación (41.13) es la distribución de energia de ra- 
diación dentro de una caja cerrada a temperatura T. En primer lugar, notemos una 
caracteristica notable de esa expresión. La carga del oscilador, la masa del oscila- 
dor, todas las propiedades especificas del oscilador, se cancelan porque una vez al- 
canzado el equilibrio con un oscilador, debe haber equilibrio con cualquier otro 
oscilador de masa diferente, o nos encontraremos en dificultades. Asi, pues, éste es 
un tipo importante de verificación del aserto: el equilibrio no depende de con qué 
estemos en equilibrio, sino unicamente de la temperatura. Dibujemos ahora la curva 
de I(w) (Fig. 41-4). Nos dice cuánta luz tenemos para cada frecuencia. 


T(w) 


Fig. 41-4. Distribución de intensidad de 
la radiación de cuerpo negro a dos tempera- 
turas, según la física clásica (curvas llenas). 
e ` w Las curvas de trazos muestran la distribución 


mts W Rayos X real. 


La intensidad contenida en nuestra caja por unidad de intervalo de frecuencia, 
varia, como vemos, con el cuadrado de la frecuencia, lo cual significa que si tene- 
mos una caja a temperatura cualquiera y miramos los rayos X que salen, ¡habrá 
una gran cantidad! 


Naturalmente, sabemos que esto es falso. Cuando abrimos el horno y le damos 
una ojeada no nos quemamos los ojos con los rayos X. Es completamente falso. 
Aún más, la energía total que hay dentro de la caja, el total de toda esta intensidad 
sumada sobre todas las frecuencias, seria el área debajo de esta curva infinita. Por 
lo tanto, algo está fundamental, poderosa y absolutamente errado. 


Es asi como la teoria clásica fue absolutamente incapaz de describir correcta- 
mente la distribución de la luz proveniente de un cuerpo negro, tal como fue incapaz 
de describir correctamente 
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los calores especificos de los gases. Los fisicos volvieron una y otra vez sobre esta 
derivación desde muchos puntos de vista y no había escapatoria: es la predicción 
de la física clásica. La ecuación (41.13) se llama ley de Rayleigh, es la predicción 
de la física clásica y es evidentemente absurda. 


41-3 La equipartición y el oscilador cuántico 


La dificultad anterior es otro aspecto del prolongado problema de la fisica clá- 
sica que comenzó con la dificultad de los calores especificos de los gases y que aho- 
ra ha sido enfocado sobre la distribución de la luz en un cuerpo negro. Ahora bien, 
como es natural, en la época en que los teóricos estudiaron esto habia también mu- 
chas medidas de la curva verdadera. Y ocurria que la curva correcta era como las 
curvas de trazos de la figura 41-4. Es decir que no habia rayos X. Si bajamos la 
temperatura, toda la curva se baja proporcionalmente a T, de acuerdo con la teoría 
clásica, pero la curva observada también se corta más pronto a baja temperatura. 
Por lo tanto, el extremo de baja frecuencia de la curva es correcto, pero el extremo 
de alta frecuencia está mal. ¿Por qué? Mientras Sir James Jeans se preocupaba de 
los calores especificos de los gases, notó que los movimientos que tienen frecuencia 
alta se “congelan” cuando la temperatura se hace muy baja. O sea, que si la tempe- 
ratura es muy baja, si la frecuencia es muy alta, los osciladores no tienen kT de 
energía en promedio. Ahora bien, recordemos cómo funcionaba nuestra deducción 
de (41.13): todo depende de la energia de un oscilador en equilibrio térmico. Lo 
que el kT de (41.5) era y lo que es el mismo kT en (41.13), es la energía media de 
un oscilador armónico de frecuencia w a temperatura T. Clásicamente es kT pero 
¡experimentalmente no! —no cuando la temperatura es demasiado baja o la frecuen- 
cia del oscilador es demasiado alta—. Asi pues, la razón de que la curva caiga es 
la misma razón de que los calores especificos de los gases estén errados. Es más 
fácil estudiar la curva del cuerpo negro que los calores especificos de los gases, que 
son tan complicados, por lo que enfocaremos nuestra atención en determinar la ver- 
dadera curva del cuerpo negro, porque nos dice correctamente, a cada frecuencia, 
cuál es verdaderamente la energia media de un oscilador armónico en función de 
la temperatura. 


Planck estudió esta curva. Primero halló la respuesta empiricamente ajustando 
la curva observada con una linda función que andaba muy bien. Asi, tenia una 
formula empirica para la energia media de un oscilador en función de la frecuencia. 
En otras palabras: tenia la fórmula correcta en lugar de kT y después de jugar un 
poco encontró una derivación simple basada en una hipotesis muy extraña. Esa hi- 
pótesis era que el oscilador armónico sólo puede adquirir energía de ho por vez. 
La idea de que puedan tener absolutamente cualquier energía es falsa. Por supuesto 
que aquello fue el principio del fin de la mecánica clásica. 


Derivaremos ahora la primerísima fórmula cuántica determinada correctamente. 
Supongan que los niveles de energia permitidos en un oscilador armónico estén 
igualmente espaciados a una distancia hwg de modo que el oscilador sólo pueda 
tomar estas diversas energias (Fig. 41-5). Planck hizo un razonamiento algo más 
complicado que el que vamos a dar aqui, ya que era el mismisimo comienzo de la 
mecánica cuántica y tuvo que demostrar algunas cosas. Pero nosotros tomaremos 
como un hecho (que en este caso él demostró) que la probabilidad de ocupar un 
nivel 
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N 

A A E= hw R= Aexp(-4hw/xT) 
N 

3 Ey= 3ħw f= Aexp(-3ħw/kT) 


N 
— Ea 2ħu P, Aexpí-2hw/kT) 


M Em tw P= terp (-hw/kT) Fig. 41-5. l Los niveles de energía de un 
N oscilador armónico están igualmente espacia- 
0 
== ET Oo rA dos: £, = mw. 


de energia E es P(E) = œe'E/ T, Si procedemos asi, obtendremos el resultado 
correcto. 


Supongan ahora que tenemos muchos osciladores, siendo cada uno un vibrador 
de frecuencia w. Algunos de estos vibradores estarán en el estado cuántico más 
bajo, otros en el siguiente y asi sucesivamente. Lo que querriamos conocer es la 
energía media de todos estos osciladores. Para encontrarla calculemos la energía to- 
tal de todos los osciladores y dividámosla por el número de osciladores. Esa será 
la energia media por oscilador en el equilibrio térmico, y también será la energia 
que está en equilibrio con la radiación de cuerpo negro y que debe ir en la ecua- 
ción (41.13) en vez de kT. Así, sea N, el número de osciladores que están en el es- 
tado fundamental (el estado de energía más baja); N, el número de osciladores en 
el estado E,; N, el número de los que están en E,, etc. Conforme a la hipótesis (que 
no hemos demostrado) de que en la mecánica cuántica la ley que reemplaza la pro- 
babilidad e-E-P./kT y e-E.C./KT de la mecánica clásica, es que la probabilidad decrece 
como e-A£/KT, donde AE es la energía en exceso, supondremos que el número N, de 
los que están en el primer estado será el número N, de los que están en el estado 
fundamental, multiplicado por e*w/kT. Análogamente, el número N, de osciladores 


en el segundo estado es N, = N¿e-2fw/kT. Para simplificar el álgebra, pongamos 
ehw/kT = x, Entonces tendremos simplemente N, = Nox, Na = Nyx?, ..., Na = 
eani x” 

yn, 


Primero se debe calcular la energia total de todos los osciladores. Si un oscilador 
está en el estado fundamental, no hay energía. Si está en el primer estado, la ener- 
gia es fic y hay N, de ellos. Luego, N, ñw, ó ħa Nox, es la cantidad de energía que 
obtenemos de ellos. Los que están en el segundo estado tienen 2w y son N, en 
total, por lo que N, « 2ħœw = 2ħwN,x es la cantidad de energía que obtenemos, y 
así sucesivamente. Luego los sumamos todos obteniendo E, = Noħo (0 + x + 
+ 2x2? + 3x7 +...) 

Y ahora, ¿cuántos osciladores hay? Naturalmente, N, es el número de los que 
están en el estado fundamental, N, en el primer estado, etc., y los sumamos: 
No = Nal + x + xX + xx? +...) La energía media es entonces 


Ev Nohw(0 + x+ 2x? + 3x +e ) RE 
ESS NG +x+x++-..) (41.14) 


Dejamos al lector las dos sumas que aparecen aquí para que jueguen y se diviertan. 
Una vez terminadas las sumas, reemplazando x en el resultado, debemos obtener 
-si no cometemos errores en la suma— 


hw 


(E) = PT (41.15) 
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Esta fue, pues, la primera fórmula cuántica que se conoció, o se discutió, y fue la 
magnífica culminación de décadas de rompederos de cabeza. Maxvell sabia que algo 
estaba mal y el problema era ¿qué era lo que estaba bien? Aqui está la respuesta 
cuantitativa de lo que está bien en vez de kT. Naturalmente, esta expresión se debe 
aproximar a kT cuando œw > 0 o cuando T > œ. Vean si pueden demostrar que es 
asi —aprendan a usar la matemática. 


Este es el famoso factor de corte que Jeans estaba buscando y si lo usamos en 
lugar de kT en (41.13), obtenemos para la distribución de la luz en una caja negra 


hw? du 
TT D 


Kw) de = (41.16) 


mc (e 
Vemos que para w grande, aunque tengamos w? en el numerador hay una e elevada 
a una potencia enorme en el denominador, por lo que la curva vuelve a bajar y no 


“salta por el aire” —¡no obtenemos ni luz ultravioleta ni rayos X donde no los es- 
peramos! 


Alguien podria quejarse de que en nuestra derivación de (41.16) empleamos la 
teoria cuántica para los niveles de energía del oscilador y la teoría clásica en la deter- 
minación de la sección eficaz ø, Pero la teoría cuántica de la luz en interacción con 
un oscilador armónico da exactamente el mismo resultado que la teoria clasica. En 
realidad es por eso que se justificaba gastar tanto tiempo en nuestro análisis del indice 
de refracción y de la dispersión de la luz utilizando un modelo de átomos como pe- 
queños osciladores: las fórmulas cuánticas son sustancialmente las mismas. 


Volvamos ahora al ruido de Johnson en un resistor. Ya hemos señalado que la 
teoría de esta potencia de ruido es en realidad la misma que la teoría de la distribución 
clásica de cuerpo negro. En verdad, bastante sorprendentemente, ya hemos dicho que 
si la resistencia de un circuito no fuera una resistencia real, sino una antena (una an- 
tena actúa como una resistencia porque radia energia), una resistencia de radiación, 
nos resultaria fácil calcular cuál seria la potencia. Sería justamente la potencia que 
entra en la antena proveniente de la luz que la rodea, y obtendriamos la misma distri- 
bución, a excepción de uno o dos factores. Podemos suponer que el resistor es un ge- 
nerador con un espectro desconocido P (w) de potencia. El espectro está determinado 
por el hecho de que este mismo generador, conectado a un circuito resonante de cual- 
quier frecuencia, como en la figura 41-2 (b), genera en la inductancia un voltaje dado 
por la ecuación (41.2). Se llega entonces a la misma integral que en (41.10) y el mis- 
mo método da la ecuación (41.3). Para temperaturas bajas, el kT de (41.3) se debe 
reemplazar, naturalmente, por (41.15). Las dos teorias (radiación de cuerpo negro y 
ruido de Johnson) también están intimamente relacionadas desde el punto de vista fi- 
sico, ya que por supuesto, podemos conectar un circuito resonante a una antena, por 
lo que la resistencia R será exclusivamente una resistencia de radiación. Como (41.2) 
no depende del origen fisico de la resistencia, sabemos que el generador G para una 
resistencia real es el mismo que para una resistencia de radiación. ¿Cuál es el origen 
de la potencia P (w) generada si la resistencia R es sólo una antena ideal en equilibrio 
con el medio a temperatura 77? Es la radiación /(w) en el espacio a temperatura T 
que incide sobre la antena y, como “señales recibidas”, hace un generador efectivo. 
Por lo tanto, se puede deducir una relación directa entre P(w) e Kw), que lleva enton- 
ces de (41.13) a (41.3). 
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Todas las cosas de que hemos estado hablando —el llamado ruido de Johnson y 
la distribución de Planck, y la teoria correcta del movimiento browniano que estamos 
por describir— son desarrollos de la primera década de este siglo, más o menos. Ahora, 
con estos puntos y esta historia en mente, volvamos al movimiento browniano. 


41-4 La caminata al azar 


Consideremos cómo debe variar en el tiempo la posición de una particula que se 
agita, para tiempos muy largos respecto al tiempo entre “golpes”. Consideren una pe- 
queña particula en movimiento browniano que está zigzagueando porque las molécu- 
las de agua, en zigzagueo irregular, la bombardean de todos lados. Pregunta: después 
de un intervalo dado de tiempo, ¿a qué distancia de donde salió es probable que se 
encuentre? Este problema fue resuelto por Einstein y Smoluchowski. Si imaginamos 
dividir el tiempo en pequeños intervalos, digamos que de un centésimo de segundo más 
o menos, después del primer centésimo de segundo se mueve hasta aqui, en el siguien- 
te centésimo se mueve un poco más, en el siguiente centésimo se mueve para otro lado, 
y asi sucesivamente. Frente a la rapidez del bombardeo, un centésimo de segundo es 
un tiempo muy largo. El lector puede verificar fácilmente que el número de colisiones 
que una sola molécula de agua recibe en un segundo es del orden de 10**, por lo que 
en un centésimo de segundo sufre 10!? colisiones, ¡que es bastante! Por lo tanto, des- 
pués de un centésimo de segundo no recordará lo que le pasó antes. En otras pala- 
bras, las colisiones son todas al azar, de modo que un “paso” no esta relacionado 
con el “paso” precedente. Es como el famoso problema del marinero borracho: el ma- 
rinero sale del bar y da una serie de pasos, pero da cada uno a un ángulo arbitrario, al 
azar (fig. 41-6). La pregunta es: después de mucho tiempo, ¿dónde está el marinero? 
Naturalmente, ¡no lo sabemos! Es imposible decirlo. ¿Qué entendemos por esto que 
está en alguna parte más o menos al azar? Bueno, ¿dónde está el promedio entonces? 
En promedio, ¿a qué distancia del bar ha llegado? 


S 
` Fa E Fig. 41-6. Caminata al azar de 36 pasos 
8 y de longitud /. ¿A qué distancia está Sya de 


B? Resp: alrededor de 6 / en promedio. 


Ya hemos contestado esta pregunta, porque una vez estudiamos la superposi- 
ción de la luz proveniente de muchas fuentes diferentes con fases diferentes y eso 
significaba sumar una gran cantidad de flechas a diversos ángulos (Cap. 32). Alli 
descubrimos que el promedio del cuadrado de la distancia entre un extremo y otro 
de la cadena de pasos al azar, que era la intensidad de la luz, era la suma de las 
intensidades de los pedazos separados. Asi, pues, con el mismo tipo de matemática. 
podemos demostrar inmediatamente que si R y es el vector distancia al origen después 
de N pasos, el promedio del cuadrado de la distancia al origen es proporcional al 
número N de pasos. Es decir, < R4 X = NL? donde L es la longitud de cada paso. 
Como el número de pasos es proporcional al tiempo en nuestro problema actual, el 
valor medio del cuadrado 
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de la distancia es proporcional al tiempo: 


(R?) = at. (41.17) 


Esto no significa que la distancia media sea proporcional al tiempo. Si la distancia 
media fuera proporcional al tiempo, eso significaria que el movimiento neto se realiza 
a una buena velocidad uniforme. El marinero está avanzando de manera relativamente 
apreciable, pero únicamente de modo que el promedio del cuadrado de la distancia 
es proporcional al tiempo. Esta es la caracteristica de una caminata al azar. 


Podemos demostrar muy fácilmente que en cada paso sucesivo el cuadrado de la 
distancia aumenta Lê en promedio. Puesto que si escribimos Ry = Ry; + L, en- 
tramos que Rf es 


Ry Ry = Ri = R-i + Rya LHL, 


y promediando sobre muchos intentos, tenemos ( Rf) = < Ri) + LE? ,ya 
que (Ry_¡-+L> = 0. Luego, por inducción, 


Ry = NL?. . (41.18) 


Ahora querriamos calcular el coeficiente œ que aparece en la ecuación (41.17) 
y para hacerlo tenemos que agregar algo. Vamos a suponer que si le aplicásemos una 
fuerza a esta particula (que no tiene nada que ver con el movimiento browniano 
-estamos encarando un problema marginal por el momento), la misma reaccionaria 
contra la fuerza de la siguiente manera. Primeramente, habría inercia. Sea m el coe- 
ficiente de inercia, la masa efectiva del objeto (no necesariamente igual a la 
masa real de la particula real, porque el agua se tiene que mover alrededor de la par- 
ticula si tiramos de ella). Así, pues, si hablamos de movimiento en una dirección hay 
por un lado un término m(d*x/dí?). Y también queremos suponer que si continuáramos 
tirando regularmente del objeto, habria una resistencia al avance, proveniente del flúi- 
do, la cual es proporcional a la velocidad. Además de la inercia del flúido, hay una 
resistencia al movimiento debida a la viscosidad y a la complejidad del flúido. Es ab- 
solutamente esencial que haya alguna pérdida irreversible, algo parecido a una resis- 
tencia, para que haya fluctuaciones. No hay manera de producir el kT a no ser que 
también haya pérdidas. La fuente de las fluctuaciones está intimamente relacionada 
con estas pérdidas. Dentro de poco discutiremos el mecanismo de esta resistencia 
al avance —hablaremos de fuerzas proporcionales a la velocidad y de dónde provie- 
nen—. Pero por ahora supongamos que esta resistencia existe. Entonces, cuando esta- 
mos tirando de la particula de manera corriente, la fórmula para el movimiento bajo 
la acción de una fuerza externa es 


dx dx 
maga Te di” Foxt. (41.19) 


La cantidad y se puede determinar directamente del experimento. Por ejemplo, pode- 
mos observar la caida de la gota por gravedad. Entonces sabemos que la fuerza es 
mg y u es mg dividido por la velocidad de caida que adquiere finalmente la gota. O 
también podriamos poner la gota en una centrifuga y ver cuánto tarda en sedimentar. 
O si está cargada, le podemos aplicar un campo eléctrico. Por lo tanto, u es algo 
medible, no una cosa artificial, y se conoce para muchos tipos de particulas coloi- 
dales, etc. 
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Usemos ahora la misma fórmula en el caso en que la fuerza no es externa, sino 
igual a las fuerzas irregulares del movimiento browniano. Trataremos entonces de 
determinar el valor medio del cuadrado de la distancia que recorre el objeto. En vez 
de tomar las distancias en tres dimensiones, tomemos sencillamente una dimensión 
y hallemos el valor medio de x’, simplemente para prepararnos. (Evidentemente el pro- 
medio de x*es igual al promedio de y?es igual al promedio de z?y por lo tanto el 
promedio del cuadrado de la distancia es justamente 3 por lo que vamos a calcular). 
La componente x de las fuerzas irregulares es, naturalmente, tan irregular como cual- 
quiera de las otras componentes. ¿Cuál es la rapidez de variación de x?? Es d(x?)/ 
/dt = 2x(dx/dt), y asi, lo que tenemos que hallar es el promedio de la posición por la 
velocidad. Demostraremos que es una constante y que por lo tanto el promedio del 
cuadrado del radio aumentará proporcionalmente al tiempo, y veremos con qué rapi- 
dez. Ahora bien, si multiplicamos la ecuación (41.19) por x, mx(Px/dt?) + ux 
(dx/dt) = xF,. Queremos el promedio temporal de x(dx/dt); hagamos entonces el 
promedio de toda la ecuación y estudiemos los tres términos. Ahora bien, ¿qué pasa 
con x multiplicada por la fuerza? Si ocurre que la particula ha recorrido cierta distan- 
cia x, el siguiente impulso puede estar en cualquier dirección respecto a x, ya que la 
fuerza irregular es completamente irregular y no sabe de dónde partió la particula. 
Si x es positiva, no hay razón para que la fuerza media esté también en esa dirección. 
Es tan probable que esté en una como en otra. Las fuerzas de bombardeo no la están 
arrastrando en una dirección determinada. Por lo tanto el valor medio de x por Fes 
cero. Por otro lado, tendremos que usar un poco de imaginación con el término 
mx(d” x/dP) y escribirlo en la forma 


q di? dt dt 


2 2 
dx  „Axdx/da) (e) 
Asi, introducimos estos dos términos y hacemos el promedio de ambos. Veamos en- 
tonces cuánto debe ser x por la velocidad. Ahora bien, x por la velocidad tiene un 
promedio que no varía en el tiempo, porque cuando llega a una posición no se acuer- 
da de dónde estaba antes y de ahí que las cosas ya no cambien con el tiempo. Por lo 
tanto, esta cantidad es, en promedio, cero. Nos queda la cantidad mv? y ésta es la úni- 


ca cosa que sabemos: el valor medio de mv? /2 es 1/2k7. En consecuencia, encontra- 
mos que 


dx dx\ 
a (mx T + u(x ai) = Ez) 
implica 
a ld, 
mv) + 3g O 7 0, 
o sea 
2 
aq) a kT, (41.20) 
di H 


En consecuencia, después de un cierto tiempo !, el objeto tiene una media del cuadra- 
do de la distancia, < R? >, igual a 


(R?) = 6kT £. (å1.21) 
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¡Y asi podemos determinar realmente a qué distancia llegan las partículas! Debemos 
determinar primero cómo reaccionan a una fuerza constante, a qué velocidad se des- 
plazan bajo la acción de una fuerza conocida (para hallar yu), y entonces podemos 
determinar hasta dónde llegan en sus movimientos al azar. Esta ecuación tuvo una im- 
portancia histórica considerable porque fue una de las primeras maneras de determi- 
nar la constante k. Después de todo, podemos medir u, el tiempo, hasta dónde llegan 
las particulas, y podemos hacer el promedio. La razón de que la determinación de k 
fuera importante es que en la ley PV = RT para un mol, sabemos que R, que también 
se puede medir, es igual al número de átomos que hay en un mol multiplicado por k. 
El mol fue definido originalmente como tantos gramos de Oxigeno 16 (ahora se usa el 
carbono), por lo que originalmente no se conocia el número de atomos que hay en un 
mol. Naturalmente, es un problema muy interesante e importante. ¿Cómo son de gran- 
des los átomos? ¿Cuántos hay? Asi, pues, una de las primeras determinaciones del 
número de átomos fue por medio de la determinación de hasta dónde se mueve una 
particulita sucia, observándola pacientemente al microscopio durante un cierto inter- 
valo de tiempo. Y así se determinó la constante k de Boltzmann y el número de Avo- 
gadro N, porque R ya habia sido medida. 
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42-3  lonización térmica 


42-1 Evaporación 


En este capitulo discutiremos algunas aplicaciones más de la teoria cinética. En 
el capitulo anterior recalcamos un aspecto en particular de la teoria cinética: la 
energia cinética promedio correspondiente a cualquier grado de libertad de una mo- 
lécula u otro objeto es JT. Por otro lado, la caracteristica central que discutiremos 
ahora es que la probabilidad de encontrar una particula en lugares diferentes, por 
unidad de volumen, varia como e -energia potencial/A7. haremos un cierto número de apli- 
caciones de ello. 


Los fenómenos que queremos estudiar son relativamente complicados: un liquido 
que se evapora, o electrones que están saliendo de la superficie de un metal, o una 
reacción quimica en la que interviene un gran número de átomos. En tales casos, 
ya no es posible hacer cualquier afirmación correcta y simple a partir de la teoria 
cinética, ya que la situación es demasiado complicada. Por lo tanto, este capitulo 
no tiene mucha exactitud, excepto donde lo digamos expresamente. La idea que hay 
que recalcar es solamente que a partir de la teoria cinética podemos entender más 
o menos, cómo deberian comportarse las cosas. Usando razonamientos termodiná- 
micos, o ciertas medidas empíricas de algunas. cantidades criticas, podemos obtener 
una representación más precisa de los fenómenos. 


Sin embargo, es muy útil conocer aunque sea poco más o menos por qué algo 
se comporta como lo hace, y asi, cuando nos encontremos con una situación nueva 
o una que no hayamos comenzado aún a analizar, podemos decir más o menos 
lo que debe suceder. Por ello esta discusión es imprecisa en grado sumo, pero 
esencialmente buena —buena en la idea, pero digamos que un poquito simplificada 
en los detalles especificos. 

El primer ejemplo que consideraremos es la evaporación de un liquido. Supon- 
gan que tenemos una caja de gran volumen, parcialmente llena con liquido en equili- 
brio y con el vapor a una cierta temperatura. Supondremos que las moléculas de 
vapor estan relativamente alejadas unas de otras y que las del liquido están amonto- 
nadas. El problema es encontrar cuántas moléculas hay 
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en la fase vapor, en comparación con el número de moléculas del liquido. ¿Cuál es la 
densidad del vapor a una temperatura dada y cómo depende de ella? 


Llamemos n al número de moléculas por unidad de volumen del vapor. Natu- 
ralmente, este número varia con la temperatura. Si calentamos, tendremos una eva- 
poración mayor. Digamos también que 1/V, es el número de átomos del liquido por 
unidad de volumen: suponemos que cada molécula del liquido ocupa un cierto 
volumen, de modo que si hay más moléculas de liquido, todas juntas ocupan un vo- 
lumen mayor. Por lo que si V, es el volumen ocupado por una molécula, el número 
de moléculas en una unidad de volumen es una unidad de volumen dividida por el 
volumen de cada molécula. Además, suponemos que hay una fuerza de atracción 
entre las moléculas que las mantiene juntas en el líquido. De otra forma no podemos 
entender por qué se condensa. Asi, suponemos que hay esa fuerza y que hay una 
energia de ligadura de las moléculas en el liquido que se pierde cuando pasan a 
vapor. O sea, vamos a suponer que se tiene que hacer una cierta cantidad de tra- 
bajo W para pasar una sola molécula del liquido al vapor. Hay una cierta diferencia 
W entre la energía de una molécula en el líquido y la que tendria si estuviese en el 
vapor, ya que hemos tenido que separarla de las otras moléculas que la atraian. 


Ahora usamos el principio general de que el número de atomos por unidad de 
volumen en dos regiones diferentes es n,/n, = e (E+EV/XT. Por lo que el número n por 
unidad de volumen en el vapor, dividido por el número 1/V, por unidad de volumen 
en el líquido, es igual a 


nVa = eT, (42.1) 


ya que ésta es la regla general. Es como la atmósfera en equilibrio bajo la acción 
de la gravedad, donde el gas es más denso abajo que arriba debido al trabajo mgh 
que se necesita para levantar las moléculas de gas a la altura A. En el liquido, las 
moléculas son más densas que en el vapor porque tenemos que sacarlas atravesando 
la “loma” de energia W, y la razón de las densidades es e-W"*T 


Esto es lo que queriamos deducir: que la densidad del vapor varia como e ele- 
vado a alguna energía negativa sobre kT. Los factores que se encuentren delante 
no son realmente interesantes, ya que en la mayoria de los casos la densidad del 
vapor es mucho más pequeña que la del liquido. Bajo estas circunstancias, en que 
no estamos cerca del punto critico donde las dos son casi iguales, sino que la den- 
sidad del vapor es mucho más pequeña que la del liquido, el hecho de que ,1 es 
mucho más pequeño que 1/V, se debe a que W es muchisimo mas grande que AT. 
Por lo tanto, las fórmulas como (42.1) son interesantes solamente cuando W es 
muchísimo más grande que kT, porque asi, como estamos elevando e a una canti- 
dad negativa tremenda, si cambiamos T un poquito, ese enorme exponente cambia 
un poco, y el cambio producido en el factor exponencial es muchisimo más im- 
portante que cualquier otro cambio que pueda ocurrir en los factores que hubiese 
delante. ¿Por qué puede ser que haya cambios en factores tales como V,? Porque 
nuestro análisis sólo fue aproximado. Después de todo, no hay realmente un volu- 
men definido para cada molécula; a medida que cambiamos la temperatura. el vo- 
lumen V, no permanece constante —el liquido se dilata—. Hay otras pequeñas carac- 
terísticas parecidas y la situación real es más complicada. Hay en todo el volumen 
factores que dependen de la temperatura y que varian muy despacio. 


42-2 


De hecho, podriamos decir que la misma W varía un poquito con la temperatura, 
ya que a una temperatura más alta y con un volumen molecular diferente, habria di- 
ferentes atracciones promedio, etc. Asi, aunque pensáramos que tener una fórmula 
en la que todo varia de un modo desconocido con la temperatura, es como no tener 
fórmula, si nos damos cuenta que el exponente W/kT es en general muy grande, ve- 
mos que en la curva de la densidad de vapor en función de la temperatura la mayor 
parte de la variación es ocasionada por el factor exponencial, y el tomar W como 
constante y el coeficiente 1/V, casi como constante, es una buena aproximación para 
pequeños intervalos de la curva. La naturaleza general de la mayor parte de la varia- 
ción es, en otras palabras, e-W/XT 


Resulta que hay muchos, muchos fenómenos en la naturaleza que se caracteri- 
zan porque tienen que tomar prestada energia de algún lugar y en los que el distin- 
tivo central de la variación de temperatura es e elevado a menos la energía sobre 
kT. Este es un hecho útil solamente cuando la energía es grande comparada con kT, 
por lo que la mayor parte de la variación está contenida en la variación de AT y no 
en la constante u otros factores. 


Consideremos ahora otro modo de obtener un resultado bastante similar para la 
evaporación, pero estudiandolo con más detalle. Para llegar a (42.1) simplemente 
aplicamos una regla que es válida en el equilibrio, pero con el fin de entender las 
cosas mejor, no hay ningún inconveniente en tratar de considerar los detalles de lo 
que está ocurriendo. También podemos describir lo que está ocurriendo del modo 
siguiente: las moléculas del vapor están continuamente bombardeando la superficie 
del liquido; cuando lo hacen, pueden ser rechazadas o pueden quedar pegadas. Hay 
un factor desconocido para esto, quizás 50 a 50, quizás 10 a 90 —no lo sabemos—., 
Digamos que siempre se quedan pegadas; lo podemos volver a analizar más tarde 
suponiendo que no siempre se quedan pegadas. Puesto asi, en un cierto momento 
habrá un cierto número de átomos que se están condensando en la superficie del 
liquido. El número de las moléculas que se condensan, el número que llega por uni- 
dad de área, es el número n, las que hay por unidad de volumen, por la velocidad v. 
Esta velocidad de las moléculas está relacionada con la temperatura, ya que sabe- 
mos qie jmv? es igual a 3kT en promedio. Por lo que v es una especie de velocidad 
media. Naturalmente deberíamos integrar sobre los ángulos y obtener algo parecido 
a un promedio, pero es aproximadamente proporcional a la raiz cuadrada de la 
media de la velocidad al cuadrado, por algún otro factor. Asi 


N:e = w (42.2) 


es el número que llega por unidad de área y que se condensa. 

Al mismo tiempo, sin embargo, los átomos del liquido están vagando y de vez 
en cuando uno de ellos es empujado fuera. Ahora tenemos que estimar con que ra- 
pidez son empujados fuera. La idea será que en el equilibrio, el número de los que 
salen por segundo es igual al número de los que llegan por segundo. 


¿Cuántos son empujados fuera? Para que una molécula salga, tiene que haber 
adquirido accidentalmente un exceso de energía sobre sus vecinos —un exceso de 
energia considerable, ya que es atraida muy fuertemente por las otras moléculas 
del liquido—. Ordinariamente no sale debido a esta fuerte atracción, pero algunas ve- 
ces una de ellas adquiere accidentalmente una energía adicional en las colisiones. 
Y la probabilidad de que adquiera la energia adicional W que se necesita en nuestro 
caso es muy pequeño si W > KT. 
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De hecho, e-4*/7 es la probabilidad de que un átomo haya tomado más de esa 
cantidad de energía. Este es el principio general de la teoría cinética: para que se pueda 
tomar prestada una energia adicional W sobre el promedio, las probabilidades son e 
elevado a menos la energía que tenemos que tomar prestada sobre kT. Supongamos 
ahora que algunas moléculas han tomado prestada esta energia. Tenemos a continua- 
ción que estimar cuántas abandonan la superficie por segundo. El que una molécula 
tenga la energía necesaria no significa, naturalmente, que se va a evaporar en realidad, 
ya que podia estar enterrada muy profundamente en el liquido o, aunque estuviese 
muy cerca de la superficie, podía estar viajando en una mala dirección. El número 
que va a abandonar una unidad de área por segundo va a ser algo asi: el número de 
átomos que hay cerca de la superficie, por unidad de área, dividido por el tiempo que 
necesita una para escapar, multiplicado por la probabilidad e-W/*T de que estén listos 
para escapar, entendiendo por esto que tienen energia suficiente. 


Supondremos que cada molécula de la superficie del liquido ocupa una sección 
efectiva de área A. Luego, el número de moléculas por unidad de área de la super- 
ficie del liquido será 1/4. Y ahora, ¿cuánto necesita una molécula para escapar? 
Si tienen una cierta velocidad promedio v; y tienen que moverse, digamos, un diá- 
metro molecular D, espesor de la primera capa, el tiempo que les lleve atravesar 
este espesor es el tiempo necesario para escapar, si la molécula tiene energía sufi- 
ciente. Será D/v. Asi, pues, el número de las que se evaporan será aproximadamente 


= (1/AX0/Dje "17, (42.3) 


Ahora bien el área de cada átomo por el espesor de la capa es aproximadamente 
lo mismo que el volumen Y, ocupado por un solo átomo. Y por lo tanto, para que 
pueda haber equilibrio, debemos tener que N, = Na es decir, 


ne = (0/1 Je (42.4) 


Podemos cancelar las v puesto que son iguales; aunque una sea la velocidad de una 
molécula en el vapor y la otra la de una molécula que se está evaporando, son igua- 
les, ya que sabemos que su energía cinética media (en una dirección) es į&T. Pero 
alguien puede objetar: “¡Nó! ¡No! Estas son especialmente las más rápidas; son las 
que han tomado energia adicional”. Realmente no es asi, ya que en el momento en 
que empiezan a separarse del liquido tienen que perder esta energia adicional en 
favor de la energía potencial. Por ello, a medida que llegan a la superficie, ¡reducen 
su velocidad a v! Es lo mismo que vimos en nuestra discusión de la distribución de 
velocidades moleculares en la atmósfera —abajo, las moléculas tienen una cierta dis- 
tribución de energía. Las que llegan arriba tienen la misma distribución de energía, 
puesto que las lentas no llegaron y las rápidas perdieron velocidad. Las moléculas 
que se están evaporando tienen la misma distribución de energia que las que están 
dentro —un hecho bastante notable—. De todos modos, es inútil seguir discutiendo 
con tanto detalle nuestra fórmula a causa de otras inexactitudes, tales como la pro- 
babilidad de ser rechazadas en lugar de entrar en el liquido, etc. Tenemos, pues, una 
idea vaga de la rapidez de evaporación y condensación y vemos, naturalmente, que 
la densidad de vapor n varia en la misma forma que antes. pero ahora lo hemos 
comprendido en mas detalle en lugar de tenerlo como una fórmula arbitraria. 
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Esta comprensión más profunda nos permite analizar algunas cosas. Por ejemplo, 
supongan que bombeásemos el vapor a una velocidad tal que sacásemos el vapor en 
cuanto se forma (si tuviésemos bombas buenas y el liquido se evaporase muy des- 
pacio), ¿con qué rapidez ocurriria la evaporación si mantuviésemos el liquido a una 
temperatura 7? Supongan que medimos antes experimentalmente la densidad de 
vapor en equilibrio, por lo que sabemos, a la temperatura dada, cuántas moléculas 
por unidad de volumen estan en equilibrio con el liquido. Ahora querríamos saber 
con qué rapidez se evaporará. Aunque solamente hemos utilizado un análisis apro- 
ximado en lo que concierne a la evaporación, el número de moléculas de vapor 
que llegaban no se estudio tan mal, aparte del factor desconocido del coeficiente de 
reflexión. Por lo tanto, podemos usar el hecho de que el número de las que están sa- 
liendo, en el equilibrio, es igual al número de las que llegan. Es verdad que estamos 
quitando el vapor por lo que sólo hay moléculas que salen, pero si no se tocase el 
vapor, se alcanzaria la densidad de equilibrio para la cual el número de las que vuel- 
ven sería igual al número de las que se están evaporando. En resumen, podemos ver 
fácilmente que el número de las que abandonan la superficie por segundo es igual 
al coeficiente de reflexión desconocido R por el número de las que volverian a la su- 
perficie por segundo si el vapor estuviese presente, porque así es como se balancea- 
ria la evaporación en el equilibrio: 


N, = wR = (R/V eT "T. (42,5) 


El número de moléculas provenientes del vapor que chocan con la superficie del 
liquido es, naturalmente, facil de calcular, ya que no necesitamos conocer tanto acer- 
ca de las fuerzas como cuando nos preocupamos de cómo logran escapar a través 
de la superficie del liquido; es mucho más facil hacer el razonamiento en el orden 
inverso. 
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Podemos dar otro ejemplo de una situación muy práctica que es semejante a la 
evaporación de un liquido —tan semejante que no vale la pena hacer un análisis 
separado. Es esencialmente el mismo problema. En una válvula de radio hay una 
fuente de electrones, un filamento de tungsteno calentado, y una placa cargada posi- 
tivamente para atraer a los electrones. Cualquier electrón que escapa de la superfi- 
cie de tungsteno es inmediatamente arrastrado a la placa. Esta es nuestra “bomba” 
ideal, que está “bombeando” fuera los electrones todo el tiempo. Ahora la pre- 
gunta es: ¿Cuántos electrones pueden salir por segundo de un pedazo de tungsteno 
y cómo varia este número con la temperatura? La respuesta a este problema es la 
misma de (42.5), porque resulta que en un pedazo de metal los electrones son atrai- 
dos hacia los iones, o hacia los átomos del metal. Podemos decir grosso modo que 
son atraidos hacia el metal. Para que un electrón salga de un pedazo de metal, se ne- 
cesita una cierta cantidad de energía o trabajo para sacarlo. Este trabajo es diferente 
para diferentes clases de metales. De hecho, varia incluso con el estado de la su- 
perficie de una clase dada de metal, pero el trabajo total puede ser de unos pocos 
electronvolts, que es, entre paréntesis, tipico de la energia involucrada en reacciones 
quimicas. Podemos recordar el último hecho recordando 
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que el voltaje en una celda quimica tal como una pila de linterna, que se produce me- 
diante reacciones quimicas, es de alrededor de un voltio. 


¿Cómo podemos saber cuántos electrones salen por segundo? Sería bastante 
difícil analizar los efectos en los electrones que salen; es más fácil analizar la situa- 
ción de modo inverso. Asi, podriamos comenzar imaginando que no nos llevásemos 
los electrones y que ellos fuesen como un gas y pudiesen volver al metal. Luego, 
habria una cierta densidad de electrones en equilibrio que por supuesto estaría dada 
por exactamente la misma fórmula que (42.1), donde V, es el volumen por electrón 
en el metal, aproximadamente, y W es igual a q,p, donde y es el llamado potencial 
de arranque, o sea el voltaje que se necesita para sacar un electrón de la superfície. 
Esto nos diría cuántos electrones tendría que haber en el espacio circundante inci- 
diendo sobre el metal para balancear a los que están saliendo. Y entonces es fácil 
calcular cuántos están saliendo si quitamos los que rodean el metal, ya que el númie- 
ro de los que salen es exactamente igual al número de los que incidirian con la den- 
sidad anterior del “vapor” electrónico. En otras palabras, la respuesta es que la 
corriente de electricidad que entra por unidad de área es igual a la carga de cada 
uno por el número que llega por segundo por unidad de área, lo cual es el número 
por unidad de volumen por la“velocidad, como hemos visto muchas veces: 


I= qeu = (qv/Vaje TtT, (42.6) 


Ahora bien, un electronvolt corresponde a kT a una temperatura de 11.600 grados. 
El filamento del tubo puede estar trabajando a una temperatura, digamos, de 1.100 
grados, por lo que el factor exponencial es algo asi como e~t’; cuando variamos 
la temperatura un poquito, el factor exponencial cambia mucho. De nuevo tenemos 
que la característica central de la fórmula es e-44/k7, En realidad, el factor que va 
delante está totalmente errado —resulta que el comportamiento de los electrones en 
un metal no se describe correctamente mediante la teoria clásica, sino mediante la 
mecánica cuántica, pero esto no hace sino cambiar un poco dicho factor—. En reali- 
dad, nadie ha sido capaz de obtener correctamente esto, aunque muchos han usado 
la mecánica cuántica de alta categoría para sus cálculos. El gran problema es: 
¿cambia W ligeramente con la temperatura? Si es así, no se puede distinguir una W 
que cambia lentamente con la temperatura, de un coeficiente diferente delante. Esto 
es, si W cambia linealmente, digamos, con la temperatura, de manera que W = 
Wo + akT, tendriamos 


-WIT ¿Wo + ok TT ¿09 Wo/KT 


e e 


O sea, una W que depende linealmente de la temperatura es equivalente a una 
“constante” diferente. Es realmente muy dificil y de ordinario inútil obtener exacta- 
mente el coeficiente que va delante. 


42-3 lonización térmica 


Veamos ahora otro ejemplo de la misma idea; siempre la misma idea. Tiene que 
ver con la ionización. Supongan que tenemos en un gas un montón de átomos en es- 
tado neutro, digamos, pero que el gas está caliente y los átomos se pueden 
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ionizar. Querríamos saber cuántos iones hay en una circunstancia determinada si 
tenemos una cierta densidad de átomos por unidad de volumen a una cierta tempera- 
tura. Consideramos de nuevo una caja en la que hay N átomos que pueden contener 
electrones. (Si un electrón ha salido de un átomo, éste se llama ¡on y si el átomo es 
neutro se llamará simplemente átomo.) Supongan entonces que, en un momento dado, 
el número de átomos neutros es n, el número de iones es n; y el número de elec- 
trones es Me todos por unidad de volumen. El problema es: ¿Cuál es la relación 
entre estos tres números? 


En primer lugar, tenemos dos condiciones de vinculo para los números. Por 
ejemplo, según variemos diferentes condiciones, como la temperatura u otras cosas, 
n, + n; permanecerá constante, ya que esto es simplemente el número N de núcleos 
atómicos que hay en la caja. Si conservamos fijo el número de núcleos por unidad 
de volumen y cambiamos, por ejemplo, la temperatura, a medida que la ionización 
tiene lugar algunos átomos pasarán a iones, pero el número total de átomos más 
iones será constante. Esto es, na + n;= N. Otra condición es que si el gas total 
tiene que estar eléctricamente neutro (y no tenemos en cuenta una doble o triple 
ionización), esto significa que el número de iones es igual al número de electrones 
para cualquier tiempo, o sea n; = n,. Estas son ecuaciones subsidiarias que expresan 
simplemente la conservación de la carga y la conservación de los átomos. 


Estas ecuaciones son ciertas y las usaremos finalmente cuando consideremos 
un problema real. Pero queremos obtener otra relación entre las cantidades. Lo po- 
demos hacer como sigue. Usamos de nuevo la idea de que se necesita una cierta 
cantidad de energia para sacar al electrón del átomo. que llamaremos energia de 
ionización, y la escribiremos como W para que todas las fórmulas se parezcan. Asi, 
W es la energia necesaria para sacar un electrón de un átomo y convertirlo en un 
ion. Ahora decimos de nuevo que el número de electrones libres por unidad de volu- 
men en el “vapor” es igual al número de electrones ligados a los atomos por unidad 
de volumen por e elevado a menos la diferencia de energia entre estar ligado y estar 
libre, sobre kT. Otra vez tenemos la ecuación básica. ¿Cómo podemos escribirla? 
El número de electrones libres por unidad de volumen seria, naturalmente, nę ya que 
ésta es la definición de n. Ahora bien, ¿qué hay del número de electrones ligados 
a los átomos por unidad de volumen? El número total de lugares donde podriamos 
colocar los electrones es aparentemente n, + n; y supondremos que cuando están 
ligados, cada uno de ellos lo está dentro de un cierto volumen V, Luego, la canti- 
dad total de volumen disponible para los electrones que estarian ligados es (n, + n) 
V¿ y de ese modo podriamos querer escribir nuestra fórmula en la forma 


Es Ma —W IT 
de (Ma + nVa e : 
Sin embargo, la fórmula es errónea en un punto esencial, que es el siguiente: cuando 
ya hay un electrón en un átomo, ¡otro electrón no puede venir jamás a ese volumen! 
En otras palabras, todos los volúmenes de todos los lugares posibles no están real- 
mente disponibles para aquel electrón que está tratando de decidir si estar o no en 
el vapor o en la posición condensada, porque en este problema hay una caracteris- 
tica adicional: cuando un electrón se encuentra donde está otro electrón, no se le 
permite ir —es repelido—. Por esta razón, resulta que deberiamos contar 
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solamente aquella parte del volumen que está disponible para que un electrón se 
quede o no. Esto es, las partes que ya están ocupadas no cuentan en el volumen 
total disponible, sino que el único volumen que se permite es el de los iones, dónde 
hay lugares vacios para que el electrón vaya. Luego, en estas circunstancias, encon- 
tramos que un modo mejor de escribir nuestra fórmula es 


Nei _ A 42.7 
nmn Bo Ged 


Esta fórmula se llama ecuación de ionización de Saha. Veamos ahora si podemos 
entender cualitativamente por qué una fórmula como ésta es cierta, haciendo uso de 
las cosas cinéticas que están ocurriendo. 


En primer lugar, de vez en cuando un electrón llega a un ion y se combinan 
para formar un átomo. Y también de vez en cuando, un átomo sufre una colisión 
y se separa en un ion y un electrón. La rapidez de ambos procesos debe ser igual. 
¿Con qué rapidez se encuentran los electrones y los iones? La rapidez aumenta cier- 
tamente si aumenta el número de electrones por unidad de volumen. También 
aumenta si aumenta el número de ¡ones por unidad de volumen. Esto es, la rapidez 
total a la cual ocurre la recombinación es ciertamente proporcional al número de 
electrones por el número de iones. Ahora bien, la rapidez total a la que está ocu- 
rriendo la ionización debido a las colisiones debe depender linealmente del número 
de átomos que hay para ser ionizados. Y por consiguiente ambas rapideces se balan- 
cearán cuando haya alguna relación entre el producto n,n; y el número de átomos n,. 
El hecho de que suceda que esta relación está dada por esta fórmula particular, don- 
de W es la energia de ionización, es naturalmente algo más de información, pero po- 
demos entender fácilmente que la formula contendria necesariamente las concentra- 
ciones de los electrones, iones y átomos en la combinación n,n/n, para producir 
una constante independiente de las n, y dependiente solamente de la temperatura, 
de las secciones eficaces atómicas y otros factores constantes. 


También podemos notar que, puesto que en la ecuación intervienen los números 
por unidad de volumen, si tuviésemos que hacer dos experimentos con un número 
total N de átomos más iones, o sea con cierto número fijo de núcleos, pero usando 
cajas de volúmenes diferentes, las n serian más pequeñas en la caja más grande. 
Pero, puesto que el cociente n,n;/n, permanece igual, el número total de iones y elec- 
trones debe ser mayor en la caja más grande. Para ver esto, supongan que hay N 
núcleos dentro de una caja de volumen V y que una fracción fde ellos está ionizada. 
Entonces, ne = [N/V y n, = (1-/)N/V. Nuestra ecuación se convierte en 


AA (42.8) 


f? 
a Va 


S 
En otras palabras, si tomamos una densidad de átomos cada vez más pequeña, o 
hacemos el volumen donde están encerrados cada vez mayor, la fracción f de iones 
y electrones debe aumentar. Esta ionización, sólo por “expansión” a medida que la 
densidad disminuye, es la razón por la cual creemos que a densidades muy bajas, 
tales como en el espacio frio entre las estrellas, puede haber iones presentes, aunque 
no lo podamos entender desde el punto de vista de la energía disponible. Aunque 
se necesitan muchos, muchos kT de energía para hacerlos, hay iones presentes. 


N e WIT 
[4 
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¿Por qué puede haber iones presentes cuando hay tanto espacio alrededor, 
mientras que si aumentamos la densidad los iones tienden a desaparecer? Respuesta: 
Consideren un átomo. De vez en cuando, luz, u otro átomo, o un ¡on o cualquier 
cosa que sea la que mantiene el equilibrio térmico, lo golpea. Muy raramente, ya que 
se necesita una cantidad tremenda de energía adicional, un electrón sale y queda 
un ion. Ahora bien, si el espacio es enorme, ese electrón vaga y vaga y quizás no 
llega cerca de algo en años. Pero alguna vez en un tiempo muy grande, si vuelve 
a un ion y se combinan para formar un átomo. Por lo que la rapidez a la que los 
electrones salen de los átomos es muy pequeña. Pero si el volumen es enorme, un 
electrón que ha escapado toma tanto tiempo en encontrar otro ion para recombinar- 
se, que su probabilidad de recombinación es muy, pero muy pequeña; asi, a pesar 
de la gran energía adicional que se necesita, puede haber un número razonable de 
electrones. 


42-4 Cinética química 


La misma situación que acabamos de llamar “ionización” se encuentra también 
en una reacción química. Por ejemplo, si dos objetos A y B se combinan para for- 
mar un compuesto AB, entonces si pensamos por un momento, vemos que AB es lo 
que hemos llamado un átomo, B es lo que llamamos un electrón y A lo que llama- 
mos un ion. Con estas sustituciones, las ecuaciones de equilibrio tienen exactamente 
la misma forma: 


PATB peT NT. (42.9) 


Desde luego, esta fórmula no es exacta puesto que la “constante ” c depende del volu- 
men que se permita a A y B para combinarse, etc., pero mediante razonamientos 
termodinámicos se puede identificar el significado de W en el factor exponencial, y 
resulta que es muy próximo a la energía que se necesita en la reacción. 


Supongan que hemos intentado entender esta fórmula como resultado de coli- 
siones, muy parecido al modo como entendimos la fórmula de evaporación, argu- 
mentando acerca de cuántos electrones salian y cuántos volvian por unidad de 
tiempo. Supongan que A y B se combinan de vez en cuando mediante una colisión 
para formar un compuesto AB. Y supongan que el compuesto AB es una molécula 
complicada que camina al azar y que es golpeada por otras moléculas, y que de vez 
en cuando obtiene energia suficiente para explotar y romperse de nuevo en A y B. 


Ahora bien, en las reacciones quimicas resulta realmente que si los átomos se 
acercan con energias muy pequeñas, aun cuando se pueda emplear alguna energia 
en la reacción A + B > AB, el hecho de que A y B se puedan tocar no hace que la 
reacción comience necesariamente. Se requiere usualmente que la colisión sea bas- 
tante dura, de hecho, para hacer que la reacción comience —una colisión “suave” 
entre A y B puede no originarla, aunque se utilice alguna energía en el proceso—. 
Asi, pues, supongamos que es muy común en reacciones químicas que, para que de 
A y B se forme AB, no basta que choquen entre si, sino que tienen que hacerlo con 
energía suficiente. Esta energía se llama energía de activación —energia que se nece- 
sita para “activar” la reacción—. Llamemos A* a la energia de activación, energia 
adicional necesaria en una colisión 
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Fig. 42-1. Relación de energía para la 
In reacciónA + B > AB. 


para que la reacción pueda ocurrir realmente. Entonces, en la velocidad Rya la que 
A y B produce AB intervendria el número de átomos de A por el número de átomos 
de B, por la velocidad a la cual un solo átomo golpearia una cierta sección eficaz 
Op Por un factor e-4*/XT, que es la probabilidad de que tengan energía suficiente: 


R; = nanguo pe ET (42.10) 


Ahora tenemos que encontrar la velocidad opuesta R,. Hay una cierta probabilidad 
de que AB se desintegre. Para que pueda hacerlo, no solamente debe tener la ener- 
gia W que necesita para que se separen, sino que así como era dificil que A y B se 
juntasen, hay una especie de loma sobre la cual A y B tienen que pasar para sepa- 
rarse de nuevo; no sólo deben tener bastante energia para estar en condiciones de 
separarse, sino además una cierta energía adicional. Es como trepar una loma para 
llegar a un valle profundo; tienen que trepar la loma para entrar y tienen que tre- 
par para salir del valle y volver atrás (Fig. 42-1). Por lo tanto, la velocidad con la que 
AB vuelve a B será proporcional al número n4g que hay presente por eW + 4%)/kT. 


R, = Ca ¿e (42.11) 


La c incluirá el volumen de los átomos y las colisiones por unidad de tiempo que po- 
demos calcular con áreas y tiempos y espesores, como hicimos en el caso de evapora- 
ción; pero no lo haremos. La caracteristica principal de interes para nosotros es 
que cuando estas dos velocidades son iguales, su cociente nos da la unidad. Esto nos 
dice que n¿Ap/n ¿y = ce-W/K, igual que antes, donde c involucra las secciones efecti- 
vas, las velocidades y otros factores independientes de las n. 


Lo interesante es que la velocidad de la reacción también varia como: e—*onsukT, 
aunque la constante no es la misma que la que rige las concentraciones; la energia 
de activación 4* es muy diferente de la energia W. W rige las proporciones de A, B 
y AB que tenemos en equilibrio, pero si queremos saber con qué velocidad A + B 
pasa a AB, esto no es una cuestión de equilibrio y por consiguiente una energía di- 
ferente, la energía de activación, rige la velocidad de reacción mediante un 
factor exponencial. 


Además, A* no es una constante fundamental como W. Supongan que en la su- 
perficie de la pared —o en algún otro lugar— A y B se pudiesen adherir temporalmen- 
te de tal modo que pudiesen combinarse más facilmente. En otras palabras, podría- 
mos encontrar un “túnel” a través de la loma o quizás una loma más baja. Por 
conservación de la energia, cuando esté todo terminado habremos hecho AB a partir 
de A y B, por lo que la diferencia de energia W será enteramente independiente del 
modo en que ocurrió la reacción, 
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pero la energia de activación A* dependerá muchísimo del modo en que ocurre la 
reacción. Esto explica por qué las reacciones quimicas son muy sensibles a las con- 
diciones exteriores. Podemos cambiar la velocidad colocando una superficie de una 
clase diferente, podemos colocarla en un “barril diferente”, por ejemplo, y ocurrirá 
a una velocidad diferente, si ésta depende de la naturaleza de la superficie. O si co- 
locamos dentro un tercer objeto diferente, puede cambiar muchisimo la velocidad; 
algunas cosas producen enormes cambios en la velocidad simplemente cambiando 
A* un poquito —se les llama catalizadores—. Puede ocurrir que una reacción prácti- 
camente no se lleve a cabo porque A* es demasiado grande a la temperatura dada, 
pero cuando introducimos esta sustancia especial, el catalizador, entonces la reac- 
ción es verdaderamente rápida porque A* se ha reducido. 

Entre paréntesis, hay alguna dificultad con tal reacción, A más B da AB, porque 
no podemos conservar a la vez energia y momentum cuando tratamos de colocar 
juntos dos objetos para formar uno que es más estable. Por consiguiente, necesita- 
mos por lo menos un tercer objeto C y por ello la verdadera reacción es mucho más 
complicada. En la velocidad hacia adelante interviene el producto n4ngnç y podría 
parecer que nuestra fórmula va a ser errónea, pero ¡no! Cuando consideramos la ve- 
locidad a la que AB va en la otra dirección, encontramos que también necesita coli- 
dir con C, por lo que en la velocidad inversa interviene n4pñç; las nc se cancelan en 
la fórmula para las concentraciones de equilibrio. La ley de equilibrio (42.9) que es- 
cribimos primero está absolutamente garantizada como verdadera ¡cualquiera sea el 
mecanismo de la reacción! 


42-5 Leyes de radiación de Einstein 


Volvemos ahora a una interesante situación análoga que tiene que ver con la 
ley de radiación de cuerpo negro. En el capítulo anterior calculamos la ley de 
distribución para la radiación en una cavidad del modo que Planck lo hizo, consi- 
derando la radiación de un oscilador. El oscilador tiene que tener una cierta energía 
media, y como está oscilando, radiaria y seguiria bombeando radiación a la cavi- 
dad hasta que amontonase tanta que balancease la absorción emisión. Así encontra- 
mos que la intensidad de radiación a la frecuencia œw estaba dada por la fórmula 


huido 


mc? (e AT T 1) 


(42.12) 


Iw) du 


Este resultado contenia la suposición de que el oscilador que generaba la radiación 
tenia niveles de energia definidos e igualmente espaciados. No dijimos que la luz 
tenia que ser un fotón o algo parecido. No discutimos acerca de cómo, cuando un 
átomo pasa de un nivel a otro, la energia tiene que salir en una unidad de energia, 
hw, en forma de luz. La idea original de Planck fue que era la materia la que esta- 
ba cuantizada y no la luz: los osciladores materiales no pueden tomar simplemente 
cualquier energia, sino que lo tienen que hacer en bloques. Además, el problema 
con la derivación es que era parcialmente clásica. Calculamos la rapidez de radia- 
ción de un oscilador de acuerdo a la fisica clásica; después le dimos la vuelta y 
dijimos: “No, este oscilador tiene muchos niveles de energia”. Asi que gradual- 
mente, con el fin de encontrar el resultado correcto, el resultado completamente 
cuántico, hubo un desarrollo lento que culminó en la mecánica cuántica de 1927. 
Pero entretanto, Einstein intentó convertir el punto de vista de Planck de que sola- 
mente los osciladores 
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m 
-- Emisión espontánea 


Absorción “7 —=— Emisión inducida Fig. 42-2. Transiciones entre dos niveles 
n 


= de energía de un átomo. 


de materia estaban cuantizados, a la idea de que la luz era realmente fotones y podia 
ser considerada de algún modo como particulas con energia fw. Además, Bohr 
había indicado que cualquier sistema de átomos tiene niveles de energía, pero 
que éstos no se encuentran necesariamente igualmente espaciados como el oscilador 
de Planck. Así que fue necesario volver a derivar o por lo menos volver a discutir 
la ley de radiación desde un punto de vista cuántico más completo. 


Einstein supuso que la fórmula de Planck estaba bien y la usó para obtener 
alguna información nueva, desconocida anteriormente, acerca de la interacción de 
la radiación con la materia. Su discusión fue como sigue: Consideren dos cuales- 
quiera de los muchos niveles de energia de un átomo, digamos los niveles m-ésimo 
y n-ésimo (Fig. 42-2). Ahora bien, Einstein propuso que cuando luz de frecuencia 
apropiada incide sobre ese átomo, éste puede absorber ese fotón de luz y efectuar 
una transición del estado n al m, y que la probabilidad de que ocurra así por se- 
gundo depende naturalmente, de los dos niveles, pero es proporcional a la inten- 
sidad de la luz que está incidiendo. Llamemos a esta constante de proporcionalidad 
Bum, Simplemente para tener presente que no es una constante universal de la na- 
turaleza, sino que depende del par particular de niveles: algunos niveles son 
faciles de excitar y otros dificiles. Ahora bien, ¿cuál va a ser la fórmula para la 
probabilidad de emisión de m a n? Einstein propuso que debe constar de dos partes. 
En primer lugar, aun cuando no hubiese luz presente, habria alguna probabilidad 
de que un átomo en un estado excitado pasase a un estado más bajo emitiendo 
un fotón; a esto lo llamaremos emisión espontánea. Es análogo a la idea de que 
un oscilador con una cierta cantidad de energia, aun en fisica clásica, mo la 
guarda sino que la pierde por radiación. Asi, lo análogo de la radiación espontánea 
de un sistema clásico es que si un átomo está en un estado excitado hay una 
cierta probabilidad Amm que también depende de los niveles, de que baje de m a n 
y esta probabilidad es independiente de si hay luz iluminando el átomo o no. Pero 
entonces Einstein fue más lejos y mediante la comparación con la teoría clásica y 
otros argumentos concluyó que la emisión también se veia influenciada por la pre- 
sencia de luz —que cuando la luz de frecuencia apropiada ilumina el átomo, éste 
tiene una probabilidad mayor de emitir un fotón, la cual es proporcional a la in- 
tensidad de la luz, con la constante de proporcionalidad B,,,—. Más tarde, si de- 
ducimos que este coeficiente es cero, habremos demostrado que Einstein estaba 
equivocado. Pero, naturalmente, encontraremos que tenia razón. 


Asi, Einstein supuso que hay tres clases de procesos: una absorción propor- 
cional a la intensidad de la luz, una emisión proporcional a la intensidad de la 
luz llamada emisión inducida y algunas veces emisión estimulada, y una emisión 
espontánea independiente de la luz. 


Supongan ahora que tenemos, en el equilibrio a una temperatura T, un cierto 
número de atomos N, en el estado n y otro número N,, en el estado m. Entonces, 
el número total de átomos que van a pasar de n a m es el número de los que están 
en el estado n 
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por la probabilidad por segundo de que si uno está en n pase a m. La fórmula para 
el número de los que van a pasar de n a m por segundo es: 


Room = NaBumi(w). (42.13) 


Del mismo modo, el número de los que pasarán de m a n se expresa, como el nú- 
mero N,, de los que están en m multiplicado por la probabilidad por segundo de 
que cada uno baje a n. La expresión es 


Rmn a mlÁmn + Bm 1(w)]. (42.14) 


Supondremos ahora que en el equilibrio térmico el número de átomos que suben 
debe ser igual al número de los que bajan. Por lo menos es un modo de asegurar- 
se que el número de átomos permanezca constante en cada nivel*. Consideramos 
entonces que estas dos probabilidades son iguales en el equilibrio. Pero tenemos 
aún otra información: sabemos lo grande que es Nm comparado con N, —su cociente 
es e” (Em-Em/kT—, Ahora supuso Einstein que la única luz que efectivamente produce 
la transición de n a m es aquella que tiene la frecuencia correspondiente a la diferen- 
cia de energia, por lo que E, — E, = Aw en todas nuestras fórmulas. Entonces 


Np = Npe T, (42.15) 


Y si igualamos las dos probabilidades, N,B,,,(w)= NiylAny + Bmt) y 
dividimos por N,,, obtenemos 


Banl(wJe T = Ann + Bmnl(c0). - (42.16) 
A partir de esta ecuación, podemos calcular /(4»). Es simplemente 
Iw) = a (42.17) 


fo [KT ' 
Bane aan Bn n 


Pero Planck nos ha dicho antes que la fórmula debe ser (42.12). Por lo que podemos 
deducir algo: en primer lugar, B,,, debe ser igual a B,,,, puesto que de otra forma 
no podemos obtener (e%»/*T-. 1), Asi, Einstein descubrio algunas cosas que no supo 
cómo calcular, en especial que la probabilidad de emisión inducida y la probabilidad 
de absorción deben ser iguales. Esto es interesante. Y además para que (42.17) y 
(42.12) concuerden, 


A mn! B mn debe ser har [r e. (42.18) 


Asi, por ejemplo, si conocemos la probabilidad de absorción para un nivel dado. 
podemos deducir la probabilidad de emisión espontánea y la de emisión inducida o 
cualquier combinación. 

Hasta aquí es hasta donde Einstein o cualquier otro podia llegar usando tales 
razonamientos. Hoy en dia, computar la probabilidad absoluta de emisión espontá- 
nea O las otras probabilidades para cualquier transición atómica especifica requiere, 
naturalmente, un conocimiento de la maquinaria del átomo, llamada electrodinámica 
cuántica, que no se descubrió hasta once años mas tarde. Este trabajo de Einstein 
se hizo en 1916. 


* Este no es el único modo de arreglárnoslas para mantener constante el núrnero de átomos 


en los diversos niveles, pero es el que funciona. El hecho de que en el equilibrio térmico cada pro- 
ceso deba ser balanceado por su opuesto exacto es lo que se llama principio de balance detallado, 
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La posibilidad de emisión inducida ha encontrado actualmente aplicaciones inte- 
resantes. Si hay luz presente, tenderá a inducir la transición hacia abajo. La 
"transición añade su fía a la energia de luz disponible, si hay algunos átomos situa- 
dos en el estado superior. Podemos hacer, mediante algún método no termodinámi- 
co, que un gas tenga el número en el. estado m mucho más grande que el número en 
el estado n. Esto está muy lejos del equilibrio y no está dado entonces por la 
fórmula e-+/£T del equilibrio. También podemos hacer que el número en el estado 
superior sea muy grande, mientras que el del estado inferior sea prácticamente cero. 
En este caso, la luz que tiene la energía correspondiente a la diferencia de energias 
Es, — E, no será fuertemente absorbida, ya que no hay muchos átomos en el estado 
n que la puedan absorber. Por otro lado. cuando esta luz está presente. ¡inducirá la 
emisión desde este estado superior! Por lo tanto, si tenemos muchos átomos en el 
estado superior, habrá una especie de reacción en cadena en la cual, desde el mo- 
mento en que los átomos comiencen a emitir, otros más se verán forzados a emitir 
y todo el conjunto de átomos caerá de golpe. Esto es lo que se llama un láser o, 
en el caso del infrarrojo lejano, un máser. 


Fig. 42-3. Excitando un estado más alto 
h, mediante luz azul digamos, que puede 


Azul i ; a 
e emitir un fotón dejando átomos en el estado 


Roja, luz del láser m, el número en este estado se hace lo sufi- 
cientemente grande como para comenzar la 
n acción láser. 


Se pueden usar diversos artificios para obtener los átomos en el estado m. Podria 
haber niveles más altos a los cuales los átomos podrian ir si iluminásemos con un 
haz fuerte de luz de alta frecuencia. De estos niveles podrian gotear emitiendo 
varios fotones, hasta que todos se queden parados en el estado m. Si tienden a per- 
manecer en el estado m sin emitir, el estado se llama metastable. Y luego se hace 
que todos caigan de golpe por emisiones inducidas. Otro punto técnico más: si colo- 
camos este sistema en una caja ordinaria, radiaría espontáneamente en tantas direc- 
ciones diferentes, comparado con el efecto inducido, que aún tendriamos problemas. 
Pero podemos “acrecentar el efecto inducido, aumentar su eficiencia, colocando 
espejos casi perfectos en cada lado de la caja, de modo que la luz que es emitida 
tenga otra oportunidad, y otra oportunidad, y otra oportunidad, de inducir más emi- 
sión. Aunque los espejos son casi un cien por ciento reflectores, hay una pequeña 
cantidad de transmisión y un poco de luz sale fuera. Al final, a causa de la conser- 
vación de la energia, toda la luz sale uniformemente en una linda linea recta, lo cual 
da lugar a los haces de luz intensos que son posibles hoy en dia con los láseres. 
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Difusión 
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43-1 Colisiones entre moléculas 


Hasta ahora sólo hemos considerado los movimientos moleculares en un gas 
que se encuentra en equilibrio térmico. Ahora queremos estudiar lo que ocurre 
cuando se está cerca del equilibrio, pero no exactamente en el equilibrio. En un es- 
tado muy apartado del equilibrio, las cosas son extremadamente complicadas, pero 
muy cerca del equilibrio podemos examinar fácilmente lo que sucede. Para verlo 
debemos, sin embargo, volver a la teoría cinética. La mecánica estadistica y la ter- 
modinámica se ocupan del estado de equilibrio, pero fuera del equilibrio sólo po- 
demos analizar lo que ocurre átomo por átomo, por asi decir. 


Como ejemplo sencillo de una situación de falta de equilibrio, consideraremos 
la difusión de iones en un gas. Supongan que en un gas hay una concentración rela- 
tivamente baja de iones —moléculas cargadas eléctricamente—. Si aplicamos un 
campo eléctrico al gas, sobre cada ion actuará una fuerza que es diferente de las 
fuerzas entre las moléculas neutras del gas. Si no hubiera otras moléculas presentes, 
un ion tendría una aceleración constante hasta alcanzar la pared del recipiente. Pero 
no lo puede hacer debido a la presencia de las otras moléculas; su velocidad aumen- 
ta únicamente hasta que choca con una molécula y pierde su momentum. Comienza 
de nuevo a adquirir mayor velocidad y de nuevo pierde su momentum. 'El efecto 
resultante es que un ion se abre camino a lo largo de una trayectoria irregular, 
aunque con un movimiento neto en la dirección del campo eléctrico. Veremos que el 
ion experimenta un “arrastre” medio, con una velocidad media proporcional al cam- 
po eléctrico— cuanto más intenso es el campo eléctrico, más rápido va. Mientras el 
campo está aplicado y mientras el ion se está moviendo, no está, por supuesto, en 
equilibrio térmico: está tratando de llegar al equilibrio, que consiste en quedarse 
en el extremo del recipiente. Podemos calcular la velocidad de arrastre por medio de 
la teoría cinética. 


Resulta que con la matemática que sabemos actualmente, en realidad no pode- 
mos calcular con precisión lo que sucederá, pero podemos obtener resultados aproxi- 
mados que muestran los rasgos esenciales. Podemos descubrir cómo varían las cosas 
con la presión, 
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con la temperatura, etc., pero no será posible obtener exactamente los factores numé- 
ricos correctos que hay delante de todos los términos. En consecuen-ia, en nuestras 
derivaciones no nos preocuparemos del valor preciso de los factores numéricos. Sólo 
se los puede obtener con un tratamiento matemático mucho más refinado. 


Antes de considerar lo que sucede cuando no hay equilibrio, tendremos que exa- 
minar un poco más de cerca lo que pasa en un gas en equilibrio térmico. Tendremos 
que conocer, por ejemplo, cuál es el tiempo medio entre colisiones sucesivas de una 
molécula. 


Cualquier molécula experimenta una serie de colisiones con otras moléculas —na- 
turalmente que al azar—. En un largo periodo de tiempo 7, una molécula determinada 
sufrirá un cierto número N de choques. Si duplicamos la duración del intervalo habrá 
el doble de choques. Luego, el número de colisiones es proporcional al tiempo T. Lo 
escribiremos asi: 


N = T/T (43.1) 


Hemos escrito la constante de proporcionalidad en la forma 1 /r, donde 7 tiene dimen- 
siones de tiempo. La constante t es el tiempo medio entre colisiones. Supongan, por 
ejemplo, que hay 60 colisiones en una hora; t es entonces un minuto. Diríamos que 
t (un minuto) es el tiempo medio entre las colisiones. 


Muchas veces deseamos hacer la siguiente pregunta: “¿Cuál es la probabilidad 
de que una molécula experimente una colisión en el siguiente intervalo pequeño de 
tiempo dt?” La respuesta, que la podemos entender intuitivamente, es dt/r. Pero tra- 
temos de hacer un razonamiento más convincente. Supongan que había un gran número 
N de moléculas. ¿Cuántas tendrán colisiones en el siguienteintervalo dt? Si ha y equilibrio, 
nada varia en promedio con el tiempo. Por lo tanto, N moléculas esperando durante dt 
sufrirán el mismo número de colisiones que una molécula durante el tiempo N dt. 
Sabemos que ese número es N dt/t. Luego, el número de choques de N moléculas 
es N dt/r en el tiempo dt y la probabilidad de un choque para cualquier molécu- 
la es simplemente 1/N por ese valor, o sea (1/N) (N dt/r)= dt/r, como habiamos 
supuesto más arriba. Es decir, la fracción de moléculas que sufrirán una colisión 
en el tiempo dt es dt/r. Para dar un ejemplo, si t es un minuto, la fracción de 
moléculas que sufrirá colisiones en un segundo es 1/60. Esto significa, naturalmente, 
que 1/60 de las moléculas están por casualidad lo bastante cerca de donde van a cho- 
car como para que sus colisiones ocurran en el minuto siguiente. 


Cuando decimos que r, el tiempo medio entre colisiones, es un minuto, no quere- 
mos decir que todas las colisiones ocurrirán a intervalos exactos de un minuto 
Una particula determinada no tiene una colisión, espera un minuto y tiene otra coli- 
sión. Los tiempos entre colisiones sucesivas son completamente variables. No lo 
necesitaremos para el trabajo que sigue, pero podemos hacer una pequeña digresión 
para contestar la pregunta: “¿Cuáles som los tiempos entre colisiones?” Sabemos 
que para el caso anterior, el tiempo medio es un minuto, pero nos gustaria saber, 
por ejemplo, cuál es la probabilidad de que no tengamos ninguna colisión durante 
dos minutos. 

Encontraremos la respuesta a la pregunta general: “¿Cuál es la probabilidad de 
que una molécula ande durante un tiempo ż sin tener una colisión?” En un instante 


arbitrario —que llamamos £ = 0— comenzamos a observar una molécula determinada. 
¿Cuál es 
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la probabilidad de que llegue hasta £ sin chocar con otra molécula? Para calcu- 
lar esta probabilidad, observamos lo que está ocurriendo con todas las N, mo- 
léculas dentro de un recipiente. Después de haber esperado un tiempo f, encontra- 
remos que algunas habrán tenido colisiones. Sea N(t) el número que no ha tenido 
colisiones hasta el instante £. N(1) es, por supuesto, menor que N,. Podemos hallar 
N() porque sabemos cómo varía en el tiempo. Si sabemos que N(t) moléculas han 
llegado hasta £, el número que llega hasta £ + dt, N(t + dt), es menor que N(1) en el 
número que ha tenido colisiones durante dt. Hemos escrito más arriba el número 
que colide en dt en función del tiempo medio t: dN = N(1) dt/r. Tenemos la ecua- 
ción 


NG + de) = NO) MOL. (43.2) 


La cantidad del primer miembro, N(t + dt), se puede escribir, de acuerdo con las 
definiciones del cálculo infinitesimal, en la forma N(t) + (dN/dt)dt. Haciendo esta 
sustitución, la ecuación (43.2) da 


dN(t) N(0) 
A EN 43. 
dt T (028) 
El número de las que se pierden en el intervalo dt es proporcional al número de las 
presentes e inversamente proporcional a la vida media t. La ecuación (43.3) se pue- 
de integrar fácilmente si la escribimos en la forma 


o SE e. (43.4) 
Cada miembro es un diferencial exacto, por lo que la integral es 
In Nt) = —t/t + (una constante), (43.5) 
que es lo mismo que 
NA) = (constante)e-1/7. (43.6) 


Sabemos que la constante debe ser precisamente N,, número total de moléculas pre- 
sentes, puesto que a / = 0, todas empiezan a esperar su colisión “siguiente”. Pode- 
mos escribir nuestro resultado en la forma 


M0 = Noe". (43.7) 

Si deseamos la probabilidad P(t) de que no haya colisiones, la podemos obtener 
dividiendo N(t) por Ny: 

PO = et. (43.8) 


Nuestro resultado es: la probabilidad de que una molécula determinada sobreviva 
un tiempo £ sin sufrir colisiones es e*/r, donde 7 es el tiempo medio entre colisiones. 
La probabilidad comienza en 1 (o sea certeza) en t = O y disminuye a medida que t 
aumenta. La probabilidad de que la molécula evite colisiones durante un tiempo 
igual a 7 es e? = 0,37... La probabilidad de que lo haga durante un tiempo mayor 
que el tiempo medio 
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es menor que un medio. Eso está muy bien, porque hay bastantes 
antes de chocar no sufren colisiones durante tiempos muchos más 
tiempo medio, por lo que el tiempo medio puede seguir siendo r. 


moléculas que 
largos que el 


Al principio definimos t como el tiempo medio entre colisiones. El resultado 
obtenido en la ecuación (43.7) dice también que el tiempo libre entre un instante 
inicial arbitrario y la colisión siguiente es también t. Podemos demostrar este hecho 
un tanto sorprendente de la manera que sigue. El número de moléculas que sufren 
su colisión siguiente en el intervalo df a un tiempo f a partir de un instante inicial 
elegido arbitrariamente, es N(t) dt/t. Su “intervalo de tiempo hasta la siguiente co- 
lisión” es, por supuesto, precisamente t. El “tiempo medio hasta la colisión siguien- 
te” se obtiene de la manera habitual: 


: helos Está E 
tiempo medio hasta la colisión siguiente = -— f t pal . 
No Jo T 
Empleando el N(t) obtenido en (43.7) y calculando la integral, encontramos verdade- 
ramente que T es el tiempo medio desde cualquier instante hasta la colisión siguiente. 


43-2 El camino libre medio 


Otro modo de describir las colisiones moleculares es hablar, no del tiempo entre 
colisiones, sino del camino que recorre la particula entre colisiones. Si decimos que 
el tiempo medio entre colisiones es t y que las moléculas tienen una velocidad media 
y, podemos esperar que la distancia media entre colisiones, que llamaremos l, sea 
simplemente el producto de t y v. Esta distancia entre colisiones se denomina co- 
múnmente camino libre medio: 


camino libre medio /= tv. (43.9) 


En este capitulo seremos un poco imprecisos acerca de qué clase de promedio 
entendemos en cualquier caso particular. Los diversos promedios posibles —el valor 
medio, el valor medio cuadrático, etc.— son todos casi iguales y difieren en factores 
cercanos a uno. Como de todas maneras se necesita un análisis detallado para obte- 
ner los factores numéricos correctos, no es preciso que nos preocupemos de qué 
promedio se necesita para cualquier problema en particular. También podemos ad- 
vertir al lector que los simbolos algebraicos que estamos usando para algunas 
cantidades fisicas (por ejemplo, ! para el camino libre medio) no siguen una con- 
vención de aceptación general, principalmente porque no hay acuerdo general. 

Asi como la probabilidad de que una molécula tenga una colisión en un intervalo 
breve dt es igual a di/r, la probabilidad de que tenga una colisión al recorrer una 
distancia dx es dx/l. Usando los mismos razonamientos que anteriormente, el lector 
puede demostrar que la probabilidad de que una molécula recorra por lo menos una 
distancia x antes de tener el choque siguiente es e-*/!, 


La distancia media que una molécula recorre antes de chocar con otra —el cami- 
no libre medio /- dependerá de cuántas moléculas hay alrededor y del “tamaño” de 
las moléculas, es decir de lo grande que es el blanco que representan. El “tamaño” 
efectivo de un blanco en una colisión se describe habitualmente con una “sección 
eficaz de colisión”, el mismo concepto que se usa en la fisica nuclear o en problemas 
de dispersión de luz. 
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el área de colisión es o, 
X z 


área unitaria i 
A 
3 © 
Y “o o 


L5 
el número total de. el área total cubierta es øn,dx 
moléculas es n dx Fig. 43-1. Sección eficaz de colisión. 


Consideremos una particula en movimimento que recorre una distancia dx a 
través de un gas que tiene n) dispersores (moléculas) por unidad de volumen 
(Fig. 43-1). Si observamos cada unidad de área perpendicular a la dirección de mo- 
vimiento de la particula que hemos seleccionado, encontraremos que hay n, dx 
moléculas. Si cada una presenta un área efectiva de colisión, o como se llama co- 
múnmente, “sección eficaz de colisión” ge, el área total cubierta por los dispersores 
es 01,0 y. 


Por “sección eficaz de colisión” entendemos el área dentro de la cual debe estar 
ubicado el centro de nuéstra particula para que choque con una molécula determina- 
da. Si las moléculas fuesen pequeñas esferas (representación clásica) esperaríamos 
que o, = a(r; + r,)?, donde r, y r? son los radios de los dos objetos que chocan. La 
probabilidad de que nuestra partícula sufra una colisión es el cociente entre el área 
cubierta por las moléculas dispersoras y el área total, que hemos tomado igual a 
uno. Entonces, la probabilidad de una colisión al recorrer una distancia dx es sim- 
plemente ood: 

probabilidad de una colisión en dx = 0,1, dx. (43.10) 


Hemos visto más arriba que la probabilidad de una colisión en dx también se 
puede escribir en función del camino libre medio / como dx/l. Comparando esto con 
(43.1), podemos relacionar el camino libre medio con la sección eficaz de colisión: 


i AGENS, (43.11) 


que es más fåcil de recordar si la escribimos en la forma 
shl = 1. (43.12) 


Se puede interpretar que esta fórmula dice que debe haber una colisión, en pro- 
medio, cuando la particula recorre una distancia / tal que las moléculas dispersoras 
podrian cubrir exactamente el área total. En un volumen cilíndrico de longitud / y 
base de área unitaria, hay no! dispersores; si cada uno tiene un área ø, el área total 
cubierta es nylo,, que es precisamente una unidad de área. Toda el área no está cu- 
bierta, naturalmente, porque algunas moléculas están parcialmente escondidas detrás 
de otras. Es por esto que algunas moléculas van más allá de / antes de tener una co- 
lisión. Es sólo en promedio que las moléculas tienen una colisión cada vez que 
recorren la distancia / Podemos determinar la sección eficaz de colisión ø, a partir 
de medidas del camino libre medio /, y comparar el resultado con cálculos basados 
en una teoría detallada de la estructura atómica. ¡Pero esto ya es otro tema! Vol- 
vamos, pues, al problema de los estados fuera del equilibrio. 
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43-3 La velocidad de arrastre 


Queremos describir lo que le sucede a una molécula, o a varias moléculas, que 
en algún aspecto son diferentes de la gran mayoría de las moléculas de un gas. Nos 
referiremos a las moléculas “de la mayoria” como moléculas “de fondo” y llamare- 
mos moléculas “especiales”, o moléculas S, para abreviar, a las moléculas diferentes 
de las moléculas de fondo. Una molécula puede ser especial por cualquier número 
de razones: podria ser más pesada que las moléculas de fondo; podria ser un com- 
puesto químico diferente; podria tener carga eléctrica -es decir, podria ser un ion 
en un fondo: de moléculas no cargadas—. A causa de sus masas o cargas diferentes, 
las moléculas S pueden estar sujetas a fuerzas diferentes de las que actúan sobre las 
moléculas de fondo. Considerando lo que les sucede a estas moléculas S podemos 
comprender los efectos fundamentales que entran en juego de manera similar en 
muchos fenómenos diferentes. Para nombrar algunos: difusion de gases, corrientes 
eléctricas en baterías, sedimentación, separación centrifuga, etc. 


Comencemos concentrándonos en el proceso fundamental: una molécula S en 
un gas de fondo está sujeta a alguna fuerza especificable F (que podria ser, por 
ejemplo, gravitacional o eléctrica) y además a otras fuerzas no tan especificables 
debidas a las colisiones con las moléculas de fondo. Querriamos describir el compor- 
tamiento general de la molécula S. Lo que le ocurre, en detalle, es que se precipita 
de un lado para otro a medida que choca continuamente con otras moléculas. Pero 
si la observamos atentamente, vemos que hay cierto avance en la dirección de la 
fuerza F. Decimos que hay un arrastre superpuesto a su movimiento al azar. Que- 
rriamos saber cuál es la velocidad de su arrastre —su velocidad de arrastre— debida 
a la fuerza F. 


Si comenzamos a observar una molécula S en cualquier instante, podemos espe- 
rar que esté en alguna parte entre dos colisiones. Además de la velocidad con que 
quedó después de su última colisión, está adquiriendo una cierta componente de ve- 
locidad debido a la fuerza F. En un corto tiempo (un tiempo t en promedio) espe- 
rimentará una colisión y empezará un nuevo tramo de su trayectoria. Tendrá una 
nueva velocidad inicial pero la misma aceleración debida a F. 


Para no complicar las cosas por el momento, supondremos que después de cada 
colisión nuestra molécula S tiene un comienzo completamente “nuevo”. Es decir 
que no conserva el recuerdo de la aceleración pasada debida a F. Esta podria ser 
una hipótesis razonable si nuestra molécula S fuera mucho más liviana que las mo- 
léculas de fondo, pero seguramente no es válida en general. Más adelante discutire- 
mos una hipótesis mejorada. 

Por el momento, entonces, nuestra hipótesis es que la molécula S sale de cada 
colisión con una velocidad que puede estar en cualquier dirección con igual probabi- 
lidad. La velocidad inicial la llevará igualmente en todas direcciones y no contribuirá 
a ningún movimiento neto, por lo que no nos preocuparemos más de su velocidad 
inicial después de una colisión. Además de su movimiento al azar, cada molécula S 
tendrá, en cualquier momento, una vélocidad adicional en la dirección de la fuerza 
F, que ha adquirido desde su última colisión. ¿Cuál es el valor medio de esta parte 
de la velocidad? Es simplemente la aceleración F/m (donde m es la masa de la mo- 
lécula S) multiplicada por el tiempo medio transcurrido desde la última colisión. 
Ahora bien, el tiempo medio desde la última colisión debe ser igual al tiempo medio 
hasta la colisión siguiente, al cual hemos llamado 
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t más arriba. Por supuesto, la velocidad media debida a F es precisamente lo que 
hemos llamado velocidad de arrastre, por lo que tenemos la relación 


Fr, (43.12) 


y. = 
arrastre m 


Esta relación básica es el nudo de nuestro argumento. Puede haber alguna compli- 
cación para determinar r, pero el proceso fundamental está definido por la ecua- 
ción (43.13) 

Notarán ustedes que la velocidad de arrastre es proporcional a la fuerza. Des- 
afortunadamente no hay ningún nombre de uso general para la constante de 
proporcionalidad. Se han usado diferentes nombres para cada uno de los diversos 
tipos de fuerza. Si en un problema de electricidad la fuerza se escribe como la 
carga por el campo eléctrico, F =qE, la constante de proporcionalidad entre la 
velocidad y el campo eléctrico E se denomina comúnmente “movilidad”. A pesar de 
la posibilidad de un poco de confusión, utilizaremos el término movilidad para el co- 
ciente entre la velocidad de arrastre y la fuerza, cualquiera que sea la fuerza. Escri- 
bamos 


Varrastre = uF (43.14) 


en general, llamando movilidad a u. Según la ecuación (43.13) tenemos 


H = T/m. (43.15) 


La movilidad es proporcional al tiempo medio entre colisiones (hay menos colisiones 
para frenarla) e inversamente proporcional a la masa (mayor inercia significa menor 
velocidad adquirida entre colisiones). 


Para obtener el coeficiente numérico correcto en la ecuación (41.13), que está 
correcta tal como está, se necesita algún cuidado. Sin intención de confundir, 
debemos aún señalar que los razonamientos tienen una sutileza que sólo se puede 
apreciar por medio de un estudio cuidadoso y detallado. Para ilustrar que hay difi- 
cultades a pesar de las apariencias, repetiremos el camino que nos llevó a la ecua- 
ción (43.13) de un modo razonable pero errado (jy es el que se encontrará en 
muchos libros de texto!). 

Podriamos haber dicho: el tiempo medio entre colisiones es t. Después de una 
colision la particula parte con una velocidad al azar, pero adquiere una velocidad 
adicional entre colisiones que es igual a la aceleracion por el tiempo. Como tarda 
el tiempo 7 en llegar a la colisión siguiente, llega con la velocidad (F/m) t. En el mo- 
mento de la colisión tenia velocidad nula. Luego entre las dos colisiones tiene en 
promedio una velocidad que es la mitad de la velocidad final, por lo que la velocidad 
media de arrastre es ¿Fr/m. (¡Errado!) Este resultado es incorrecto y el de la 
ecuación (43.13) es correcto. aunque los argumentos puedan parecer igualmente 
satisfactorios. La razón de que el segundo resultado esté errado es algo sutil y tiene 
que ver con lo siguiente: el razonamiento se hace como si todas las colisiones estu- 
viesen separadas por el intervalo medio 7. El hecho es que algunos tiempos son más 
cortos y otros más largos que el intervalo medio. Los tiempos cortos se presentan 
más a menudo pero dan una contribución menor a la velocidad de arrastre porque 
dan menos oportunidad de “ponerse a andar realmente”. Si se toma debida cuenta 
de la distribución de tiempos libres entre colisiones, se puede demostrar que no debe estar 
el factor 1, obtenido en el segundo razonamiento. El error se cometió al tratar de re- 
lacionar mediante un argumento simple la velocidad final media con la velocidad 
media misma. 
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La relación no es simple, de modo que es mejor que nos concentremos en lo que que- 
remos: la velocidad media misma. El primer razonamiento que hicimos determina la 
velocidad media directamente —¡y correctamente!— ¡Pero quizás ahora podemos ver 
por qué en general no trataremos de obtener los coeficientes numéricos correctos en 
nuestras derivaciones elementales! 


Volvamos ahora a nuestra hipótesis simplificativa: cada colisión suprime el re- 
cuerdo del movimiento pasado —después de cada colisión se tiene una nueva parti- 
da—. Supongan que nuestra molécula § es un objeto pesado en un fondo de molécu- 
las más ligeras. Por lo tanto nuestra molécula S no perderá su momentum “hacia 
adelante” en cada colisión. Serian necesarias varias colisiones para que su movi- 
miento se “azarizara” de nuevo. En su lugar deberíamos suponer que en cada coli- 
sión —en cada intervalo r en promedio- pierde cierta fracción de su momentum. No 
elaboraremos los detalles, sino que diremos simplemente que el resultado es 
equivalente a reemplazar r, tiempo medio de colisión, por un 7 nuevo —y más largo— 
que corresponde al “tiempo medio de olvido”, el tiempo medio que tarda en olvidar 
su momentum hacia adelante. Con esta interpretación de t podemos usar nuestra 
fórmula (43.15) en situaciones que no son tan simples como la que supusimos ini- 
cialmente. 


43-4 Conductividad iónica 


Apliquemos ahora nuestros resultados a un caso particular. Supongan que .tene- 
mos un gas en un recipiente en el que también hay algunos iones —atomos o molécu- 
las con una carga eléctrica neta—. Mostramos esquemáticamente la situación en la 
figura 43-2. Si dos paredes opuestas del recipiente son placas metálicas, podemos 
conectarlas a los terminales de una bateria y producir asi un campo eléctrico en el 
gas. El campo eléctrico dará lugar a una fuerza sobre los iones, por lo que comenza- 
rán a desplazarse hacia una u otra de las placas. Se inducirá una corriente eléctrica 
y el gas con sus iones se comportará como un resistor. Calculando el flujo de iones 
a partir de la velocidad de arrastre podemos determinar la resistencia. Preguntamos 
especificamente: ¿cómo depende el flujo de corriente eléctrica de la diferencia de 
potencial Y que aplicamos a las dos placas? 


o a o a 
Gas con N; iones por 
¿unidad de volumen 

E 


o =- 


A Aislador y 
So. GEA s A X P 
y Fig. 43-2. Corriente eléctrica en un gas 


x E > 
ionizado. 


A la bateria de voltaje V 
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Consideremos el caso de que nuestro recipiente es una caja rectangular de longi- 
tud b y sección transversal A (Fig. 43-2). Si la diferencia de potencial, o voltaje, 
entre una placa y otra es V, el campo eléctrico E entre las placas es V/b. (El po- 
tencial eléctrico es el trabajo que se hace al llevar una carga unitaria de una 
placa a la otra. La fuerza sobre una carga unitaria es E. Si E es el mismo en todos 
los puntos entre las placas, lo cual es una aproximación suficientemente buena por 
ahora, el trabajo realizado sobre una carga unitaria es simplemente Eb, de donde 
V = Eb.) La fuerza especial sobre un ion del gas es qE, de donde q es la carga del 
ion. La velocidad de arrastre del ion es entonces u por esta fuerza, o sea 


Varrastre = MF = qE = q k (43.16) 


Una corriente eléctrica 7 es el flujo de carga en la unidad de tiempo. La corriente 
eléctrica hacia una de las placas está dada por la carga total de los iones que lleguen 
a la placa en la unidad de tiempo. Si los iones se desplazan hacia la placa con la 
velocidad Varastres lOS que están dentro de una distancia (Varrastre* T) llegarán a la 
placa en el tiempo T. Si hay un n; iones por unidad de volumen, el número que llega 
a la placa en el tiempo T es (n;- Á- Varrastre * T). Cada ion lleva una carga q, por lo que 
tenemos 


carga recogida durante T = qn;A' arrastre T. (43.17) 


La corriente I es la carga recogida durante T dividida por T, de donde 
T= MAVarrastre” (43.18) 
Sustituyendo Vasastre dada por (43.16), tenemos 


2 AÁ 
I= ug ni y y. (43.19) 
Encontramos que la corriente es proporcional al voltaje, lo cual es precisamente la 
forma de la ley de Ohm, y que la resistencia R es la inversa de la constante de propor- 
cionalidad: 


l 2 A 
p dm (43.20) 


Tenemos una relación entre la resistencia y las propiedades moleculares n, q y u, 
que a su vez depende de m y de t. Si conocemos n; y q por mediciones atómicas, se 
podría usar una medida de R para determinar u, y de u también 7. 


43-5 Difusión molecular 


Pasamos ahora a un problema y a un análisis de diferente tipo: la teoria de la 
difusión. Supongan que tenemos un recipiente con gas en equilibrio térmico y que 
en algún lugar del recipiente introducimos una pequeña cantidad de gas de un tipo 
diferente. Llamaremos gas “de fondo” al gas original, y gas “especial” al nuevo. El 
gas especial comenzará a extenderse 
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por todo el recipiente, pero lo hará lentamente debido a la presencia del gas de fondo. 
Este lento proceso de extensión se llama difusión. La difusión está controlada princi- 
palmente por los golpes que las moléculas del gas especial reciben de las moléculas 
del gas de fondo. Después de un gran número de colisiones, las moléculas especiales 
acaban extendidas más o menos uniformemente por todo el volumen. Debemos tener 
cuidado de no confundir la difusión de un gas con el transporte macroscópico que 
puede ocurrir debido a corrientes de convección. Lo más común es que la mezcla de 
dos gases ocurra mediante una combinación de convección y difusión. Ahora sólo 
estamos interesados en el caso en que no hay corrientes “de viento ”. El gas se extiende 
únicamente por los movimientos moleculares, por difusión. Queremos calcular a qué 
velocidad tiene lugar la difusión. 


Calculemos ahora el flujo neto de moléculas del gas “especial” debido a los mo- 
vimientos moleculares. Sólo habrá un flujo neto cuando hay una distribución no 
uniforme de las moléculas; de lo contrario todos los movimientos moleculares se 
promediariían sin dar ningún flujo neto. Consideremos primero el flujo en la direc- 
ción x. Para hallarlo consideremos un plano imaginario perpendicular al eje x y 
contemos el número de moléculas especiales que atraviesan este plano. Para obtener 
el flujo neto, debemos contar como positivas las moléculas que cruzan en la direc- 
ción positiva de x y restar de este número el de las que cruzan en la dirección x 
negativa. Como hemos visto muchas veces, el número de las que atraviesan el área 
de una superficie en un tiempo AT está dado por el número de las que al comienzo 
del intervalo AT están en un volumen que se extiende a una distancia vA T del plano. 
(Observen que aqui v es la verdadera velocidad molecular y no la velocidad de 
arrastre.) 


Simplificaremos nuestra álgebra dando un área unitaria a nuestra superficie. 
Luego, el número de moléculas especiales que pasan de izquierda a derecha (toman- 
do la dirección + x hacia la derecha) es nv AT, donde n_ es el número de moléculas 
especiales que hay por unidad de volumen a la izquierda (a menos de un factor 2 o 
algo así, pero ¡estamos ignorando esos factores!) Análogamente, el número que 
cruza de derecha a izquierda es nyvAT, donde n, es la densidad numérica de 
moléculas especiales a la derecha del plano. Si llamamos J a la corriente molecular, 
con lo cual entendemos el flujo neto de moléculas por unidad de área y por unidad 
de tiempo, tenemos 


n_v AT — ny AT 


J= AT 


(43.21) 


o sea 
J= (n_ — ny). (43.22) 


¿Qué usar para n_ y n, ? Cuando decimos “la densidad a la izquierda”, 
¿hasta qué distancia a la izquierda entendemos? Deberiamos elegir la densidad en el 
lugar desde donde las moléculas empezaron su “vuelo”, porque el número de las 
que empiezan esos viajes está determinado por el número de las que están presentes 
en ese lugar. En consecuencia, debemos entender por n la densidad a una distancia 
a la izquierda igual al camino libre medio /, y por n+ la densidad a una distancia / 
a la derecha de nuestra superficie imaginaria. 

Es conveniente considerar que la distribución espacial de nuestras moléculas es- 
peciales está descrita por una función continua de x, y y z que llamaremos »,. Por 
náx, y, z) entendemos la densidad numérica de moléculas especiales en un pequeño 
elemento 
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de volumen centrado en (x, y, z). En términos de n, podemos expresar la diferencia 
(n, —n_) en la forma 
dna _ dn 
(n4 => n) = de Ax = de -21. (43.23) 
Sustituyendo este resultado en la ecuación (43.22) y despreciando el faetor 2, obte- 
nemos 
dna ; 


J: = —lo Pr 


(43.24) 


Hemos encontrado que el flujo de moléculas especiales es proporcional a la derivada 
de la densidad, o sea a lo que a veces se denomina “gradiente” de la densidad. 


. Está claro que hemos hecho varias operaciones aproximadas. Además hemos de- 
jado de lado varios factores dos, hemos usado v donde deberíamos haber usado v, 
y hemos supuesto que n, y n_ se refieren a puntos a una distancia perpendicular / 
de nuestra superficie, mientras que para las moléculas que no viajan perpendicu- 
larmente al elemento de superficie, / debería corresponder a la distancia oblicua des- 
de la superficie. Es posible hacer todos estos refinamientos; el resultado de un 
análisis más cuidadoso muestra que el segundo miembro de la ecuación (43.24) se 
debe multiplicar por !/,. Luego, una respuesta mejor es 


lv dn 
J= — 35e 43.25 
E 3 dx ( ) 
Podemos escribir ecuaciones similares para las corrientes en las direcciones y y z. 
La corriente J, y el gradiente de densidad dn,/dx se pueden medir por medio 
de observaciones macroscópicas. Su cociente determinado experimentalmente se de- 
nomina “coeficiente de difusión” D. Esto es, 


dna 
J= T (43.26) 


Hemos podido demostrar que para un gas es de esperar que 
D = ġhv. (43.27) 


Hasta aqui, en este capitulo, hemos considerado dos procesos distintos: movili- 
dad, o sea el arrastre de moléculas debido a fuerzas “de afuera”, y difusión, o sea el 
extenderse determinado únicamente por las fuerzas internas, las colisiones al azar. 
Hay, sin embargo, una relación entre ellos, ya que ambos dependen básicamente de 
los movimientos térmicos, y el camino libre medio / aparece en ambos cálculos. 


Si en la ecuación (43.25) sustituimos /= vr y 7 = um, tenemos 


dn 
= 2y aa 
Jı = —Amvón P (43.28) 
Pero mv? depende únicamente de la temperatura. Recordemos que 
ámu? = 3kT, (43.29) 
por lo que 
dn ; 
sa e 43.30 
J KT g (43.30) 
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Encontramos que el coeficiente de difusión D es sencillamente kT por el coeficiente 
de movilidad u: 
D = pkT. (43.31) 


Y resulta que el coeficiente numérico en (43.31) es exactamente correcto —no es ne- 
cesario introducir factores adicionales para compensar nuestras Operaciones aproxi- 
madas—. Podemos demostrar, en verdad, que (43.31) siempre debe ser correcta —aun 
en situaciones complicadas (por ejemplo, el caso de una suspensión en un liquido) 
donde los detalles de nuestro cálculo simple no servirian de ninguna manera. 


Para demostrar que (43.31) debe ser correcta en general, la deduciremos de un 
modo diferente, empleando únicamente nuestros principios básicos de mecánica es- 
tadistica. Imaginen una situación en que hay un gradiente de moléculas “especiales” 
y tenemos una corriente de difusión proporcional al gradiente de densidad, conforme 
a la ecuación (43.26). Aplicamos ahora un campo de fuerzas en la dirección x de 
modo que cada molécula especial sienta la fuerza F. Conforme a la definición de 
movilidad u habrá una velocidad de arrastre dada por 


Varrastre = UF. (43.32) 


arrastre " 


Según nuestro razonamiento habitual, la corriente de arrastre (número neto de mo- 
léculas que atraviesan la unidad de área en la unidad de tiempo) será 
arrastre = AwVarrastre* (43.23) 
o sea 
arrastre = MQUF. (43.34) 


Ahora ajustamos la fuerza F de modo que la corriente de arrastre debida a F com- 
pense exactamente la difusión y no haya flujo neto de nuestras moléculas especiales. 
Tenemos J, + Jarrastre = O, O Sea 


Te = nauP. (43.35) 


En condiciones “de compensación” encontramos un gradiente de densidad fijo 
(en el tiempo) dado por 


dna (EN nau F 
Co 1, (43.36) 


¡Pero vean ustedes! Estamos describiendo un estado de equilibrio por lo que 
sirven las leyes de equilibrio de la mecánica estadística. Según estas leyes la proba- 
bilidad de encontrar una molécula en la coordenada x es proporcional a e-U/K7, 
donde U es la energía potencial. En función de la densidad numérica n,, esto sig- 
nifica que 

Ma = Me UB, (43.37) 


Si derivamos (43.37) respecto a x, encontramos 


dna TOI —UIKT l dU 
ds TT" RT? 520 
o sea 
dna na dU 
de T ETI Ha 
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En nuestra situación, como la fuerza F está en la dirección x, la energía potencial U 
es simplemente —Fx, y -dU/dx = F. La ecuación (43.39) da entonces 


dna NaF 
A a (43.40) 
Esta es exactamente la ecuación (40.2), de la cual dedujimos e-U/*T inicialmente, 
por lo que volvemos al punto de partida. Comparando (43.40) con (43.36) obtenemos 
exactamente la ecuación (43.31). Hemos demostrado que la ecuación (43.31), que da 
la corriente de difusión en función de la movilidad, tiene el coeficiente correcto y es 
válida en forma muy general. La movilidad y la difusión están íntimamente relacio- 
nadas. Einstein fue el primero en deducir esta relación. 


43-6 Conductividad térmica 


Los métodos de la teoria cinética que hemos estado empleando más arriba tam- 
bién se pueden emplear para calcular la conductividad térmica de un gas. Si el gas 
que está en la parte de arriba del recipiente está más caliente que el que está abajo, 
habrá un flujo de calor desde arriba hacia abajo. (Consideramos que la parte de 
arriba está más caliente porque de otra manera se establecerian corrientes de con- 
vección y el problema ya no seria de conducción del calor) La transferencia del ca- 
lor desde el gas más caliente al más frio se debe a la difusión de las moléculas “ca- 
lientes” —las de energia mayor— hacia abajo y a la difusión de las moléculas “frias” 
hacia arriba. Para calcular el flujo de energía térmica, podemos buscar la energia 
transportada hacia abajo a través de un elemento de superficie por las moléculas que 
se mueven hacia abajo, y la energia transportada hacia arriba a través de dicho ele- 
mento por las moléculas que se mueven hacia arriba. La diferencia nos dará el flujo 
neto de energia hacia abajo. 

Se define la conductividad térmica x como el cociente entre la rapidez con que 
se transporta energía térmica a través de un área unitaria, y el gradiente de tempe- 
ratura: 


Y E (43.41) 


Como los detalles de los cálculos son muy similares a los que hemos realizado antes 

al considerar el flujo de corriente eléctrica en un gas ¡onizado, dejaremos al lector 
como ejercicio demostrar que 

knlv 

Y 1 


l (43.42) 


donde (p — 1)kT es la energia media de una molécula a la temperatura T. 
Si usamos nuestra relación nlo, = 1, se puede escribir la conductividad calórica 
en la forma 
l kv 
A loe 


(43.43) 


Tenemos un resultado bastante sorprendente. Sabemos que la velocidad media 
de las moléculas de gas depende de la temperatura pero no de la densidad. Es de 
esperar que ge sólo dependa del tamaño de las moléculas. Por lo tanto, nuestro 
simple resultado dice que la conductividad térmica « (y por lo tanto, la rapidez de 
flujo de calor en cualquier circunstancia particular) 


43-13 


¡es independiente de la densidad del gas! La variación del número de “portadores ” 
de energia con una variación de la densidad está compensada por la distancia mayor 


que los “portadores” pueden andar entre colisiones. 


Se podria preguntar: “¿Es el flujo de calor independiente de la densidad del gas 
en el limite de la densidad tendiendo a cero? ¿Cuando no hay nada de gas?” ¡Por 
cierto que no! La fórmula (43.43) fue obtenida, como todas las otras de este capitu- 
lo, en la hipótesis de que el camino libre medio entre colisiones es mucho menor 
que cualquiera de las dimensiones del recipiente. En cuanto la densidad del gas es 
tan baja que una molécula tiene una buena" probabilidad de cruzar de una pared 
a otra del recipiente sin tener una colisión, dejan de ser válidos todos los cálculos 
hechos en este capítulo. En esos casos debemos volver a la teoria cinética y calcular 
de nuevo los detalles de lo que ocurrirá. 
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Leyes de la termodinámica 


44-1 Máquinas térmicas: primera ley 44-4 Eficiencia de una máquina ideal 
44-2 Segunda ley 44-5 Temperatura termodinámica 
44-3 Máquinas reversibles 44-6 Entropía 


44-1 Máquinas térmicas; primera ley 


Hasta ahora hemos estado discutiendo las propiedades de la materia desde un 
punto de vista atómico, tratando de entender más o menos lo que sucederá si supo- 
nemos que las cosas estan formadas de átomos que obedecen ciertas leyes. Hay, 
sin embargo, un número de relaciones entre las propiedades de las sustancias que 
se pueden calcular sin tener en cuenta una estructura detallada de los materiales. La 
determinación de las relaciones entre las diversas propiedades de los materiales, sin 
tener en Cuenta su estructura interna, es el objeto de la termodinámica. La termodi- 
námica se desarrolló, históricamente, antes de que se hubiese alcanzado una com- 
prensión de la estructura interna de la materia. 


Daremos un ejemplo: sabemos por la teoria cinética que la presión de un gas es 
causada por el bombardeo molecular y sabemos que si calentamos un gas, para que 
asi aumente el bombardeo, la presión debe aumentar. Inversamente, si el pistón de 
un recipiente con gas se mueve hacia adentro contra la fuerza del bombardeo, aumen- 
tará la energia de las moléculas que bombardeen el pistón y consecuentemente au- 
mentará la temperatura. Asi, pues, por un lado, si aumentamos la temperatura a 
volumen constante, aumentamos la presión. Y por otro lado, si comprimimos el gas. 
encontraremos que la temperatura aumentará. Mediante la teoría cinética, se puede 
derivar una relación cuantitativa entre estos dos efectos, pero se podría presumir 
instintivamente que se relacionan en alguna forma necesaria que es independiente 
de los pormenores de las colisiones. 


Consideremos otro ejemplo. Mucha gente está familiarizada con esta propiedad 
interesante de la goma: si tomamos una banda elástica y la estiramos, se calienta. 
Si alguien se la coloca entre los labios. por ejemplo, y la estira puede sentir clara- 
mente un calentamiento y este es reversible en el sentido de que si suelta la banda 
rápidamente mientras la tiene en los labios. nota un claro enfriamiento. Esto significa 
que cuando estiramos una banda de goma se calienta y que cuando le quitamos la 
tensión se enfria. 
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Ahora bien, nuestro instinto nos puede sugerir que si calentásemos una banda, ésta 
podría encogerse; que el hecho de estirar una banda la caliente podria implicar que 
el calentarla causase su contracción. Y en realidad, si aplicamos una llama de gas a 
una banda elástica que sostiene un peso veremos que la banda se contrae abrupta- 
mente (Fig. 44-1). Por consiguiente es verdad que cuando calentamos una banda 
elástica, se encoge y este hecho está ciertamente relacionado con el otro de que 
cuando le suprimimos la tensión, se enfría. 


E 


Fig. 44-1. La banda elástica calentada. 
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La maquinaria interna de la goma causante de estos efectos es bastante com- 
plicada. La describiremos con alguna extensión desde un punto de vista molecular, 
aunque nuestra principal intención en este capitulo sea entender la relación de estos 
efectos independientemente del modelo molecular. A pesar de ello, podemos mos- 
trarles a partir del modelo molecular que estos efectos están intimamente relaciona- 
dos. Un modo de entender el comportamiento de la goma es reconocer que esta 
sustancia consiste en un gran enredo de cadenas largas de moléculas, una especie de 
“espagueti molecular”, con una complicación adicional: entre las cadenas hay enla- 
ces —como un espagueti que algunas veces se suelda con otro cuando lo cruza--, 
magnifico enredo. Cuando tiramos de tal enredo, algunas de las cadenas tienden a 
alinearse en la dirección del tirón. Al mismo tiempo, estando las cadenas en movi- 
miento térmico chocan continuamente una con otra. De lo que se sigue que si se ha 
alargado una cadena, no permanecerá por sí misma alargada ya que las otras cade- 
nas y moléculas la golpearán lateralmente y tendería a encogerse de nuevo. Asi, la 
verdadera razón por la que una banda elástica tiende a contraerse es ésta: cuando 
se tira de ella, las cadenas se alargan y las agitaciones térmicas de las moléculas 
circundantes tienden a contraer las cadenas y hacer que se acorten. Se puede apre- 
ciar que si se mantiene las cadenas estiradas y se aumenta la temperatura, con lo 
que también se aumenta la intensidad del bombardeo alrededor de las cadenas, és- 
tas tienden a encogerse y son capaces de arrastrar un peso más grande cuando se 
las calienta. Si se le permite a una banda elástica que se relaje, después de haber 
estado estirada por algún tiempo, cada cadena se suaviza y las moléculas que la gol- 
pean pierden energía a medida que golpean la cadena que se relaja. Por lo cual, la 
temperatura cae. 


Hemos visto cómo se puede relacionar estos dos procesos, contracción por ca- 
lentamiento y enfriamiento durante la relajación, mediante la teoria cinética, pero 
sería un tremendo desafío para ella determinar la relación precisa entre los dos. Ten- 
driamos que saber cuántas colisiones ocurririan por segundo y cómo son las cade- 
nas, y tendriamos que tener en cuenta otras complicaciones de toda clase. El meca- 
nismo detallado es tan complejo que no podemos en realidad determinar exactamen- 
te lo que sucede mediante la teoría cinética; aun asi, ¡podemos calcular una relación 
determinada entre los dos 


efectos que observamos sin conocer nada de la maquinaria interna! 


Todo el objeto de la termodinámica depende esencialmente de la siguiente con- 
sideración: ya que una banda elástica es “más fuerte” a altas que a bajas tempera- 
turas, deberia ser posible levantar pesos y hacerlos girar y, por lo tanto, realizar un 
trabajo con calor. De hecho, hemos visto ya experimentalmente que una banda 
calentada puede levantar un peso. El estudio de cómo se realiza trabajo con calores 
el comienzo de la ciencia de la termodinámica. ¿Podemos hacer que una máquina 
que utiliza el efecto de calentamiento de una banda realice trabajo? Se puede cons- 
truir una máquina que parece tonta y que realiza esto exactamente. Consiste en una- 
rueda de bicicleta en la que todos los radios son bandas elásticas (Fig. 44-2). Si ca- 
lentamos las bandas de un lado de la rueda con un par de lámparas, las bandas se 
hacen “más fuertes” que las del otro lado. El centro de gravedad de la rueda se 
desviará a un lado, apartándose del eje, por lo que la rueda girará. A medida que 
gira, bandas frias se mueven hacia el calor, y las calientes se alejan y se enfrian, y de 
ese modo la rueda gira despacio mientras tengamos aplicado calor. La eficiencia de 
esta máquina es extremadamente baja. Cuatrocientos vatios de potencia se meten en 
las lámparas, ¡y solamente es posible levantar una mosca con esa máquina! Una 
cuestión más interesante es si podemos o no obtener calor para realizar trabajo de 
maneras más eficientes. 


= 


J ) Fig. 44-2. La máquina térmica de banda 
FL elástica. 


La ciencia de la termodinámica comenzó, en realidad, con un análisis que el 
gran ingeniero Sadi Carnot hizo del problema: cómo construir la máquina mejor y 
más eficiente; y éste es uno de los pocos casos famosos en los que la ingenieria ha 
contribuido fundamentalmente a la teoria fisica. Otro ejemplo que nos viene a la 
memoria es el análisis más reciente de la teoria de la información por Claude Shan- 
non. Entre paréntesis, resulta que estos dos análisis están intimamente relacionados. 


Ahora bien, el modo en que una máquina de vapor trabaja ordinariamente es 
que el calor de un fuego evapora agua y el vapor asi formado se expande y empuja 
un pistón que hace que una rueda gire. Asi que el vapor empuja el pistón —¿y en- 
tonces qué?—. Hay que terminar el trabajo: un modo tonto de completar el ciclo 
sería dejar que el vapor escapase al aire, pero entonces hay que estar suministrando 
agua. Es más barato —más eficiente— enviar el vapor a otra caja, donde se lo con- 
densa mediante agua fría, y entonces bombear 
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el agua de nuevo a la caldera de modo que circule continuamente. Se suministra, 
pues, calor a ia máquina y se lo convierte en trabajo. Pero, ¿no sería mejor usar al- 
cohol? ¿Qué propiedad deberia tener una sustancia para que la máquina fuese la me- 
jor posible? Esta fue la pregunta que Carnot se hizo y uno de los resultados adicio- 
nales fue el descubrimiento del tipo de relación que hemos explicado antes. 


Los resultados de la termodinámica están todos implicitamente contenidos en 
ciertas proposiciones, aparentemente simples, llamadas leyes de la termodinámica. 
En la época en que vivió Carnot, la primera ley de la termodinámica, la conserva- 
ción de la energía, no era conocida. Los razonamientos de Carnot, sin embargo, fue- 
ron hechos tan cuidadosamente que ¡son válidos aunque en su época no se conocie- 
se la primera ley! Algún tiempo después, Clausius hizo una derivación más sencilla 
y que se pudo entender más fácilmente que el razonamiento tan sutil de Carnot. 
Pero resultó que Clausius supuso, no la conservación de la energía en general, sino 
que el calor se conservaba de acuerdo a la teoria calórica, que se demostró más 
tarde que era falsa. Por esto se ha dicho con frecuencia que el razonamiento de Car- 
not era erróneo. Pero su razonamiento era totalmente correcto. Solamente la versión 
simplificada de Clausius, que todo el mundo lee, era incorrecta. 


Asi, pues, ¡la llamada segunda ley de la termodinámica fue descubierta por Car- 
not antes que la primera ley! Seria interesante darles el razonamiento que hizo 
Carnot sin usar la primera ley, pero no lo haremos porque queremos aprender fisica 
y no historia. Usaremos la primera ley desde el principio, a pesar de que se puede 
hacer una gran cantidad de cosas sin ella. 


Comencemos estableciendo la primera ley , la conservación de la energía: si se 
tiene un sistema y se lo calienta y se realiza trabajo sobre él, entonces su energía 
aumenta en el calor que se le ha dado y en el trabajo que se ha efectuado. Podemos 
escribir esto como sigue: El calor Q dado al sistema más el trabajo W efectuado 
sobre el sistema, es el aumento de energía U del mismo; esta energia se llama a ve- 
ces energia interna: 


Variación de U = Q + W (44.1) 


La variación de U se puede representar como añadiendo un poco de calor AQ y aña: 
diendo un poco de trabajo A W: 


AU = AQ + AW, (44.2) 


que es la forma diferencial de la misma ley. Sabemos esto muy bien por un capítulo 
anterior. 


44-2 Segunda ley 


Ahora, ¿y qué pasa con la segunda ley de la termodinámica? Sabemos que si 
realizamos un trabajo contra el roce, digamos, el trabajo perdido es igual al calor 
producido. Si realizamos trabajo en una habitación a temperatura T y lo realizamos 
muy despacio, la temperatura de la habitación no cambia mucho y hemos converti- 
do trabajo en calor a una temperatura dada. ¿Qué hay de la posibilidad inversa? 
¿Es posible convertir calor en trabajo a una temperatura dada? La segunda ley de la 
termodinámica afirma que no es posible. Seria muy conveniente que pudiésemos 
convertir 
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calor en trabajo simplemente invirtiendo un proceso como el de roce. Si considera- 
mos solamente la conservación de la energia, podriamos pensar que la energía calo- 
rica, como la de los movimientos vibracionales de las moléculas, podria dar un 
suministro muy bueno de energía útil. Pero Carnot supuso que es imposible extraer 
energia del calor a una sola temperatura. En otras palabras, si todo el mundo estu- 
viese a la misma temperatura, no se podría convertir nada de su energía calórica en 
trabajo: mientras que el proceso de convertir trabajo en calor puede ocurrir a una 
temperatura dada, el proceso inverso de que el calor nos produzca trabajo no puede 
ocurrir. Especificamente, Carnot supuso que no se puede tomar calor a una cierta, 
temperatura y convertirlo en trabajo sin ningún otro cambio en el sistema o en el 
medio ambiente. 


La última frase es muy importante. Supongan que tenemos una lata de aire com- 
primido a una cierta temperatura y dejamos que el aire se expanda. Puede realizar 
un trabajo; puede, por ejemplo, mover un martillo. Se enfria un poco en la expan- 
sión, pero si tuviésemos un gran mar, como el océano, a una temperatura dada —un 
depósito de calor— lo podríamos calentar de nuevo. Por lo tanto, hemos sacado calor 
del mar y hemos realizado un trabajo con el aire comprimido. Pero Carnot no esta- 
ba equivocado, ya que no lo hemos dejado todo como estaba. Si volvemos a com- 
primir el aire que dejamos expandir, encontraremos que estamos realizando un tra- 
bajo adicional, y cuando hayamos terminado descubriremos que no sólo no hemos 
obtenido ningún trabajo del sistema a la temperatura T, sino que realmente hemos 
puesto alguno dentro. Debemos hablar solamente de situaciones en las que el resul- 
tado neto de todo el proceso es sacar calor y convertirlo en trabajo, del mismo 
modo que el resultado neto de realizar un trabajo contra el roce es tomar trabajo y 
convertirlo en calor. Si nos movemos en un camino cerrado, podemos llevar el siste- 
ma precisamente a su punto de partida, con el resultado neto de que realizamos 
trabajo contra el roce y produjimos calor. ¿Podemos invertir el proceso? Accionen 
un interruptor para que todo vaya al revés, ¿es que el roce realiza trabajo en con- 
tra nuestra y enfria el mar? Según Carnot: ¡no! Por consiguiente, supongamos que 
esto es imposible. 


Si ello fuera posible, significaria, entre otras cosas, que podriamos sacar calor de 
un cuerpo frio y dárselo a un cuerpo caliente sin ningún gasto, por asi decir. Pero 
nosotros sabemos que es natural que una cosa caliente dé calor a una fria; si colo- 
camos simplemente juntos un cuerpo caliente y otro frio, y nada más, ¡nuestra expe- 
riencia nos asegura que no va a suceder que el cuerpo caliente se ponga más ca- 
liente y el frío más frio! Pero podriamos obtener trabajo extrayendo calor del océa- 
no, digamos, o de cualquier otra cosa a una sola temperatura, y ese trabajo se po- 
dria convertir de nuevo en calor mediante fricción a otra temperatura. Por ejemplo, 
el otro brazo de una máquina que produce trabajo podria estar frotando algo que ya 
está caliente. El resultado neto sería sacar calor de un cuerpo “frio”, el océano, y 
dárselo a un cuerpo caliente. Ahora bien, la hipótesis de Carnot, segunda ley de la | 
termodinámica, algunas veces se enuncia como sigue: El calor no puede, por sí mis- 
mo, fluir de un objeto frío a uno caliente. Pero, como acabamos de ver, estos dos 
enunciados son equivalentes: en primer lugar, que no se puede idear un proceso 
cuyo único resultado es convertir calor en trabajo a una sola temperatura, y en se- 
gundo lugar que no se puede hacer que el calor por sí mismo pase de un cuerpo 
frio a uno caliente. Usaremos principalmente la primera forma. 


El análisis de Carnot de las máquinas térmicas es muy semejante al razonamien- 
to que hicimos sobre las máquinas elevadoras de peso en nuestra discusión de la 
conservación de la energía 


en el capitulo 4. En realidad, dicho razonamiento tomó como modelo el de Carnot 
sobre las máquinas térmicas, por lo que el presente análisis les sonará muy parecido. 


Supongan que construimos una máquina térmica que contiene en algún lugar 
una “caldera” a una temperatura T.. Se saca un cierto calor Q; de la caldera, la má- 
quina de vapor realiza algún trabajo W, y también se entrega cierto calor Q, a un 
“condensador” a otra temperatura T, (Fig. 44-3). Carnot no dijo cuánto calor ya 
que no conocía la primera ley, ni tampoco usó la ley de que Q, era igual a Q, por- 
que no creía en ella. Aunque todo el mundo pensaba que de acuerdo a la teoria caló- 
rica los calores Q, y Q, tendrían que ser iguales, Carnot no lo dijo —esto es parte 
de lo habilidoso de su razonamiento—. Si nosotros sí usamos la primera ley, encon- 
tramos que el calor entregado Q, es igual al calor sacado Q, menos el trabajo reali- 
zado W: 


Oz = Qı mge W. (44.3) 


(Si tenemos una especie de proceso ciclico donde se devuelve el agua a la caldera 
después de haber sido condensada, diremos que hemos absorbido “el calor Q, y 
hemos realizado el trabajo W, durante cada ciclo, para una cierta cantidad de agua 
que ha completado el ciclo.) 


w 


j 3 
Fig. 44-3. Máquina térmica. 


Ahora construiremos otra máquina y veremos si no podemos obtener más tra- 
bajo entregando la misma cantidad de calor a la temperatura T,, con el condensador 
aún a la temperatura T,. Usaremos la misma cantidad de calor Q, de la caldera y 
trataremos de obtener más trabajo del que obtuvimos de la máquina de vapor, qui- 
zás usando otro fluido, por ejemplo alcohol. 


44-3 Máquinas reversibles 


Ahora debemos analizar nuestras máquinas. Hay una cosa clara: perderemos al- 
go si las máquinas contienen partes en las que haya roce. La mejor máquina será 
una sin roce. Suponemos, entonces, la misma idealización que hicimos cuando estu- 
diamos la conservación de la energía, esto es, una máquina sin roce de ninguna 
clase, 

Debemos considerar también lo análogo del movimiento sin roce: transferencia 
de calor “sin roce”. Si colocamos un objeto caliente a una alta temperatura junto a 
uno frio, para que fluya el calor, entonces no es posible hacer que el calor fluya en 
dirección opuesta mediante un cambio muy pequeño en la temperatura de cualquiera 
de los dos objetos. Pero cuando tenemos una máquina prácticamente sin roce, si 
la empujamos con una pequeña fuerza en una dirección, marcha en esa dirección, 
y si la empujamos con una pequeña fuerza en la otra dirección, marcha en esa otra 
dirección. Necesitamos encontrar lo análogo al movimiento sin roce: transferencia de 
calor cuya dirección podemos invertir con sólo un cambio pequeñito. Si la diferencia 
de temperaturas es finita, ello es imposible, pero si nos aseguramos de que el calor 
fluya siempre entre dos cosas 
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esencialmente a la misma temperatura, con una diferencia infinitesimal solamente 
para que el flujo vaya en la dirección deseada, se dice que el flujo es reversible 
(Fig. 44-4). Si calentamos un poco el objeto de la izquierda, el calor fluirá hacia 
la derecha; si lo endriamos un poco, el calor fluirá hacia la izquierda. Por lo que en- 
contramos que la máquina ideal es la llamada máquina reversible, en la que todo 
proceso es reversible en el sentido que mediante cambios minimos, cambios infini- 
tesimales, podemos hacer que la máquina vaya en la dirección opuesta. Esto signi- 
fica que en ningún lugar de la máquina debe haber roce apreciable, y que en ningún 
lugar de la misma debe haber un sitio donde el calor de los depósitos, o la llama 
de la caldera, esté en contacto directo con algo decididamente más frio o más ca- 
liente. 


44-4. Transferencia reversible de calor. 


Consideremos, pues, una máquina idealizada en la que todos los procesos son 
reversibles. Para mostrar que tal cosa es posible en principio, les daremos un ejem- 
plo de un ciclo de máquinas que puede ser o no práctico, pero que por lo menos es 
reversible según la idea de Carnot. Supongan que tenemos un gas en un cilindro 
equipado con un pistón exento de roce. El gas no es necesariamente un gas perfecto. 
El fluido ni siquiera tiene que ser un gas, pero para especificar digamos que tenemos 
un gas perfecto. Supongan, también, que tenemos dos fuentes de calor T, y T, 
—dos cosas enormes que tienen temperaturas fijas T, y T;—. Supondremos en este caso 
que T, es mayor que T,. Calentemos primero el gas dejando que se expanda al mis- 
mo tiempo, mientras está en contacto con la fuente de calor T,. Mientras hacemos 
esto, tirando del pistón muy despacio cuando el calor fluye dentro del gas, nos ase- 
guraremos de que la temperatura del gas será muy parecida a T,. Si tiramos del 
pistón muy rápido, la temperatura del gas será mucho más baja que T, y asi el pro- 
ceso no será muy reversible, pero si tiramos de él lo suficientemente despacio, la 
temperatura del gas nunca se apartará mucho de 7. Por otro lado, si empujamos el 
pistón hacia dentro muy despacio, la temperatura será solamente un infinitésimo más 
alta que T, y el calor será devuelto. Vemos que una expansión isotérmica de esta 
clase (temperatura constante), efectuada despacio y suavemente, es un proceso re- 
versible. 


Para entender lo que estamos haciendo, usaremos una representación (Fig. 44-6) 
de la presión del gas en función del volumen. Cuando el gas se expande la presión 
cae. La curva marcada (1) nos dice cómo varian la presión y el volumen si la tem- 
peratura se conserva fija en T,. Para un gas ideal esta curva seria PV = NWkT,. Du- 
rante una expansión isotérmica, la presión disminuye cuando el volumen aumenta 
hasta que nos detenemos en el punto b. Al mismo tiempo, un cierto calor Q, debe 
fluir desde el depósito al gas, ya que si el gas se expandiese sin estar en contacto 
con el depósito, se enfriaría, como ya sabemos. Habiendo terminado la expansión 
isotérmica, deteniéndonos en el punto b, quitemos el cilindro del depósito 
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To T, 
paso (1) Expansión isotérmica a T,; paso (3) Compresión i isotérmica a T.: 3 
absorbe el calor Q, entrega el calor Q, 


r T-T, 
ER 7 7 PTA TA 
T Y T, A 
1 2 
paso (2) ed adiabática; la temperatuta paso (4) Compresión adiabática ; 
cae de T, a la temperatura aumenta de T, aT, 


Fig. 44-5. Pasos en el ciclo de Carnot. 


y continuemos la expansión. Ahora no permitimos que entre calor en el cilindro. 
De nuevo realizamos la expansión despacio, por lo que no hay razón para que no 
podamos invertirla y suponemos de nuevo que no hay roce. El gas continúa expan- 
diéndose y la temperatura disminuye, puesto que ahora no entra calor en el cilindro. 


Dejamos que el gas.se expanda, siguiendo la curva marcada (2), hasta que la 
temperatura baje a T, en el punto marcado c. Esta clase de expansión hecha sin 
añadir calor, se llama expansión adiabática. Para un gas ideal ya sabemos que la 
curva (2) tiene la forma PVY= constante, donde y es una constante mayor que l. 
de modo que la curva adiabática tiene una pendiente más negativa que la curva iso- 
térmica. El cilindro de gas ha alcanzado ahora la temperatura T,. por lo que si lo 
colocamos en la fuente de calor'a la temperatura T, no habrá cambios irreversibles. 
Ahora comprimimos el.gas muy despacio mientras está en contacto con el depósito 
a T,, siguiendo la curva marcada (3) (Fig. 44-5. paso 2). Como el cilindro está en 
“contacto con el depósito la temperatura no aumenta. pero pasa calor Q, del cilindro 
al depósito a la temperatura 7,. Habiendo comprimido el gas isotermicamente a lo 
largo de la curva (3) hasta el punto d, quitamos el cilindro de la fuente de calor a la 
temperatura T, y lo comprimimos aún más sin permitir que ningún calor salga. La 
temperatura aumentará y la presión seguirá la curva marcada (4). Si efectuamos 
bien cada paso, podemos volver al punto a a la temperatura 7, donde comenzamos 
y repetir el ciclo. 


Vemos que en este diagrama hemos llevado el gas alrededor de un ciclo comple- 
to, y durante el mismo le hemos dado Q, a la temperatura 7, y le hemos quitado 
Q, a lá temperatura T,. Lo interesante es que este ciclo es reversible. por lo que po- 
driamos representar todos los pasos al revés. Podriamos haber ido hacia atrás en 
lugar de hacia adelante: podriamos haber empezado en el punto a, a la temperatura 
T, expandir según la curva (4), expandir aún más hasta la temperatura T, absor- 
biendo calor Q,, etc., haciendo el ciclo al revés. Si completamos el ciclo en un senti- 
do, debemos comunicarle trabajo al gas; si lo hacemos en el otro sentido el gas nos 
devuelve el trabajo. 
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Fig. 44-6. Ciclo de Carnot. Fig. 44-7. Máquina reversible A pues- 
ta a funcionar al revés por la máquina 8. 


Presión 


Volumen 


Entre paréntesis, es fácil calcular cuál es la cantidad total de trabajo, ya que el 
trabajo durante cualquier expansión es la presión por la variación de volumen, 
JP av. En este diagrama particular, hemos representado P verticalmente y V hori- 
zontalmente. Por consiguiente, si llamamos y a la distancia vertical y x a la horizon- 
tal, nos da |ydx —en otras palabras, el área bajo la curva—. Por lo que el área bajo 
cada una de las curvas numeradas es una medida del trabajo “efectuado por o sobre 
el gas en el paso correspondiente. Es fácil ver que el trabajo neto efectuado es el 
área sombreada de la figura. 

Ahora que hemos dado un solo ejemplo de una máquina reversible, supondre- 
mos que son posibles otras maquinas de la misma especie. Supongamos que tenemos 
una máquina reversible A que toma Q, a T,, hace el trabajo W y entrega algún ca- 
lor a T,. Supongamos ahora que tenemos cualquier otra máquina B, hecha por un 
hombre, ya diseñada o aún no inventada, formada de bandas elásticas, vapor o lo 
que sea, reversible o no, que está construida de tal forma que toma la misma canti- 
dad de calor Q, a T, y lo cede a la temperatura inferior T, (Fig. 44-7). Suponemos 
que la máquina B efectúa algún trabajo W. Demostraremos ahora que W no es 
mayor que W —que ninguna máquina puede efectuar más trabajo que una reversi- 
ble=. ¿Por qué? Supongan que en realidad W fuese mayor que W. Entonces podria- 
mos tomar el calor Q, del depósito a T, y con la máquina B podriamos efectuar el 
trabajo W' y entregar algún calor al depósito a T,; no nos importa cuánto. Hecho 
esto, podriamos ahorrar algo del trabajo W”, que se supone mayor que W; podria- 
mos usar una parte W de él y guardar el resto W” — W para trabajo útil. Con el 
trabajo W podriamos hacer que la máquina A funcionase al revés ya que es una 
máquina reversible. Absorberá algún calor del depósito a T, y devolverá Q, al depó- 
sito a T,. Después de este doble ciclo, el resultado neto seria que hemos puesto to- 
das las cosas como las teniamos al principio y que hemos realizado algún trabajo 
adicional, W' — W, y todo lo que habriamos hecho seria ¡extraer energia del depósito 
a T,! Tuvimos cuidado de devolver el calor Q, al depósito a T,. Por lo tanto, dicho 
depósito puede ser pequeño y estar “dentro” de nuestra máquina combinada A + B, 
cuyo efecto neto es por lo demás extraer un calor neto W'-— W del depósito a T, y 
convertido en trabajo. Pero obtener trabajo útil 
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de un depósito a una sola temperatura sin ningún otro cambio es imposible de acuer- 
do al postulado de Carnot; no se puede hacer. Por consiguiente, ninguna máquina 
que absorbe una cantidad determinada de calor a una temperatura mayor 7, y la 
entrega a la temperatura 7, puede efectuar más trabajo que una máquina reversible 
trabajando bajo las mismas condiciones de temperatura. 


Supongan ahora que la máquina B también es reversible. Entonces, naturalmente, 
no sólo no debe ser W’ mayor que W, sino que ahora podemos invertir el razona- 
miento y demostrar que W no puede ser mayor que W. Por lo tanto, si las dos må- 
quinas son reversibles, ambas deben realizar la misma cantidad de trabajo y asi lle- 
gamos a la brillante conclusión de Carnot: si una máquina es reversible, no importa 
cómo está diseñada, porque la cantidad de trabajo que se obtendrá si la máquina ab- 
sorbe una determinada cantidad de calor a la temperatura T, y entrega calor a 
alguna otra temperatura T, no depende en nada del diseño de la máquina. Es una 
propiedad del mundo y no de una máquina en particular. 


Si pudiésemos encontrar la ley que determina cuánto trabajo se obtiene cuando 
se absorbe el calor Q, a T, y se entrega calor a T,, esta cantidad sería algo univer- 
sal, independiente de la sustancia. Naturalmente que si conociésemos las propiedades 
de una sustancia particular, podriamos calcularlo y decir entonces que todas las 
demás sustancias dan la misma cantidad de trabajo en una máquina reversible. Esta 
es la idea clave, la pista mediante la cual podriamos encontrar, por ejemplo, la rela- - 
ción entre cuánto se contrae una banda elástica cuando la calentamos y cuánto se 
enfría cuando la dejamos contraer. Imaginen que colocamos dicha banda en una 
máquina reversible y hacemos que complete un ciclo reversible. El resultado neto, 
cantidad total de trabajo efectuado, es esa función universal, esa gran función que 
es independiente de la sustancia. Vemos asi que las propiedades de una sustancia 
deben estar limitadas de un cierto modo; no se puede hacer todo lo que uno quiere, 
o si no se podría inventar una sustancia que se pudiese usar para producir más que 
el máximo trabajo permitido cuando se llevase en un ciclo reversible. Este principio, 
esta limitación, es la única regla real que sale de la termodinámica. 


44-4 Eficiencia de una máquina ideal 


Ahora trataremos de encontrar la ley que determina el trabajo W en función de 
Q, T, y T,. Es obvio que W es proporcional a Q,, ya que si consideramos dos má- 
quinas reversibles en paralelo, ambas trabajando juntas y ambas máquinas dobles, la 
combinación es también una máquina reversible. Si cada una absorbe el calor Q,, las 
dos juntas absorben 20, y el trabajo efectuado es 2W, etc. Por lo que es razonable 
que W sea proporcional a Q,. 


El siguiente paso importante es encontrar esta ley universal. Podemos y queremos 
hacerlo estudiando una máquina reversible con una sustancia particular cuyas leyes 
conocemos, con un gas perfecto. También es posible obtener la regla mediante un 
razonamiento puramente lógico, sin usar de ningún modo una sustancia particular. 
Esta es una de las piezas maestras del razonamiento físico y estamos deseosos de 
mostrársela, por lo que la discutiremos dentro de un momento para aquellos que de- 
seen verla. 
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Pero antes, usaremos el método mucho menos abstracto y simple del cálculo directo 
para un gas perfecto. 

Necesitamos solamente obtener fórmulas para Q, y Q, (porque W es justamente 
Q, — Q2), calores intercambiados con los depósitos durante la expansión o contrac- 
ción isotérmicas. Por ejemplo, ¿cuánto calor Q, se ha tomado del depósito a tempera- 
tura T, durante la expansión isotérmica | marcada (1) en la figura 44-6 | desde el 
punto a, a presión p,, volumen V, y temperatura T,, hasta el punto b a presión pp 
volumen V, y la misma temperatura T,? Para un gas perfecto cada molécula tiene 
una energía que depende solamente de la temperatura, y puesto que la temperatura 
y el número de moléculas son iguales en a y b, la energía interna es la misma. No hay 
cambio en U; todo el trabajo efectuado por el gas, 


W= f’ par, 


durante la expansión es energia Q, tomada del depósito. Durante la expansión, 
pV= NkT,, o sea 


NKT, 
= Ty 

y tenemos 

b b dy 

Qı -f pdV = NKT: =7 (44.4) 
o sea que 
Q, = NkT, nf 
1 1 Va 


es el calor tomado del depósito a T,. Del mismo modo, para la compresión a T, 
[curva (3) de la figura 44-6| el calor entregado al depósito a T, es 


Q2 = NkT21n 5: (44.5) 


Para completar nuestro analisis necesitamos solamente encontrar una relación entre 
V./Va y Vp/Va Esto lo hacemos observando que (2) es una expansión adiabática 
desde b hasta c y durante ella p7” es una constante. Como pV = NKT, podemos es- 
cribir esto en la forma (pV)VY"'= const o, en función de T y V, en la forma TVr! = 
= const, es decir 


TiVo = TaVi. (44.6) 


De modo semejante, como (4), ¿xpansión desde d hasta a, es también adiabática, en- 
contramos 


TEXTE EVI (44.61) 


Si dividimos esta ecuación por la anterior, encontramos que V,/V, debe ser igual a 
V./V a por lo que los logaritmos de (44.4) y (44.5) son iguales y resulta 


01_92Q 
o (44.7) 
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T, 


Q a ; 
ERL ERE AET Fig. 44-8. Las máquinas 1 y 2 juntas son 
equivalentes a la máquina 3. 


Esta es la relación que andábamos buscando. Aunque se ha probado para una máqui- 
na de gas perfecto, sabemos que debe ser válida para cualquier máquina reversible. 

Ahora veremos cómo esta ley universal se pudo también haber obtenido mediante 
un razonamiento lógico, sin conocer las propiedades de una sustancia particular, 
como sigue. Supongan que tenemos tres máquinas y tres temperaturas, digamos T,, 
T, y T. Digamos que una máquina absorbe el calor Q, de la temperatura T, y que 
efectúa una cierta cantidad de trabajo W,, y que entrega el calor Q, a la temperatura 
T, (Fig. 44-8). Supongamos que otra máquina va al revés entre T, y T,, y que es de 
un tamaño tal que absorberá el mismo calor Q, y entregará Q,. Tenemos que darle 
una cierta cantidad de trabajo W,, —que será negativo porque la máquina va al revés, 
Cuando la primera máquina completa un ciclo, absorbe el calor Q, y entrega Q, a la 
temperatura T,; pero la segunda máquina toma el mismo calor Q, del depósito a 
temperatura T, y lo entrega al depósito de temperatura T,. Por lo tanto el resultado 
neto de las dos máquinas en tandem es tomar el calor Q, de T, y entregar Q, a T,. 
Las dos son, pues, equivalentes a una tercera que absorbe Q, a T,, efectúa el trabajo 
W, y entrega Q, a T,, ya que W,, = W,,- W,,, como se puede demostrar inmedia- 
támente a partir de la primera ley, como sigue: 


Wi — W32 = (Q: ag Q3) pe (Q2 A Q3) = Qı E Q2 = Wiz (44.8) 


Ahora podemos obtener las leyes que relacionan las eficiencias de las máquinas, por- 
que claramente debe haber alguna clase de relación entre las eficiencias de las må- 
quinas que funcionan entre las temperaturas T, y T,, y entre T, y T,, y entre T, y T>. 


Podemos aclarar mucho el razonamiento del siguiente modo: acabamos de ver 
que siempre podemos relacionar el calor absorbido a T, con el entregado a T,, en- 
contrando el calor entregado a cualquier otra temperatura 7,. Por consiguiente, po- 
demos obtener todas las propiedades de las máquinas si introducimos una tempera- 
tura patrón y analizándolo todo con ella. En otras palabras, si conociésemos la 
eficiencia de una máquina que funciona entre una cierta temperatura T y una cierta 
temperatura patrón arbitraria, podriamos calcular la eficiencia para cualquier otra 
diferencia de temperatura. Como suponemos que estamos usando solamente máquinas 
reversibles, podemos trabajar bajando desde la temperatura inicial a la temperatura 
patrón 
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y subir de nuevo a la temperatura final. Definiremos la temperatura patrón arbitra- 
riamente como de un grado. También adoptaremos un simbolo especial para el calor 
que es entregado a esta temperatura patrón: lo llamaremos Os. En otras palabras, 
cuando una máquina reversible absorbe el calor Q a la temperatura T, entregará; 
a la temperatura unitaria, un calor Os. Si una máquina que absorbe Q, a T,, entrega 
el calor Os a un grado, y si una máquina que absorbe Q, a la temperatura T, entrega 
también la misma cantidad de calor Os a un grado, se sigue que una máquina que 
absorbe el calor Q, a la temperatura T, entregará el calor Q, si funciona entre T, 
y T,, como ya habiamos demostrado considerando máquinas que funcionan entre tres 
temperaturas. Por lo que todo lo que tenemos realmente que hacer es encontrar 
cuanto calor Q, necesitamos dar a la temperatura T, para entregar una cierta can- 
tidad de calor Os a la temperatura unitaria. Si descubrimos esto, lo tenemos todo. 
El calor Q es, por supuesto, una función de la temperatura T. Es fácil ver que el calor 
debe aumentar cuando lo hace la temperatura, porque sabemos que se necesita trabajo 
para que una máquina funcione al revés y entregue calor a una temperatura más alta. 
Es también fácil ver que el calor Q, debe ser proporcional a Qs. Asi, la gran ley es 
algo como esto: para una cantidad dada de calor Os entregada a un grado por una 
máquina que funciona a la temperatura de T grados, el calor Q absorbido debe ser 
esa cantidad Os por una función creciente de la temperatura: 


Q = Qsf). (44.9) 


44-5 Temperatura termodinámica 


A estas alturas no vamos a tratar de encontrar la fórmula para esa función 
creciente de la temperatura en términos de nuestra familiar escala de temperatura 
de mercurio, sino que definiremos la temperatura mediante una nueva escala. En 
un tiempo se definia “la temperatura” arbitrariamente dividiendo la dilatación del 
agua en grados iguales de un cierto tamaño. Pero cuando se mide la temperatura 
con un termómetro de mercurio, se encuentra que ya los grados no son iguales. Pe- 
ro ahora podemos dar una definición de temperatura que es independiente de cual- 
quier sustancia particular. Podemos usar aquella función AT) que no depende de lo 
que usemos, ya que la eficiencia de estas maquinas reversibles es independiente de 
las sustancias con que trabajan. Como la función que encontramos aumenta con la 
temperatura, definiremos la función misma como temperatura, medida en unidades 
de la temperatura patrón de un grado, en la forma siguiente: 


Q= ST, (44.10) 


Qs = S1. (44.11) 


Ii 


donde 


Esto significa que podemos decir lo caliente que está un objeto encontrando cuán- 
to calor es absorbido por una maquina reversible que trabaja entre la temperatura 
del objeto y la temperatura unitaria (Fig. 44-9). Si se toma de una caldera siete ve- 
ces más calor del que es entregado a un condensador de un grado, la temperatura 
de la caldera se dira que es de siete grados, y asi sucesivamente. Por consiguiente, 


midiendo cuánto calor es absorbido a diferentes temperaturas, determinamos la tem- 
peratura. La temperatura 


Máquina 


reversible 
Qg= Ss: 
y ek Fig. 44-9. Temperatura termodinámica 
DLII KIC? absoluta. 


definida de este modo se denomina temperatura termodinámica absoluta, y es inde- 
pendiente de la sustancia. Desde ahora en adelante, usaremos exclusivamente esta 
definición*. 

Ahora nos damos cuenta que cuando tenemos dos máquinas, una trabajando 
entre T, y un grado, la otra entre T, y un grado, y entregan el mismo calor a la tem- 
peratura unitaria, los calores absorbidos deben estar relacionados mediante 


Qi ç= &, 
$ edo J (44.12) 


Pero esto significa que si tenemos una sola máquina que funciona entre T, y T, 
entonces el resultado del análisis total, el gran finale, es que Q, es a T, como Q, es 
a T., si la máquina absorbe Q, a la temperatura T, y entrega el calor OQ, a la tem- 
peratura T, Siempre que la máquina sea reversible, se debe seguir esta relación en- 
tre los calores. Esto es todo lo que hay: éste es el centro del universo termodiná- 
mico. 


Si todo esto es lo que hay en termodinámica, ¿por qué se la considera una mate- 
ria tan dificil? Al resolver un problema que envuelve una masa dada de una sustan- 
cia, él estado de la sustancia en cualquier momento se puede describir diciendo cuál 
es su temperatura y cual es su volumen. Si conocemos la temperatura y el volumen 
de una sustancia, y que la presión es una cierta función de la temperatura y del vo- 
lumen, conocemos entonces la energía interna. Alguien podría decir: “Yo no quiero 
hacerlo asi. Digame la temperatura y la presión y yo le diré el volumen. Yo puedo 
considerar el volumen como una función de la temperatura y presión, y la energia 
interna como una función de la temperatura y presión, etc.” Esta es la razón por 
la cual la termodinámica es difícil, porque cada uno usa un enfoque diferente. Si 
solamente pudiésemos reunirnos por una sola vez y decidir cuáles van a ser nuestras 
variables y aceptarlo asi siempre, sería bastante fácil. 


Comencemos ahora a hacer deducciones. Asi como F = ma es el centro del 
universo en mecánica, y sigue y sigue y sigue después de esto, el principio que aca- 
bamos de encontrar lo es todo para la termodinamica. Pero, ¿se pueden sacar con- 
clusiones de él? 


* Hemos definido previamente nuestra escala de temperatura de un modo diferente, esta- 


bleciendo que la energia cinética media de una molécula en un gas perfecto es proporcional a la 
temperatura, o sea que la ley del gas perfecto dice que pV es proporcional a T. ¿Es equivalente 
esta nueva definición? Si, puesto que el resultado final (44.7) derivado de la ley del gas es igual 
que el derivado aqui. Volveremos a discutir este punto en el capitulo próximo. 


Comenzamos. Para obtener nuestra primera conclusión, combinamos ambas le- 
yes, la ley de la conservación de la energía y esta ley que relaciona los calores Q, y 
Q, y podemos obtener fácilmente la eficiencia de una máquina reversible. Según la 
primera ley, tenemos que W = Q,—Q.. Según nuestro nuevo principio, 


=- T2 
Q: Tr Qi, 
por lo que el trabajo resulta ser 
i TA _p Ti¡-T 
W= o ( _ T2) = 02 (44.13) 


que nos dice la eficiencia de la máquina —cuánto trabajo obtenemos con tanto ca- 
lor—. La eficiengia de una máquina es proporcional a la diferencia de temperaturas 
entre las que trabaja, dividido por la temperatura mayor: 


Eficiencia = w = Ti- Tz, 
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La eficiencia no puede ser mayor que la unidad y la temperatura absoluta no puede 
ser menor que cero, cero absoluto. Asi, pues, como T, debe ser positiva, la eficien- 
cia es siempre menor que la unidad. Esta es nuestra primera conclusión. 


44-6 Entropía 


La ecuación (44.7) o la (44.12) pueden ser interpretadas de una manera especial. 
Trabajando siempre con máquinas reversibles, un calor Q, a la temperatura T, es 
“equivalente” a Q, a T, si Q,/T, = Q,/T,, en el sentido de que cuando se absorbe 
uno se entrega el otro. Esto sugiere que si le damos algún nombre a Q/T, podemos 
decir: en un proceso reversible se absorbe tanto Q/ T como se libera; no hay ganan- 
cia o pérdida de Q/T. Este Q/T se llama entropía y entonces decimos que “no hay 
variación neta de entropia en un ciclo reversible”. Si T es 1°, la entropia es Q/1° o 
usando el simbolo que le dimos, Qy/1% = S. Comúnmente S es la letra usada para 
entropia y es numéricamente igual al calor (que hemos llamado Os) entregado a un 
depósito de 1% (la entropia no es un calor, es un calor dividido por una tempera- 
tura, por lo que se mide en joules por grado). 


Ahora bien, es interesante que además de la presión, que es función de la tem- 
peratura y del volumen, y la energía interna, que es función de temperatura y volu- 
men, hayamos encontrado otra cantidad que es una función del estado, esto es, la 
entropía de la sustancia. Tratemos de explicar cómo la calculamos y qué queremos 
decir cuando la llamamos una “función del estado”. Consideren el sistema en dos 
estados diferentes, muy parecido a lo que teniamos en el experimento donde reali- 
zamos las expansiones adiabáticas e isotérmicas. (Entre paréntesis, no hay necesidad 
de que una máquina térmica tenga solamente dos depósitos, podría tener tres o cua- 
tro temperaturas diferentes a las que toma y entrega calor, etc.) Podemos movernos 
sobre un diagrama pV en todo momento e ir de un estado a otro. En otras palabras, 
podriamos decir que el gas está en un cierto estado a 
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y luego pasa a otro b, y nosotros exigiremos que esta transición, de a a b, sea re- 
versible. Supongan ahora que a todo lo largo del camino desde a hasta b tenemos 
pequeños depósitos a temperaturas diferentes, de modo que el calor dQ sacado de 
la sustancia en cada uno de los pequeños pasos se entrega a cada depósito a la tem- 
peratura correspondiente al punto del camino. Conectamos entonces estos depósitos, 
mediante máquinas térmicas reversibles, a un solo depósito a la temperatura unita- 
ria. Cuando hayamos terminado de llevar la sustancia desde a hasta b, llevaremos 
todos los depósitos a su estado inicial. Cualquier cantidad de calor dQ que se ha 
absorbido de la sustancia a temperatura T ha sido convertida ahora por una má- 
quina reversible y se ha entregado una cierta cantidad de entropia dS a la tempera- 
tura unitaria: 


dS = dQ/T. (44.15) 


Calculemos la cantidad total de entropia que ha sido entregada. La diferencia 
de entropía, o entropia necesaria para ir de a a b mediante esta transformación re- 
versible particular, es la entropia total, el total de entropia que se ha tomado de los 
pequeños depósitos y que se ha entregado a la temperatura unitaria: 


b 
TERRAS l e. (44.16) 


Hay una pregunta: ¿Depende la diferencia de entropia del camino seguido? Hay 
más de un camino para ir de a a b. Recuerden que en el ciclo de Carnot podíamos 
ir de a a c, en la figura 44-6, expandiendo primero isotérmicamente y luego adiabá- 
ticamente; o podíamos expandir primero adiabáticamente y luego isotérmicamente, 
La pregunta es si la variación de entropia que tiene lugar cuando vamos de a a b, 
en la figura 44-10, es la misma según sigamos un camino u otro. Debe ser igual, 
puesto que si hiciésemos el ciclo completo, yendo hacia adelante por un camino y 
hacia atrás por el otro, tendriamos una máquina reversible y no habria pérdida de 
calor en el depósito a temperatura unitaria. En un ciclo totalmente reversible, no se 
debe tomar ningún calor del depósito a temperatura unitaria, por lo que la entropia 


AS = So ~ Sa 


Depósitos 


Temperature 


Cambio total de entropia =0 


Temperatura 


Máquinas 


t° Volume 
Volumen 
Fig. 44-10. Variación de entropía Fig. 44-11. Variación de entropía en 
durante una transformación reversible. un ciclo completamente reversible. 
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necesaria para ir de a a b es igual siguiendo diferentes caminos. Es independiente 
del camino y depende solamente de los puntos extremos. Podemos decir, por con- 
siguiente, que hay una cierta función, que llamamos entropía de la sustancia, que 
depende solamente del estado, es decir, solamente del volumen y de la temperatura. 


Podemos encontrar una función S(V,T) que tiene la propiedad de que si calcula- 
mos la variación de entropia en términos del calor dejado a la temperatura unita- 
ria, cuando la sustancia se mueve según cualquier camino reversible, entonces 


- |2 
AS = pe. (44.17) 


donde dQ es el calor sacado de la sustancia a la temperatura T. Esta variación 
total de entropia es la diferencia entre la entropia calculada en los puntos inicial y 
final: 


b 
AS = SV», Tb) T? SVa, Ta) TR f E i (44.18) 


Esta expresión no define completamente la entropia, sino más bien solamente la di- 
ferencia de entropia entre dos estados diferentes. Unicamente si podemos evaluar 
la entropía para un estado especial, podemos en realidad definir S en forma absoluta. 


Durante mucho tiempo se creyó que la entropia absoluta no significaba nada 
—que sólo se podrian definir diferencias—, pero por fin Nernst propuso lo que llamó 
teorema calórico, que también se llama tercera ley de la termodinámica. Es muy 
sencillo. Diremos en qué consiste, pero no explicaremos por qué es válido. El pos- 
tulado de Nernst afirma simplemente que la entropia de cualquier objeto es cero en 
el cero absoluto. Sabemos de un caso de T y V, cuando T = 0, donde S es cero; 
y asi podemos obtener la entropia en cualquier otro punto. 


Para ilustrar estas ideas, calculemos la entropia de un gas perfecto. En una ex- 
pansión isotérmica (y, por lo tanto, reversible), | dQ/ T es Q/T, puesto que T es cons- 
tante. Por consiguiente, según (44,4) la variación de entropía es 


SW, T) — S(Va T) = Nk In > 
$ b 


y por lo tanto S(V,T) = Nk In V más alguna función de T únicamente. ¿Cómo 
depende S de T? Sabemos que para una expansión adiabática reversible, no se in- 
tercambia calor. Luego, la entropia no cambia aunque V lo haga, siempre que T 
también cambie. de tal forma que TV?-!= const. ¿Pueden ver que esto implica que 


l 
mr] + a, 


S(V, T) = Nk |in V + 
donde a es una constante independiente tanto de V como de T? |a se llama cons- 
tante quimica. Depende del gas en cuestión y se puede determinar experimentalmente 
a partir del teorema de Nernst midiendo el calor liberado al enfriar y condensar el 
gas hasta que ha pasado a sólido (o en el caso del helio, a liquido) a 0°, integrando 
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$fdQ/T. También se puede determinar teóricamente mediante la constante de Planck 
y la mecánica cuántica, pero no lo estudiaremos en este curso]. 

Ahora señalaremos algunas propiedades de la entropia de las cosas. Recorde- 
mos, en primer lugar, que si vamos según un ciclo reversible de a a b, la entropia de 
la sustancia cambiará en S,— S, Y también recordamos que a medida que recorre- 
mos el camino, la entropia —calor entregado a la temperatura unitaria— aumenta 
de acuerdo a la regla dS = dQ/T, donde dQ es el calor que quitamos de la sus- 
tancia cuando su temperatura es T. 


Ya sabemos que si tenemos un ciclo reversible, la entropía total de todo no varía, 
ya que el calor O, absorbido a T, y el calor Q, entregado a T, corresponden a va- 
riaciones iguales y opuestas de entropía, por lo que la variación neta de entropia es 
cero. En consecuencia, en un ciclo reversible no hay cambio en la entropia de nada, 
incluyendo los depósitos. Esta regla se puede parecer a la conservación de la ener- 
gía, pero no lo es; se aplica solamente a ciclos reversibles. Si incluimos ciclos irre- 
versibles no hay ley de conservación de la entropia. 


Daremos dos ejemplos. En primer lugar, supongan que hacemos trabajo irrever- 
sible sobre un objeto mediante roce, generando un calor Q en algún objeto a 
temperatura T. La entropia aumenta en Q/T. El calor Q es igual al trabajo y asi 
cuando efectuamos una cierta cantidad de trabajo por roce contra un objeto cuya 
temperatura es T, la entropia de todo el mundo aumenta en W/T. 


Otro ejemplo de irreversibilidad es éste: si juntamos dos objetos que están a tem- 
peraturas diferentes, T, y T, digamos, una cierta cantidad de calor fluirá del uno al 
otro espontáneamente. Supongan, por ejemplo que colocamos una piedra caliente 
en agua fria. Entonces, cuando una cierta cantidad de calor AQ ha pasado de T, a 
T,, ¿cuanto cambia la entropia de la piedra caliente? Disminuye en AQ/T,. ¿Cuán- 
to cambia la entropia del agua? Aumenta en AQ/T,. El calor fluirá, naturalmente, 
sólo desde la temperatura más alta T, a la más baja T, por lo que AQ es positiva 
si T, es mayor que T, Asi, pues, la variación de entropía de todo el universo es 
positiva y es la diferencia entre las dos fracciones: 


= SE DE, (44.19) 


Vale entonces la siguiente proposición: la entropia de todo el universo aumenta 
en cualquier proceso que es irreversible. Solamente en procesos reversibles la en- 
tropia si permanece constante. Como ningún proceso es absolutamente reversible, 
siempre hay por lo menos una pequeña ganancia en la entropia; un proceso rever- 
sible es una idealización en la que hemos hecho minima la ganancia de entropía. 

Desafortunadamente, no vamos a ir muy lejos dentro del campo de la termodi- 
námica. Nuestro propósito es solamente ilustrar las ideas principales involucradas, 
asi como las razones de por qué es posible hacer tales argumentos, pero no usare- 
mos mucho la termodinámica en este curso. Los ingenieros y particularmente los 
quimicos usan la termodinámica con mucha frecuencia. Asi que debemos aprender 
nuestra termodinámica práctica en quimica o en ingeniería. Como no vale la pena 
repetir las cosas, solamente discutiremos algo del origen de la teoria en lugar de 
entrar en detalles de aplicaciones particulares. 
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Tabla 44-1 
Resumen de las leyes de la termodinámica 


Primera ley: 
Calor dado a un sistema + Trabajo efectuado sobre el sistema = Aumento en la 
energía interna del sistema: 

Segunda ley: A 
Es imposible un proceso cuyo único resultado final sea tomar calor de un depósito 
y convertirlo en trabajo. 
Ninguna máquina térmica que toma calor Q, de T, y que entrega calor Q, a T, 
puede efectuar más trabajo que una máquina reversible, para la cual 


W= oi- o = o (272). 


La entropía de un sistema se define asi: 
(a) Si se añade reversiblemente ei calor AQ a un sistema a la temperatura T, el 
aumento de entropia del sistema es AS = AQ /T. 
(b) A T= 0, S =0 (tercera ley). 
En un cambio reversible, la entropía total de todas las partes del sistema (incluyen- 
do depósitos) no varía. 


En un cambio irreversible, la entropia total del sistema siempre aumenta. 


Con frecuencia las dos leyes de la termodinámica se enuncian asi: 
Primera ley: la energia del universo es siempre constante. 


Segunda ley. la entropia del universo siempre está aumentando. 


No es un buen enunciado el de la segunda ley; no dice, por ejemplo, que en un ci- 
clo reversible la entropia permanece constante, ni tampoco dice exactamente qué 
es la entropia. Es sólo un modo ingenioso de recordar las dos leyes, pero no nos 
dice en realidad exactamente de qué tratan. Hemos resumido las leyes discutidas en 
este capitulo en la tabla 44-1. En el próximo capitulo aplicaremos estas leyes para 
descubrir la relación entre el calor generado en la expansión de una banda elastica 
y la tensión adicional cuando se la calienta. 
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45-1 Energia interna 


La termodinámica es bantante dificil y compleja cuando llegamos a aplicarla y. no 
nos compete en este curso profundizar mucho en las aplicaciones. El tema es de 
muchísima importancia, naturalmente, para ingenieros y quimicos, y los que estén 
interesados en el mismo pueden enterarse de las aplicaciones en fisicoquimica y en 
termodinámica para ingenieros. Hay también buenos libros de referencia, tal como 
Heat and Thermodynamics de Zemansky, donde se puede profundizar el tema. En 
la Encyclopedia Britannica, decimocuarta edición, se puede encontrar articulos exce- 
lentes sobre termodinámica y termoquímica, y en el articulo sobre quimica, las seccio- 
nes de fisicoquimica, vaporización, licuefacción de gases y otros. 


La termodinámica es complicada porque hay muchas maneras diferentes de des- 
cribir la misma cosa. Si deseamos describir el comportamiento de un gas, podemos 
decir que la presión depende de la temperatura y del volumen o que el volumen de- 
pende de la temperatura y la presión. Si consideramos la energía interna U, podriamos 
decir que depende de la temperatura y el volumen, si ésas son las variables que hemos 
elegido; pero también podriamos decir que depende de la temperatura y la presión, o 
la presión y el volumen, y así sucesivamente. En el último capitulo discutimos otra 
función de la temperatura y el volumen llamada entropia S; desde luego podemos 
construir tantas funciones de esas variables como queramos: U—TS es una función de 
la temperatura y el volumen. Tenemos, pues, un gran número de cantidades diferentes 
que puedan ser funciones de muchas combinaciones diferentes de variables. 


Para mantenernos dentro de ciertos limites de simplicidad en este capitulo, deci- 
diremos desde el principio usar temperatura y volumen como variables independientes. 
Los químicos usan temperatura y presión porque son más fáciles de medir y de con- 
trolar en los experimentos quimicos; nosotros, en cambio, usaremos temperatura y 
volumen en todo este capitulo, excepto en un punto donde veremos cómo se hace la 
transformación al sistema de variables usado por los químicos. 
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En primer lugar, consideraremos entonces únicamente un sistema de variables in- 
dependientes: temperatura y volumen. En segundo lugar, sólo discutiremos dos fun- 
ciones dependientes: la energia interna y la presión. Todas las otras funciones se 
pueden obtener a partir de éstas, por lo que no es necesario discutirlas. Aun con estas 
limitaciones, la termodinámica es un tema bastante dificil ¡pero no del todo imposible! 


Recordemos primero un poco de matemática. Si una cantidad es función de dos 
variables, el concepto de derivada de la cantidad requiere un examen más cuidadoso 
que en el caso en que hay una sola variable. ¿Que entendemos por derivada de la pre- 
sión respecto a la temperatura? El cambio de presión que acompaña a un cambio de 
temperatura depende en parte, por supuesto, de lo que le ocurre al volumen mientras 
T cambia. Debemos especificar la variación de V para que el concepto de derivada 
respecto a T tenga un significado preciso. Podria interesarnos, por ejemplo, la rapidez 
de variación de P con T si se mantiene V constante. Este cociente es simplemente la 
derivada ordinaria que escribimos comúnmente como dP/dT. Habitualmente, se usa 
un simbolo especial, 0 P/T, para recordar que P depende de otra variable Y además 
de T, y que esa otra variable se mantiene constante. No sólo usaremos el simbolo € 
para llamar la atención sobre el hecho de que la otra variable se mantiene constante, 
sino que también escribiremos como subindice la variable que se mantiene constante: 
(OP/0T)y. Como tenemos sólo dos variables independientes, esta notación es redun- 
dante, pero nos servirá para no perder el camino de la jungla termodinámica de is 
vadz.s parciales. 


Supongamos que la función f(x, y) depende de las dos variables independientes 
x, y. Indicamos con (éf óx), la derivada ordinaria obtenida del modo habitual. tratan- 
do y como constante: 


(2 = limit E taD D), 


ðx Az>0 Ax 


Anaálogamente definimos 


ES = ime EI + 47) — D), 
9Y/z  ay>0 Ay 


Por ejemplo, si Rx, y) = xX + yx, se tiene (0//0x), = 2x + y, y ON EY) -= x. Po- 
demos extender este concepto a derivadas de orden superior: 6f] 6y o of EyEx. 
El último simbolo indica que primero derivamos f respecto a x tratando y como cons- 
tante y luego derivamos el resultado respecto a y tratando x como constante. El 
orden de derivación no importa: éf óxéy = éflëyéEx 


Será necesario calcular el incremento Af de f(x, y) cuando x pasa a x + Ax al 
mismo tiempo que y pasa a y + Ay. Supondremos en lo que sigue que Ax y Ar son 
infinitésimos: 


Ax + axy EDS o, y) 
fix t axy + ar) fixy + Ay) fixy + 09) — Sy) 
AAA a A A IS o a 


of f af 
Ax (4) + Ay EN (45.1) 
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La última ecuación es la relación fundamental que expresa Af en términos de Ax y 
Ay. 


Como ejemplo del uso de esta relación, calculemos el incremento de la energia 
interna U(T, V) cuando la temperatura varia de Ta T + AT y el volumen varía de 
Va V + AV. Empleando la ecuación (45.1) escribimos 


JU aU 
AU = ar(3), $ ar (37), | (45.2) 


En el capitulo anterior encontramos otra expresión para el incremento A U de la ener- 
gla interna cuando se agrega al gas una cantidad de calor AQ: 


AU = AQ — PAP. (45.3) 


Comparando las ecuaciones (45.2) y (45.3) se podria creer a primera vista que 
P = (6U/ € V)n pero esto no es correcto. Para obtener la relación correcta, suponga- 
mos primero que agregamos una cantidad de calor AQ al gas manteniendo el volumen 
constante, de modo que AV = 0. Si AV = O, la ecuación (45.3) nos dice que AU = 
= AQ y la ecuación (45.2) nos dice que AU = (ô U/ 0 T)y AT, de donde (2 U/ ô T)y = ` 
= AQ/AT. El cociente AQ/AT, cantidad de calor que se debe entregar a una sus- 
tancia para cambiar su temperatura en un grado manteniendo el volumen constante, 
se llama calor especifico a volumen constante y se indica con el simbolo Cy. Hemos 


demostrado, pues, que 
ðU 
Ee), = Cy. (45.4) 


Ahora agreguemos de nuevo al gas una cantidad de calor AQ, pero esta vez man- 
teniendo T constante y dejando que el volumen cambie en AV. En este caso el análi- 
sis es más complejo, pero podemos calcular AU con el razonamiento de Carnot, ha- 
ciendo uso del ciclo de Carnot que introdujimos en el capitulo precedente. 


La figura 45-1 muestra el diagrama presión-volumen para el ciclo de Carnot. 
Como ya hemos visto, el trabajo total realizado por el gas en un ciclo reversible es 
AQ(AT/T), donde AQ es la cantidad de energía calórica suministrada al gas a medi- 
da que se expande isotérmicamente a la temperatura T del volumen V al V + AV, y 
T-AT es la temperatura final que alcanza el gas cuando se expande adiabáticamente 
en el segundo tramo del ciclo. Demostraremos ahora que este trabajo realizado tam- 
bién está dado por 


Fig. 45-1. Diagrama presión-volumen 
para un ciclo de Carnot. Las curvas in- 
dicadas con 7 y con T — AT son isotermas; 
las curvas más empinadas son adiabá- 
ticas. AV es la variación del volumen cuan- 
do se agrega el calor 10 al gas a tempe- 
ratura constante 7. AT es la variación de 
presión a volumen constante que resulta 
cuando la temperatura del gas varía de 
TaT-AT. 


Presión 


Volumen 
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el área sombreada de la figura 45-1. En cualquier caso, el trabajo realizado por el gas 
es |P dV y es positivo cuando el gas se expande y negativo cuando el gas se compri- 
me. Si hacemos el diagrama de P en función de V, la variación de P y V está repre- 
sentada por una curva que da el valor de P correspondiente a un valor determinado 
de V. A medida que el volumen cambia de un valor a otro, el trabajo realizado por el 
gas, o sea la integral |P dV, es el área que está bajo la curva que une los valores 
inicial y final de V. Aplicando esta idea al ciclo de Carnot, vemos que al recorrer el 
ciclo poniendo atención en el signo del trabajo realizado por el gas, el trabajo total 
realizado por el gas es justamente el área sombreada de la figura 45-1. 


Fig. 45-2. Area sombreada = área ence- 
| rrada por las líneas de trazos = área del rec- 
M tángulo = AP AV. 


Ahora calcularemos geométricamente el área sombreada. El ciclo usado en la 
figura 45-1 difiere del usado en el capitulo anterior en que ahora suponemos que AT 
y AQ son infinitésimos. Estamos trabajando entre adiabáticas e isotermas muy cerca- 
nas y la figura formada por las líneas gruesas de la figura 45-1, tenderá a un para- 
lelogramo cuando los incrementos AT y AQ tiendan a cero. El área de este paralelo- 
gramo es AVAP, donde AV es la variación de volumen que resulta de entregar la ener- 
gía AQ al gas a temperatura constante, y AP es la variación de presión cuando la 
temperatura varia en AT a volumen constante. Se puede demostrar fácilmente que el 
área sombreada de la figura 45-1 está dada por AVAP observando que es equivalente 
al área encerrada por las lineas de trazos de la figura 45-2, que a su vez difiere del 
rectángulo formado por AP y AV únicamente por la suma y la resta de las áreas 
triangulares iguales de la figura 45-2. 


Resumamos los resultados obtenidos hasta ahora: 


Trabajo realizado por el gas = área sombreada = AV AP = AQ (+) 


o sea 
AT . (calor necesario para cambiar V en AV)r constante 
T 
(45.5) 
= AV - (variación de P cuando T varía AT) y constante 
o sea 
3v - (calor necesario para cambiar V en AV), = T(S8P/8T),,. 


La ecuación (45.5) expresa el resultado esencial del razonamiento de Carnot. Toda 
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la termodinámica se puede deducir de la ecuación (45.5) y de la Primera Ley, ex- 
presada en la ecuación (45.3). La ecuación (45.5) es esencialmente la Segunda Ley, 
aunque Carnot la dedujo originariamente en una forma ligeramente diferente, ya que 
no utilizó nuestra definición de temperatura. 


Ahora podemos proceder al cálculo de ($U/S V)7. ¿En cuánto variaria la energía 
interna U si el volumen variase en AV? Primero: U varía porque se agrega calor, 
y segundo: U varia porque se realiza trabajo. El calor agregado es 


aP 
AQ=T G), AV, 


de acuerdo con la ecuación (45.5) y el trabajo realizado sobre la sustáncia es -PA V. 
En consecuencia, la variación AU de la energía interna tiene dos partes: 


ðP 
AU = r (R) ar — PAV. (45.6) 


Dividiendo ambos miembros por AV, encontramos para la variación especifica de 
U con V a T constante l 
ðU ðP 
=] = =] — P. < (45.7 
(5). = rG) (457) 


En nuestra presentación de la termodinámica, en la cual T y Y son las únicas varia- 
bles y P y U las únicas funciones, las ecuaciones (45.3) y (45.7) son las ecuaciones 
fundamentales de las que se pueden deducir todos los resultados. 


45-2 Aplicaciones 


Discutamos ahora el significado de la ecuación (45.7) y veamos por qué nos 
da la respuesta a las preguntas formuladas en el capítulo precedente. Consideramos 
el siguiente problema: en la teoria cinética es evidente que un aumento de tempe- 
ratura induce un aumento de presión debido al bombardeo de los atomos sobre un 
pistón. Por la misma razón fisica, cuando hacemos retroceder el pistón se saca calor 
del gas, y para mantener la temperatura constante, hay que restituir calor al gas. 
El gas se enfria al expandirse y la presión aumenta al calentarse. Tiene que haber 
alguna conexión entre ambos fenómenos y la misma está dada explicitamente por la 
ecuación (45.7). Si mantenemos el volumen fijo y aumentamos la temperatura, la 
presión aumenta a razón de (9P/57T),. El hecho que sigue está relacionado con esto: 
si aumentamos el volumen, el gas se enfriara a no ser que agreguemos calor para 
mantener la temperatura constante y (5U/8V)7 dice cuánto calor se necesita para 
conservar la temperatura. La ecuación (45.7) expresa la interrelación fundamental 
entre estos dos efectos. Esto es lo que prometimos encontrar cuando iniciamos el 
estudio de las leyes de la termodinámica. Sin conocer los mecanismos internos del 
gas y sabiendo únicamente que no puede haber movimiento perpetuo de segunda es- 
pecie, ¡podemos deducir la relación entre la cantidad de calor necesaria para man- 
tener constante la temperatura cuando el gas se expande, y la variación de presión 
cuando el gas se calienta! 
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Ahora que tenemos el resultado que queríamos en lo que respecta a un gas, con- 
sideremos el de la banda elástica. Cuando estiramos una banda elástica encontramos 
que su temperatura baja, y cuando calentamos una banda elástica encontramos que 
se encoge. ¿Cuál es la ecuación que expresa para una banda elástica la misma rela- 
ción que la ecuación (45.3) expresa para un gas? En el caso de una banda elástica 
la situación es más o menos como sigue: cuando se agrega una cantidad de calor 
AO, la energía interna cambia en AU y se realiza un trabajo. La única diferencia 
será que el trabajo realizado por la banda elástica es —FAL en vez de PAV, donde 
F es la fuerza que se ejerce sobre la banda y L la longitud de la banda. La fuerza 
F es función de la temperatura y de la longitud de la banda. Reemplazando PAV 
por — FAL en la ecuación (45.3), obtenemos 


AU = AQ + FAL (45.8) 


Comparando las ecuaciones (45.3) y (45.8) vemos que la ecuación de la banda elás- 
tica se obtiene por simple sustitución de una letra por otra. Más aún, si sustituimos 
V por L y P por ~F, toda nuestra discusión del ciclo de Carnot sirve para la banda 
elástica. Por ejemplo, podemos deducir inmediatamente que el calor AQ necesario 
para cambiar la longitud en AL está dado por la análoga de la ecuación (45.5): 
AQ = -T(SF/ST),AL. Esta ecuación nos dice que si mantenemos fija la longitud 
de una banda elástica y la calentamos, podemos calcular cuanto aumentará la fuerza 
en función del calor necesario para mantener la temperatura constante cuando la 
banda se estira un poquito. Vemos, pues, que la misma ecuación sirve tanto para un 
gas como para una banda elástica. Verdaderamente, si se puede escribir AU = 
= AQ + AAB, donde A y B representan diversas cantidades, fuerza y longitud, 
presión y volumen, etc., se puede aplicar los resultados obtenidos para un gas sus- 
tituyendo P y V por A y B. Por ejemplo, consideremos la diferencia de potencial 
eléctrico o “voltaje” E de una bateria y la carga AZ que atraviesa la bateria. Sa- 
bemos que el trabajo realizado en una celda eléctrica reversible, tal como un acumu- 
lador, es EAZ. (Como no incluimos un término PAV en el trabajo, requerimos que 
nuestra bateria mantenga el volumen constante.) Veamos qué nos puede decir la 
termodinámica sobre el funcionamiento de una bateria. Si reemplazamos P por E 
y V por Z en la ecuación (45.6), obtenemos 


AU JE 
aa (25) E (45.9) 


La ecuación (45.9) dice que la energia interna U cambia cuando una carga AZ atra- 
viesa la celda. ¿Por qué AU/AZ no es simplemente el voltaje E de la bateria? La 
respuesta es que una bateria real se calienta cuando la atraviesa una carga. La ener- 
gia interna de la bateria cambia, primero porque la bateria realizó un trabajo sobre 
el circuito externo, y segundo porque la bateria se calienta. Lo notable es que tam- 
bién se puede expresar la segunda parte en función de la manera en que el voltaje de 
la bateria cambia con la temperatura. Entre paréntesis, cuando la carga atraviesa la 
bateria, hay reacciones químicas y la ecuación (45.9) sugiere un modo elegante de 
medir la cantidad de energia necesaria para producir una reacción química. ¡Todo 
lo que tenemos que hacer es construir una celda cuyo funcionamiento se base en esa 
reacción, medir el voltaje y medir cuánto cambia éste con la temperatura cuando no 
extraemos cargas de la bateria! 
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Ahora bien, hemos supuesto que se puede mantener constante el volumen de la 
bateria, ya que hemos omitido el término PAV al escribir que el trabajo realizado 
por la bateria es EAZ. Pero resulta que es muy difícil técnicamente mantener el vo- 
lumen constante. Es mucho más fácil mantener la celda a presión atmosférica cons- 
tante. Es por ello que a los químicos no les gusta ninguna de las ecuaciones que 
hemos escrito más arriba: prefieren ecuaciones que describan el comportamiento a 
presión constante. Al principio de este capitulo elegimos Y y T como variables in- 
dependientes. Los quimicos prefieren P y T, por lo que ahora consideraremos cómo 
se puede transformar los resultados obtenidos hasta aqui al sistema de variables de 
los químicos. Recuerden que en el tratamiento que sigue es fácil que haya confusión 
debido al cambio de engranaje de T y Va T y P. 


Partimos de la ecuación (45.3) con AU = AQ — PAV; se puede reemplazar 
PAV por EAZ o AAB. Si de alguna manera pudiéramos reemplazar el último tér- 
mino, PAV, por VAP, habriamos intercambiado V y P y los quimicos se pondrian 
contentos. Bien, un hombre inteligente notó que el diferencial del producto PV es 
d(PV) = PdV + VdP y que si sumaba esta igualdad a la ecuación (45.3) obtenia 


A(PV) = PAV + VAP 
AU AQ — PAV s 
A(U + PV) = AQ + VAP 


Para que el resultado se parezca a la ecuación (45.3) definimos U + PV como algo 
nuevo: la entalpia H, y escribimos AH = AQ + VAP. 

Ahora estamos listos para traducir nuestros resultados al lenguaje de los qui- 
micos con las siguientes reglas: U > H, P = -V, V> P. Por ejemplo, la relación 
fundamental que usarian los químicos en vez de (45.7) es 


aH ôV 
Es). 5 r (3), e 


Ahora debe estar claro cómo se transforma a las variables T y P de los quimicos. 
Volvamos a nuestras variables originales: en lo que queda del capitulo T y V serán 
las variables independientes. 


Apliquemos ahora los resultados obtenidos a un cierto número de situaciones 
físicas. Consideremos primero el gas ideal. Por la teoria cinética sabemos que la 
energía interna de un gas sólo depende del movimiento de las moléculas y del núme- 
ro de éstas. La energia interna depende de T pero no de V. Si cambiamos V man- 
teniendo T constante, U no cambia. En consecuencia (9U/$V), = O y la ecuación 
(45.7) nos dice que para un gas ideal 


âP 
rm), -P =0. (45.10) 


La ecuación (45.10) es una ecuación diferencial que nos puede decir algo acerca de 
P. Consideremos la derivada parcial del siguiente modo: como la derivada parcial 
es a volumen constante, la reemplazaremos por una derivada 
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ordinaria y para acordarnos escribiremos explicitamente “V constante”. Entonces, 
la ecuación (45.10) se convierte en 


AP 
e E = 0: 45.11 
T AF P = 0; const V, ( ) 


que podemos integrar obteniendo 


InP = InT + const; const V, 
P = const X T; const V. (45.12) 
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Sabemos que para un gas ideal la presión es igual a 


p= fT, (45.13) 


que es compatible con (45.12) puesto que Y y R son constantes. ¿Para qué nos to- 
mamos el trabajo de hacer este cálculo si ya sabiamos los resultados? ¡Porque he- 
mos estado usando dos definiciones independientes de temperatura! En un cierto 
momento supusimos que la energía cinética de las moléculas era proporcional a la 
temperatura, suposición que define una escala de temperatura que llamaremos es- 
cala del gas ideal. La T de la ecuación (45.13) se basa en esta escala. También lla- 
mamos temperaturas cinéticas a las temperaturas basadas en la escala de gases. 
Más tarde definimos la temperatura de un segundo modo completamente indepen- 
diente de cualquier sustancia. A partir de razonamientos basados en la Segunda 
Ley definimos lo que podriamos llamar “gran temperatura termodinámica absoluta” 
T; es la T que aparece en la ecuación (45.12). Lo que hemos demostrado aqui es 
que la presión de un gas ideal (definido como aquel en que la energía interna no 
depende del volumen) es proporcional a la gran temperatura termodinámica absolu- 
ta. También sabemos que la presión es proporcional a la temperatura medida en la 
escala de gases. En consecuencia podemos deducir que la temperatura cinética es 
proporcional a la “gran temperatura termodinámica absoluta”. Esto significa, na- 
turalmente, que si fuésemos sensatos podríamos hacer concordar las dos escalas. 
En este caso, al menos, las dos escalas han sido elegidas de modo que coincidan; 
se ha escogido 1 para la constante de proporcionalidad. La mayoria de las veces 
el hombre se busca las dificultades, pero en este caso ¡ha hecho las dos escalas 
iguales! 


45-3 La ecuación de Clausius-Clapeyron 


Ea vaporización de un liquido es otra aplicación de los resultados que hemos 
obtenido. Supongan que tenemos un líquido en un cilindro, de modo que lo pode- 
mos comprimir empujando el pistón, y que nos preguntamos: “Si mantenemos la 
temperatura constante, ¿cómo varia la presión con el volumen?” En otras palabras, 
queremos dibujar una isoterma en el diagrama P-V. La sustancia que hay en el 
cilindro no es el gas ideal que consideramos antes; ahora puede que esté en la fase 
líquida o en la fase vapor, o ambas pueden estar presentes. Si aplicamos presión 
suficiente, la sustancia se condensa y se vuelve liquida. Si ahora apretamos aún más 
fuerte, el volumen cambia 
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Presión 
Presión 


Liquido 


T-AT 
Volumen Volumen 

Fig. 45-3. Isọtermas de un vapor con- Fig. 45-4. Diagrama presión-volumen 
densable en un cilindro. A la izquierda, para un ciclo de Carnot con un vapor con- 
la sustancia está en la fase líquida. A la densable en el cilindro. A la izquierda, 
derecha, la sustancia está vaporizada. Al la sustancia está en estado líquido. Se 
centro, líquido y vapor coexisten en el agrega una cantidad de calor L a tempe- 
cilindro. ratura 7 para evaporar el liquido. El vapor 
se expande adiabáticamente cuando 7 pa- 

saaT-AT. z3 


muy poco y la isoterma sube rápidamente al disminuir el volumen, como muestra la 
parte izquierda de la figura 45-3. 


Si aumentamos el volumen tirando del pistón, la presión cae hasta que alcan- 
zamos el punto en que el liquido comienza a hervir y comienza a formarse vapor. 
Si tiramos aún más del pistón, todo lo que ocurre es que se evapora más liquido. 
Cuando hay en parte liquido y en parte vapor en el cilindro, las dos fases están en 
equilibrio —el liquido se evapora a la misma velocidad que el gas se condensa—. Si 
hacemos más espacio para el vapor, se necesita más vapor para mantener la pre- 
sión, por lo que se evapora un poco más de liquido, pero la presión se mantiene 
constante. En la parte horizontal de la curva de la figura 45-3 la presión no cam- 
bia; este valor constante se denomina presión de vapor a la temperatura T. A me- 
dida que seguimos aumentando el volumen se llega a un punto en que va no hay 
más líquido para evaporar. En este punto, si expandimos el volumen aún más la 
presión bajará como en un gas ordinario, como muestra la parte derecha del dia- 
grama P-V. La curva inferior de la figura 45-3 es la isoterma correspondiente a una 
temperatura T — AT ligeramente menor. La presión de la fase liquida se reduce lige- 
ramente porque el líquido se expande al aumentar la temperatura (para la mayoria 
de las sustancias, pero no para el agua cerca del punto de congelación) y natural- 
mente la presión de vapor es menor a la temperatura menor. 


Ahora haremos un ciclo con las dos isotermas uniéndolas (con adiabáticas, diga- 
mos) por los extremos de las secciones horizontales, como muestra la figura 45-4. 
La pequeña oscilación en el extremo inferior derecho de la figura no altera prácti- 
camente nada y la despreciaremos. Vamos a usar el razonamiento de Carnot que 
nos dice que el calor agregado a la sustancia para hacerla pasar de liquido a vapor 
está relacionado con el trabajo realizado por la sustancia al recorrer el ciclo. Lla- 
memos L al calor necesario para vaporizar la sustancia contenida en el cilindro. 
Por el razonamiento inmediato anterior a la ecuación (45.5) sabemos que L(AT/T) = 
= trabajo 
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realizado por la sustancia. Como antes, el trabajo realizado por la sustancia es el 
área sombreada, que es aproximadamente AP(V¿-— V), donde AP es la diferencia 
de presión de vapor a las dos temperaturas T y T— AT,V¿es el volumen del gas y 
V, el del liquido, ambos medidos a la presión de vapor. Igualando estas dos expre- 
siones del área, obtenemos LAT/T = AP(V¿— V), o sea 


L 
TVi=VD" (9Pvap/9T). (45.14) 
La ecuación (45.14) da la relación entre la rapidez de variación de la presión de 
vapor con la temperatura y la cantidad de calor necesaria para evaporar el liquido. 
Esta relación fue deducida por Carnot pero se llama ecuación de Clausius-Cla- 
peyron. 


Comparemos ahora la ecuación (45.14) con los resultados deducidos de la teoría 
cinética. Por lo común, Vg es mucho mayor que V,. Asi, pues, Vg — V, = V¿= 
= RT/P por mol. Si además suponemos que L es constante, independiente de la 
temperatura -no muy buena aproximación— tendremos óP/óT = L/(RT'P). La so- 
lución de esta ecuación diferencial es 


P = conste”? *?. (45.15) 


Comparemos ésta con la variación de presión con la temperatura, deducida ante- 
riormente de la teoria cinética. Al menos aproximadamente, la teoría cinética indica- 
ba la posibilidad de que el número de moléculas de vapor encima del líquido fuese 


PA ( 1 ) e- Ue-UDIRT (45.16) 
Va 


donde Uç — U, es la energia interna por mol gas menos la energia interna por mol 
del liquido, es decir, la energia necesaria para vaporizar un mol de liquido. La ecua- 
ción (45.15) proveniente de la termodinámica, y la ecuación (45.16), proveniente de 
la teoria cinética, están estrechamente relacionadas porque la presión es nkT, pero 
no son exactamente iguales. Sin embargo, resultarán exactamente iguales si supone- 
mos L — U; = const en vez de L = const. Si suponemos L — Ug = const inde- 
pendiente de la temperatura, el razonamiento que nos llevó a la ecuación (45.15) 
también llevará a la ecuación (45.16). 

La comparación muestra la ventajas y desventajas de la termodinámica sobre 
la teoría cinética: primero, la ecuación (45.14), obtenida termodinámicamente es 
exacta, mientras que la ecuación (45.16) sólo se puede aproximar, por ejemplo, si 
U es casi constante y si el modelo es válido. Segundo, no podemos comprender co- 
rrectamente cómo es que el gas pasa al estado liquido; no obstante, la ecuación 
(45.14) es exacta mientras que la (45.16) es sólo aproximada. Tercero, aunque nues- 
tro tratamiento se aplica a un gas que se condensa en un liquido, el razonamiento 
es válido para cualquier otro cambio de estado. Por ejemplo, la transición solido- 
líquido tiene el mismo tipo de curva que el mostrado en la figura 45-3 ó 45-4. In- 
troduciendo el calor latente de fusión, M/mol, la formula análoga a la ecuación 
(45.14) es (9Prs/9T)y = MIIT(Vig — Vsa)! Aunque no podamos comprender la 
teoria cinética del proceso de fusión tenemos una ecuación exacta. 
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Sin embargo, cuando podemos comprender la teoria cinética tenemos otra ventaja. 
La ecuación (45.14) es únicamente una relación diferencial y no hay manera de de- 
terminar las constantes de integración. En la teoria cinética podemos obtener las 
constantes también si tenemos un buen modelo que describa completamente el fenó- 
meno. Cada una tiene, pues, ventajas y desventajas. Cuando el conocimiento es 
escaso y la situación complicada, las relaciones termodinámicas son realmente las 
más poderosas. Cuando la situación es muy simple y se puede hacer un análisis 
teórico, es mejor tratar de obtener más información con el análisis teórico. 


Un ejemplo más: la radiación de cuerpo negro. Hemos estudiado una caja que 
contiene radiación y nada más. Hemos hablado del equilibrio entre el oscilador y 
la radiación. También encontramos que los fotones que chocan contra las paredes 
de la caja deben ejercer una presión P y hallamos PV = U/3, donde U es la energía 
total de todos los fotones y V es el volumen de la caja. Si introducimos U = 3PV 
en la ecuación básica (45.7), encontramos 


9U aP 
Er), = 3P = rem), —P. (45.17) 


Como el volumen de nuestra caja es constante, podemos reemplazar ($P/85T), por 
dP/dT obteniendo una ecuación diferencial ordinaria que podemos integrar: In P = 
= 4 In T + const, o sea P = const x T*. La presión de radiación varia como la 
cuarta potencia de la temperatura y la densidad de energia de la radiación, U/ V = 
= 3P, también varia como 7*. Se acostumbra escribir U/V = (40/c)T*, donde e 
es la velocidad de la luz y ø es una coñstante. No es posible obtener a únicamente 
con la termodinámica. Este es un buen ejemplo de su fuerza y su limitación. Saber 
que U/ V varia como T’ ya es mucho, pero saber cuánto vale verdaderamente U/ V 
a cualquier temperatura requiere que entremos en un tipo de detalles que sólo una 
teoria completa nos puede dar. Tenemos esa teoria para la radiación de cuerpo ne- 
gro y podemos obtener una expresión para la constante o de la siguiente manera. 


Sea Kw) du la distribución de intensidad, o sea el flujo de energía de frecuencia 
entre w y w + dw a través de 1 m? en un segundo. La distribución de densidad de 
energía = energia/volumen = f(w) dw/c es 


densidad de energia total 


MS 
il 


e f densidad de energia entre w y w + dw 
- f w) dw . 
Cc 
0 


Por nuestras discusiones anteriores sabemos que 


hw? 


Kw) = Holit T 


mice 
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Sustituyendo esta expresión de /(w) en nuestra ecuación para U/V obtenemos 


U 1 "a dw 
Y" Te Jo pen L] 


Si ponemos x = fíw/kT, la expresión se transforma en 


U_ (RT ff xd 


Esta integral es simplemente un número que podemos obtener aproximadamente di- 
bujando una curva y calculando el área contando cuadrados. Vale 6,5 más o menos. 
Los matemáticos que estén entre nosotros pueden demostrar que la integral es exac- 
tamente 71*/15*. Comparando esta expresión con U/V = (40/c)T* encontramos 


watt 


a = 567x 10° A 
i SAE (metro)? (grado) 


= "600 


Si hacemos un pequeño agujero en nuestra caja, ¿cuánta energia saldrá por se- 
gundo por el agujero de área unitaria? Para pasar de la densidad de energia al flujo 
de energia, multiplicamos la densidad de energia U/ Y por c. También multiplicamos 
por |, que proviene de'lo que sigue: primero, un factor } porque sólo escapa la ener- 
gia que fluye hacia el agujero, y segundo, otro factor 3 porque la energía que se 
acerca al agujero en dirección oblicua tiene menos posibilidades de salir por estar 
afectada de un factor coseno. El valor medio del coseno es 3 Ahora se ve claro por 
qué escribimos U/V = (40/c)T*: para que al final podamos decir que el flujo que 
proviene de un pequeño agujero es ø T* por unidad de área. 


* Como(eX- 1)! =e* + e2% + la integral es 


w 00 
> ; erix3 dx. 
0 


n=l 


Pero fPe=nx dx = 1/n, que derivada tres veces respecto a n da de ex dx = 6/n*, por lo 
que la integral es 6(1 + b + ¿y + ...) y se obtiene una buena aproximación sumando los pri- 
meros términos. En el capitulo 50 encontraremos una manera de demostrar que la suma de las 


inversas de la cuarta potencia de los enteros es, en efecto, 71/90. 
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46-1 Cómo trabaja una rueda dentada 


En este capitulo discutiremos la rueda dentada y trinquete, un dispositivo muy 
simple que permite que un eje gire solamente en un sentido. La posibilidad de que 
tengamos algo que gire solamente en un sentido requiere un cierto análisis detallado 
y cuidadoso y hay algunas consecuencias muy interesantes. 


El plan de la discusión surgió “cuando se trató de inventar una explicación ele- 
mental, desde el punto de vista molecular o cinético, para el hecho de que hay una 
cantidad máxima de trabajo que se puede extraer de una máquina térmica. Natural- 
mente, hemos visto la esencia del razonamiento de Carnot, pero seria bueno encon- 
trar una explicación que sea elemental en el sentido de que podamos ver lo que está 
sucediendo fisicamente. Ahora bien, hay demostraciones matemáticas complicadas 
tomando como base las leyes de Newton para demostrar que sólo podemos obtener 
una cierta cantidad de trabajo cuando el calor fluye de un lugar a otro, pero es muy 
difícil hacer esto en una demostración elemental. Abreviando, no lo entendemos 
aunque podamos seguir el proceso matemático. i 


En el razonamiento de Carnot, el hecho de que no se pueda extraer mås que una 
cierta cantidad de trabajo al ir de una temperatura a otra se deduce de otro axioma: 
si todo está a la misma temperatura el calor no se puede convertir en trabajo me- 
diante un proceso ciclico. En primer lugar, volvamos atrás y tratemos de ver, al 
menos en un ejemplo elemental, por qué es verdadera esta afirmación tan simple. 


Tratemos de inventar un dispositivo que viole la Segunda Ley de la Termodi- 
námica, esto es, un artefacto que saque trabajo de un depósito de calor estando 
todo a la misma temperatura. Digamos que tenemos una caja de gas a una cierta 
temperatura y que dentro hay un eje con aspas. (Vean figura 46-1, pero tomen T, = 
= T, = T, por ejemplo). A causa del bombardeo de las moléculas de gas sobre las 
aspas, éstas oscilan y se mueven con pequeñas sacudidas. Todo lo que tenemos que 
hacer es colocar en el otro extremo del eje una rueda que sólo pueda moverse en un 
sentido —rueda dentada y trinquete—. Asi, cuando 
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Eb Fig. 46-1. La máquina rueda dentada- 
- trinquete. 


el eje trate de vibrar en un sentido, no girará, y cuando vibre en el otro, sí girará. 
La rueda girará lentamente, y ¡quizás hasta podriamos atar una pulga a una cuerda 
que pende de un tambor en el eje y levantarla! Preguntémonos si esto es posible. 
Según la hipótesis de Carnot es imposible. Pero si la miramos, a prima facie parece 
muy posible. Por lo tanto, tenemos que considerarlo más cuidadosamente. Verdade- 
ramente, si consideramos la rueda dentada y trinquete vemos muchas complicaciones. 


En, primer lugar, nuestra rueda dentada idealizada es lo más simple posible, pero 
aun así hay un trinquete y éste debe tener «un resorte. El trinquete debe volver des- 
pués de pasar un diente, por lo que es necesario el resorte. 


Otro rasgo de esta rueda dentada y trinquete, que la figura no muestra, es com- 
pletamente esencial. Supongan que el dispositivo estuviese formado de partes per- 
fectamente elásticas. Después que el trinquete ha sido levantado hasta el final del 
diente y es empujado por el resorte, rebotará contra la rueda y continuará rebotan- 
do. Entonces, cuando llegue otra fluctuación, la rueda podria girar en el otro 
sentido, ¡ya que el diente podria pasar por debajo durante el momento en que el 
trinquete estuvo levantado! Por lo cual, una parte esencial de la irreversibilidad de 
nuestra rueda es un mecanismo amortiguador que pare los rebotes. Cuando hay 
amortiguamiento. naturalmente, la energia que habia en el trinquete pasa a la 
rueda y se transforma en calor. De modo que la rueda se irá calentando a medida 
que gira. Para simplificar las cosas, podemos colocar un gas alrededor de la 
rueda para que tome parte del calor. De todas formas, digamos que el gas aumenta 
en temperatura al mismo tiempo que la rueda. ¿Seguirá esto asi para siempre? 
¡No! El trinquete y la rueda, ambos a cierta temperatura T, también tienen movi- 
miento browniano. Este movimiento es tal que de vez en cuando, accidentalmente. 
el trinquete se levanta sobre un diente exactamente en el momento en que el mo- 
vimiento browniano de las aspas está tratando de girar el eje hacia atrás. Y cuanto 
más se calienta todo, más frecuentemente ocurre esto. 


Por lo tanto, ésta es la razón por la que este dispositivo no trabaja en movimien- 
to perpetuo. Cuando las aspas son empujadas, algunas veces el trinquete se levanta 
sobre un diente. Pero otras veces, cuando trata de girar en el otro sentido, el 
trinquete se ha levantado ya debido a las fluctuaciones de los movimientos en el 
extremo de la rueda ¡y ésta se vuelve en el otro sentido! El resultado neto es nada. 
No es dificil demostrar que cuando la temperatura en los dos lados es igual, no 
habrá movimiento promedio neto de la rueda. Naturalmente la rueda vibrará mucho 
en un sentido y en el otro, pero no hará lo que nosotros querriamos, que es girar 
sólo en un sentido. 
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Veamos la razón. Es necesario realizar trabajo contra el resorte para que se 
levante el trinquete hasta el tope de un diente. Llamemos <€ a esta energía y sea 0 
el ángulo entre dientes. La probabilidad de que el sistema pueda acumular suficiente 
energía £ para llevar el trinquete hasta el tope de un diente es e-+/*7. Pero la proba- 
bilidad de que el trinquete esté accidentalmente levantado es también e~:/kT, Por lo 
cual el número de veces que el trinquete está levantado y la rueda puede girar hacia 
atrás libremente es igual al número de veces que hay suficiente energía para girarla 
hacia adelante cuando el trinquete está abajo. Así obtenemos un “equilibrio” y la 
rueda no girará. 


46-2 La rueda dentada como máquina 


Demos ahora un paso más. Tomemos como ejemplo cuando la temperatura de 
las aspas es T, y la temperatura de la rueda, rueda dentada, es T, y que T, es 
menor que T,. Como la rueda está fría y las fluctuaciones del trinquete no son rela- 
tivamente frecuentes, será muy dificil que el trinquete alcance una energía £. A 
causa de la alta temperatura T,, las aspas alcanzarán con frecuencia la energía e, 
por lo que nuestro dispositivo irá en una dirección, como se lo diseñó. 


Ahora querríamos ver si podemos levantar pesos. Atamos una cuerda al tambor 
del medio y colocamos un peso en la cuerda, como nuestra pulga, por ejemplo. Diga- 
mos que L es el torque debido al peso. Si L no es muy grande, nuestra maquina 
levantará el peso porque las fluctuaciones brownianas hacen que se mueva con más 
probabilidad en un sentido que en otro. Queremos encontrar qué peso puede levan- 
tar, con qué rapidez gira, etc. 


Consideremos, en primer lugar, un movimiento hacia adelante, que es el modo 
corriente en que se diseña una rueda dentada para que gire. Para que dé un paso 
hacia adelante, ¿cuánta energia se tiene que tomar prestada de las aspas? Tenemos 
que tomar prestada una energía e para levantar el trinquete. La rueda gira un ángu- 
lo 0 contra el torque L, por lo que también necesitamos la energia LO. La cantidad 
total de energía que tenemos que tomar es, pues, € + LO. La probabilidad de que la 
obtengamos es proporcional a e-( + £0)/kT,, En realidad, no es sólo cuestión de 
obtener la energía, sino que también querríamos saber el número de veces por se- 
gundo que tiene esta energia. La probabilidad por segundo es proporcional a 
e-(e + LBT, y llamaremos 1/r a la constante de proporcionalidad. De todos modos 
se cancelará al final. Cuando sucede un paso hacia adelante, el trabajo efectuado 
sobre el peso es L0. La energía tomada de las aspas es e + LO. El resorte se pone 
tenso con energia £ y luego cataplún, se dispara y esta energia se transforma en 
calor. Toda la energía que se ha tomado se emplea en levantar el peso y en accionar 
el trinquete, que luego cae y da calor al otro lado del diente. 


Consideremos ahora el caso contrario que es el movimiento hacia atrás. ¿Qué 
sucede aqui? Para hacer que la rueda vaya hacia atrás todo lo que tenemos que 
hacer es dar energia para levantar el trinquete lo bastante alto para que la rueda 
se escape. Esta es aún la energia e. La probabilidad por segundo de que el trinquete 
se levante esa altura es ahora (1/r)e-*/kT. La constante de proporcionalidad es la 
misma, pero ahora aparece kT, porque la temperatura es diferente. Cuando esto 
sucede, se libera trabajo ya que la rueda va hacia atrás. Pierde una muesca y libera 
el trabajo L0. La energia tomada del sistema dentado es e, y la energia dada al gas 
a T, donde están las aspas es 
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Tabla 46-1 


Resumen del funcionamiento de la rueda dentada y trinquete. 


Hacia adelante: Necesita la energía e + LO de las aspas. .'. probabilidad 
por segundo =+ e {40+ 0/47, 
Toma de las aspas LO + € 
Efectúa el trabajo LO 


Da a la rueda dentada e 


Hacia atrás: Necesita la energía E para el trinquete. probabi- 
lidad por segundo =+ e-*/4T 
Toma de la rueda E ; x 
Libera el trabajo LƏ lo mismo que antes con sig- 
Da a las aspas LO + € nos opuestos. 


Si el sistema es reversible, las probabilidades por segundo son iguales, por lo que 
eE+FLO_ € 


T, T` 
Calor a la rueda dentada _ E Q _ T, 
Calor de las aspas LO +E Peau (0 a 


LO + e. Hay que pensar un poco para ver la razón de esto. Supongan que el trin- 
quete se ha levantado por si mismo accidentalmente debido a una fluctuación. En- 
tonces, cuando vuelve a caer y el resorte lo empuja contra el diente, hay una fuerza 
que trata de girar la rueda porque el diente está empujando en un plano oblicuo. Esta 
fuerza realiza trabajo y lo mismo hace la fuerza debida a los pesos. Por lo cual las 
dos juntas forman la fuerza total y toda la energía que se va liberando lentamente 
aprece en el extremo con aspas en forma de calor. (Naturalmente debe ser así por la 
conservación de la energia, ¡pero se debe tener cuidado de considerar las cosas en su 
totalidad!) Vemos que todas estas energías son exactamente iguales pero invertidas. 
Por lo que, según cuál de estas dos probabilidades por-segundo sea mayor, el peso será 
levantado lentamente o dejado caer lentamenté. Naturalmente estará sacudiéndose 
constantemente, yendo hacia arriba durante/un instante y hacia abajo durante otro, 
pero estamos hablando del comportamiento/medio. 

Supongan que para un peso particular sucede que las probabilidades son iguales. 
Entonces, añadimos un peso infinitesimal la la cuerda. El peso descenderá lentamente 
y se efectuará trabajo en la máquina. Sel tomará energia de la rueda y se lo dará a 
las aspas. Si por el contrario quitamos lun poquito de peso, el desajuste ocurrirá 
al revés. El peso es levantado, y se toma calor de las aspas y se lo da a la rueda. 
Por consiguiente, tenemos las condiciones de un ciclo reversible de Carnot, siem- 
pre que el peso sea tal que las dos probabilidades son iguales. Esta condición es evi- 
dentemente que (£ + LOY/T, = e€/T,. Digamos que la máquina está levantando 
lentamente el peso. Se toma una energía Q, de las aspas y se entrega una energia Q, 
a la rueda y las dos están en la proporción (£ + L0)/£. Si estamos bajando el peso, 
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también tenemos Q,/Q, = (e + LOY €. Entonces (tabla 46-1) tenemos 


Q1/02 = Tı/T2. 


Aún más, el trabajo que obtenemos es a la energia tomada de las aspas como LO 
es a LO + e, y por lo tanto como (T, — T,)/T,. Vemos que nuestro artefacto no 
puede extraer más trabajo que éste, operando reversiblemente. Este es el resultado 
que esperábamos del razonamiento de Carnot y el principal resultado de esta lec- 
ción. Sin embargo, podemos usar nuestro artefacto para entender algunos otros fenó- 
menos, aunque sea fuera del equilibrio, y por lo tanto más allá del ámbito de la ter- 
modinámica. 


Fig. 46-2. Velocidad angular de la rueda 
dentada en función del torque. f 


Calculemos ahora con qué rapidez giraria nuestro artefacto de un solo sentido 
si todo estuviese a la misma temperatura y colgásemos un peso del tambor. Si tira- 
mos muy, pero muy fuerte, naturalmente, hay toda clase de complicaciones. El 
trinquete se desliza por encima de la rueda. o el resorte se rompe, o cualquier otra 
cosa. Pero supongan que tiramos lo suficienteménte suave como para que todo tra- 
baje perfectamente. Es estas circunstancias, el análisis anterior es correcto para la 
probabilidad de que la rueda vaya hacia adelante o hacia atrás, si recordamos 
que las dos temperaturas son iguales. En cada paso se obtiene un ángulo 0, por lo 
que la velocidad angular es 9 por la probabilidad de uno de estos saltos por segun- 
do. Va hacia adelante con una probabilidad (1/1)e-€ + L£09/XT y hacia atrás con una 
probabilidad (1/T)e-*/*7, y obtenemos para la velocidad angular 


(0/r Je TET — e~t kT 


(or — 1), (46.1) 


Si representamos w en función de L, obtenemos la curva que muestra la figura 46-2. 
Vemos que es muy distinto que L sea positiva o negativa. Si L aumenta positiva- 
mente, lo que sucede cuando tratamos de llevar la rueda hacia atrás, la velocidad 
hacia atrás se aproxima a una constante. Cuando L se hace negativa, w realmente 
“despega”, ya que ¡e a una enorme potencia es muy grande! 


H 


w 


La velocidad angular que. se obtuvo de fuerzas diferentes es, pur consiguiente, 
muy asimétrica. Si vamos en un sentido es muy fácil: tenemos una velocidad angu- 
lar grande para una 
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fuerza pequeña. Yendo en el otro, podemos aplicar una fuerza muy grande y aún 
así apenas gira la rueda. 


Encontramos lo mismo en un rectificador eléctrico. En lugar de la fuerza tene- 
mos un campo eléctrico y en lugar de la velocidad angular, una corriente eléctrica. 
En el caso de un rectificador, el voltaje no es proporcional a la resistencia y la 
situación es asimétrica. El mismo análisis que hicimos para el rectificador mecánico, 
servirá también para un rectificador eléctrico. De hecho, la fórmula que acabamos 
de obtener es típica de la capacidad de los rectificadores para conducir corriente 
en función de sus voltajes. 


Quitemos ahora todos los pesos y consideremos la máquina original. Si T, fuese 
menor que T, la rueda dentada iría hacia adelante, cosa que cualquiera está dis- 
puesto a creer. Pero lo que es dificil de creer, a primera vista, es lo contrario. Si T, 
es mayor que 7, ¡la rueda gira en sentido opuesto! Una rueda dentada dinámica 
con un montón de calor gira por sí misma hacia atrás, ya que su trinquete está re- 
botando. Si el trinquete está inclinado por un momento en algún punto, empuja el 
plano inclinado lateralmente. Pero siempre está empujando en un plano inclinado, 
porque si sucede que se levanta lo bastante para que pase el tope de un diente, el 
plano inclinado también se desliza y vuelve a caer en un plano inclinado. Por con- 
siguiente, ¡una rueda dentada y su trinquete, calientes, están idealmente construidos 
para girar en una dirección exactamente opuesta a aquella para la cual fueron dise- 
ñados originalmente! 


A pesar de toda nuestra maestria en diseños desequilibrados, si las dos tempe- 
raturas son exactamente iguales, no hay mayor propensión a girar en un sentido 
que en otro. En el momento en que estemos observando puede que esté girando 
en un sentido o en otro, pero a lo largo de la carrera no llega a ningún sitio. Este 
hecho de que no llega a ningún sitio es realmente el profundo principio fundamen- 
tal en el que se basa toda la termodinámica. 


46-3 Reversibilidad en mecánica 


¿Qué principio mecánico más profundo nos dice que, a la larga, si se conserva 
la temperatura igual en todas partes nuestro artefacto no girará ni a la dereche ni 
a la izquierda? Tenemos evidentemente una proposición fundamental: no hay modo 
de diseñar una máquina que, abandonada a si misma, tenga más probabilidad de 
girar en un sentido que en otro después de un tiempo suficientemente largo. Debe- 
mos ver cómo esto es una consecuencia de las leyes de la mecánica. 


Las leyes de la mecánica son más o menos asi: la masa por la aceleración es la 
fuerza, y la fuerza sobre una partícula es una función complicada de las posiciones 
de todas las otras particulas. Hay otras situaciones en las que la fuerza depende de 
la velocidad, como en el magnetismo, pero no consideremos esto ahora. Tomemos 
un caso más sencillo, como la gravedad, donde las fuerzas dependen únicamente de 
la posición. Supongan, pues, que hemos resuelto nuestro conjunto de ecuaciones y 
obtenido un cierto movimiento x(í) para cada particula. En un sistema lo suficien- 
temente complicado, las soluciones son muy complicadas y lo que sucede en el tiem- 
po resulta muy sorprendente. Si escribimos cualquier arreglo que deseemos para las 
particulas, ¡veremos que este arreglo ocurre realmente si esperamos un tiempo su- 
ficientemente largo! Si seguimos nuestra solución durante un tiempo suficientemente 
largo, ella intenta hacer todo lo que puede, por así decir. Esto no es absolutamente 
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necesario en los dispositivos más simples, pero cuando los sistemas se hacen lo sufi- 
cientemente complicados, con átomos suficientes, sucede asi. La solución también 
puede hacer algo más. Si resolvemos las ecuaciones de movimiento, podemos obtener 
ciertas funciones tales como +1? + t’. Sostenemos que otra solución también 
seria -t + Pf, En otras palabras, si sustituimos f en todas partes por -f en la so- 
lución completa, también obtendremos una solución de la misma ecuación. Esto es 
una consecuencia del hecho de que si sustituimos £ por -f en la ecuación diferencial 
original, nada se cambia, ya que aparecen solamente las segundas derivadas respecto 
a t. Esto significa que si tenemos un cierto movimiento, el movimiento exactamente 
opuesto también es posible. En la confusión total que resulta de esperar un tiempo 
suficientemente largo, se encuentra que unas veces va en una dirección y otras, en la 
dirección opuesta. Ninguno de los dos movimientos es mejor que el otro. Por lo tan- 
to, es imposible diseñar una máquina que, a la larga, vaya Con más probabilidad en 
una dirección que en la opuesta, si la máquina es lo suficientemente complicada. 


Uno podria pensar en un ejemplo para el cual esto es evidentemente falso. Si 
tomamos una rueda, por ejemplo, y hacemos que gire en el espacio vacio, lo hará 
en el mismo sentido para siempre. Por ello. hay algunas condiciones, como la con- 
servación del momentum angular, que violan el razonamiento anterior. Esto requiere 
solamente que el razonamiento se haga con un poquito más de cuidado. Quizás las - 
paredes toman el momentum angular, o algo parecido, y de este modo no tenemos 
leyes de conservación especiales. Entonces, si el sistema es suficientemente compli- 
cado, el razonamiento es valido. Se basa en el hecho de que las leyes de la mecáni- 
ca son reversibles. 


Por interés histórico, querriamos señalar un dispositivo inventado por Maxwell, 
que fue el primero en desarrollar la teoria dinámica de los gases. Supuso la situación 
siguiente: tenemos dos cajas de gas a la misma temperatura, con un pequeño agujero 
entre ellas. En el agujero se sienta un pequeño demonio (¡que puede ser una máqui- 
na, naturalmente!). El agujero tiene una puerta que el demonio puede abrir o cerrar. 
El observa las moléculas que vienen de la izquierda. Siempre que ve una molécula rá- 
pida, abre la puerta. Cuando ve una lenta, deja la puerta cerrada. Si queremos que 
sea un demonio de primera, puede tener ojos en la nuca, y hacer lo contrario con las 
moléculas de la derecha. Deja que pasen las lentas a la izquierda y las rapidas a la 
derecha. Muy pronto la parte izquierda estara fria y la derecha caliente. Ahora bien, 
¿se han violado las ideas de la termodinámica porque podemos tener dicho de- 
monio? 


Resulta que, si construimos un demonio de tamaño finito, el mismo demonio 
se pondrá caliente después de un, momento que no podrá ver claro. El demonio más 
sencillo posible seria, por ejemplo, una puerta trampa sujeta a la parte superior del 
agujero mediante un resorte. Una molécula rápida atraviesa porque es capaz de levan- 
tar la puerta trampa. La molécula lenta no puede atravesar y rebota hacia atrás. Pero 
esto no es otra cosa que nuestra rueda y trinquete un poco cambiados, y finalmente 
el mecanismo se calentará. Si suponemos que el calor especifico del demonio no es 
infinito, se debe calentar. Tiene solamente un número finito de engranajes y ruedas 
internos, por lo que no se puede desembarazar del calor adicional que obtiene de la 
observación de las moléculas. Pronto se vera tan sacudido por el movimiento brow- 
niano que no puede decir si viene o va, y mucho menos si las moléculas vienen o 
van, por lo que no sirve, 
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46-4  Irreversibilidad 


¿Son reversibles todas las leyes de la física? ¡Evidentemente no! ¡Traten sola- 
mente de desbatir un huevo! Pasen una pelicula hacia atrás, y solamente se tarda 
unos minutos para que todo el mundo comience a reír. La caracteristica más natu- 
ral de todos los fenómenos es su obvia irreversibilidad. 


¿De dónde proviene la irreversibilidad? No de las leyes de Newton. Si sostene- 
mos que el comportamiento de todo se tiene que entender en último término median- 
te las leyes de la fisica, y si también resulta que todas las ecuaciones tienen la 
fantástica propiedad de que si ponemos [ = -t tenemos otra solución, entonces todo 
fenómeno es reversible. ¿Cómo es entonces que en la naturaleza en gran escala, las 
cosas no son reversibles? Obviamente debe haber alguna ley, alguna ecuación fun- 
damental aunque oscura, quizás en electricidad, quizás en la fisica del neutrino, en 
la cual sí importa de qué modo marcha el tiempo. 


Discutamos esta pregunta ahora. Ya conocemos una de estas leyes, la que dice 
que la entropía siempre está aumentando. Si tenemos una cosa caliente y otra fria, 
el calor pasa de la caliente a la fria. Por esto la ley de la entropia es una de tales 
leyes. Pero esperamos entender la ley de la entropia desde el punto de vista de la 
mecánica. De hecho, acabamos de tener éxito al obtener todas las consecuencias 
del razonamiento de que el calor no puede fluir hacia atrás por si mismo exclusiva- 
mente por razones mecánicas, y con ello obtuvimos una comprensión de la Segunda 
Ley. Aparentemente podemos obtener irreversibilidad de ecuaciones reversibles. 
Pero, ¿fue solamente un razonamiento mecánico el que usamos? Considerémoslo 
con más cuidado. 

Ya que nuestra pregunta tiene que ver con la entropia, el problema es tratar 
de encontrar una descripción microscópica de la entropia. Si decimos que tenemos 
una cierta cantidad de energia en algo, como en un gas, entonces podemos obtener 
una imagen microscópica de ello y decir que cada átomo tiene una cierta energía. 
Todas estas energias sumadas nos dan la energia total. Del mismo modo, quizás 
cada átomo tiene una cierta entropia. Si lo sumamos todo, tendremos la entropia 
total. La cosa no es tan fácil, pero veamos lo que sucede. 


Como ejemplo, calculemos la diferencia de entropia entre un gas a una cierta 
temperatura a un volumen, y un gas a la misma temperatura a otro volumen. Re- 
cordemos que en el capitulo 44 teniamos para la variación de entropia 


ieJ 


En el caso presente, la energia del gas es la misma antes y después de la expansion, 
ya que la temperatura no varia. De manera que tenemos que añadir calor suficiente 
para igualar el trabajo efectuado por el gas; o sea, para un cambio pequeño en vo- 
lumen; tenemos 


dQ = PAY. 


Sustituyendo en la ecuación anterior, obtenemos 


V? E 
dv i NkT dV y 
AS = P = = -= += 2 
S | 7 we T Nk in YA 
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como obtuvimos en el capitulo 44. Por ejemplo, si expandimos el volumen en un 
factor 2, la variación de entropia es Nk In 2. 


Consideremos ahora otro ejemplo interesante. Supongan que tenemos una caja 
con una barrera en el medio. En un lado hay neón (moléculas “negras”) y en el otro 
argón (moléculas “blancas”). Quitamos ahora la barrera y permitimos que se mez- 
clen. ¿Cuánto ha variado la entropia? Es posible imaginar que en lugar de la 
barrera tenemos un pistón con agujeros que permiten que pasen las blancas pero no 
las negras, y otro pistón que hace lo contrario. Si colocamos cada pistón en un 
extremo, vemos que para cada gas el problema es parecido al que acabamos de re- 
solver. Asi, pues, obtenemos una variación de entropia de Nk In 2, lo que significa 
que la entropia ha aumentado en k ln 2 por molécula. El 2 tiene que ver con el 
espacio adicional que tiene la molécula, lo cual es bastante extraño. No es una 
propiedad de la misma molécula, sino de cuánto espacio tiene la molécula para mo- 
verse. Es una situación extraña donde la entropia aumenta, pero ¡donde todo tiene 
la misma temperatura y la misma energia! La única cosa que ha variado es que las 
moléculas están distribuidas de otra manera. J 


Sabemos bien que si solamente quitamos la barrera, todo estará mezclado des- 
pués de un tiempo largo, debido a las colisiones, a las vibraciones, a los golpes, etc. 
De vez en cuando una molécula blanca va hacia una negra y una negra hacia una 
blanca y puede ser que se crucen. Las blancas gradualmente se abren paso, acciden- 
talmente, en el espacio de las negras, y las negras se abren paso, accidentalmente, 
en el espacio de las blancas. Si esperamos lo suficiente obtendremos una mezcla. 
Claramente, este es un proceso irreversible en el mundo real y deberia implicar un 
aumento de entropia. 


Aquí tenemos un ejemplo simple de un proceso irreversible que está completa- 
mente formado de eventos reversibles. Cada vez que hay una colisión entre dos 
moléculas cualesquiera, salen en ciertas direcciones. Si tomamos una pelicula de 
una colisión hacia atrás, no habria nada erróneo con la pelicula. En realidad, una 
clase de colisión es tan probable como otra. Por lo que la mezcla es completamente 
reversible y no obstante es irreversible. Todo el mundo sabe que si comenzásemos 
con blancas y negras, separadas, obtendriamos una mezcla en unos pocos minutos. 
Si nos sentásemos y siguiésemos contemplándolas por unos cuántos minutos más, 
no se separarian de nuevo, sino que permanecerian mezcladas. Asi nos encontramos 
con una irreversibilidad basada en situaciones reversibles. Pero también vemos ahora 
la razón. Empezamos con una distribución que está, en algún sentido, ordenado. 
Debido al caos de las colisiones, se desordena. La fuente de la irreversibilidad es el 
cambio de una distribución ordenada a una desordenada. 


Es verdad que si tomásemos una pelicula de esto y la proyectásemos hacia 
atrás veriamos que gradualmente se ordena. Alguien diria: “¡Esto es contra las 
leyes de la fisica!” Pasamos la pelicula de nuevo y miramos cada colisión. Cada 
una seria perfecta y cada una estaría obedeciendo las leyes de la fisica. La razón 
es, naturalmente, que las velocidades de cada molécula son exactamente correctas, 
por lo que si seguimos los caminos hacia atrás, vuelven a su condición inicial. Pero 
esto es una circunstancia muy poco probable. Si empezamos con el gas sin distri- 
bución especial, sólo blancas y negras, nunca volverá atrás. 
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46-5 Orden y entropia 


Ahora tenemos, pues, que hablar de lo que entendemos por orden y desorden. 
No es cuestión de un orden agradable o de un desorden desagradable. Lo que es 
diferente es nuestros casos mezclados y sin mezclar es lo siguiente. Supongan que 
dividimos el espacio en pequeños elementos de volumen. Si tenemos moléculas blan- 
cas y negras, ¿de cuántas maneras podríamos distribuirlas entre los elementos de 
volumen de modo que las blancas estuviesen en un lado y las negras en el otro? 
Por otro lado, ¿de cuántas maneras podriamos distribuirlas sin ninguna restricción 
de dónde va cada una? Claramente, hay muchas más maneras de colocarlas en el 
último caso. Medimos “desorden” por el número de maneras en que podemos dispo- 
ner las cosas internamente, de modo que parezca lo mismo desde el exterior. La 
entropía es el logaritmo de ese número de maneras. El número de maneras en el 
caso de los gases separados es menor, por lo que la entropia es menor, o el “des- 
orden” es menor. 

Asi, con la precedente definición técnica de desorden podemos entender la 
proposición. En primer lugar, la entropía mide el desorden. En segundo lugar, el 
universo siempre va de “orden” a “desorden”, por lo que la entropía siempre au- 
menta. No es un orden en el sentido de que el arreglo nos agrada, sino en el sentido 
de que el número de maneras diferentes en que lo podemos lograr, conservando el 
mismo aspecto desde el exterior, es relativamente restringido. En el caso en que in- 
vertiamos la pelicula del gas mezclándose, no había tanto desorden como pensába- 
mos. ¡Cada uno de los átomos tenia exactamente la velocidad y dirección correctas 
para salir airoso! La entropia no era alta después de todo, aunque parecía serlo. 


¿Qué hay de la reversibilidad de las otras leyes fisicas? Al hablar del campo 
eléctrico producido por una carga acelerada, se dijo que debiamos tomar el campo 
retardado. A un tiempo ż y a una distancia r de la carga, tomamos el campo debido 
a la aceleración al tiempo ¿—r/c, y no a t + r/c. Asi parece, a primera vista, como 
que la ley de la electricidad no es reversible. Muy extrañamente, sin embargo, las 
leyes que usamos provienen de un conjunto de ecuaciones llamadas ecuaciones de 
Maxwell que son, en realidad, reversibles. Además, es posible argumentar que si so- 
lamente tuviésemos que usar el campo adelantado, el debido al estado de cosas a 
t + r/c, y hacerlo en forma absolutamente compatible en un espacio completamente 
cerrado, ¡todo sucede exactamente del mismo modo que si usamos campos retarda- 
dos! Esta aparente irreversibilidad en electricidad, al menos en un recinto, no es 
pues una irreversibilidad de ninguna especie. Ya tenemos alguna in dicación de esto, 
porque sabemos que cuando tenemos una carga oscilante que genera campos que 
son rechazados por las paredes de un recinto, llegamos finalmente a un equilibrio 
en el que no hay ninguna unilateralidad. La aproximación del campo retardado es 
solamente una conveniencia en el método de la solución. 


En Cuanto a lo que sabemos, todas las leyes fundamentales de la física, como 
las ecuaciones de Newton, son reversibles. Entonces ¿de dónde sale la irreversibili- 
dad? Viene del orden volviéndose desorden, pero no entenderemos esto hasta que 
sepamos el origen del orden. ¿Por qué las situaciones en que nos encontramos dia- 
riamente están siempre fuera del equilibrio? Una explicación posible es la siguiente. 
Examinemos de nuevo nuestra caja de moléculas blancas y negras mezcladas. Bien, 
si esperamos un tiempo suficiente, es posible que por puro accidente, muy impro- 
bable pero posible, la distribución de moléculas llegue a ser principalmente de blan- 
cas en un lado y principalmente de negras en el otro. Después de esto, a medida que 
pasa el tiempo y los accidentes continúan, se vuelven a mezclar de nuevo. 
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Entonces, una explicación posible del alto grado de orden en el mundo de hoy 
es que es solamente una cuestión de suerte. Quizás sucedió que nuestro mundo tuvo 
en el pasado una fluctuación de alguna clase en la que las cosas se separaron de 
algún modo y ahora están volviendo a unirse de nuevo, Esta clase de teoría no es 
asimétrica, porque podemos preguntar qué aspecto tiene el gas separado o un po- 
quito en el futuro o un poquito en el pasado. En uno u otro caso, vemos una man- 
cha gris en la interfase debido a que las moléculas se están mezclando de nuevo. 
El gas se mezcla, cualquiera sea el sentido en que transcurre el tiempo. Esta teoria 
diria, pues, que la irreversibilidad es solamente uno de los accidentes de la vida. 


Queremos argumentar que éste no es el caso. Supongan que no miramos toda 
la caja a la vez, sino únicamente una parte de ella. Supongan, entonces, que en un 
cierto momento descubrimos una cierta cantidad de orden. En este trozo pequeño, 
las blancas y las negras están separadas. ¿Qué deduciriamos de la situación en los 
lugares donde aún no hemos mirado? Si creemos realmente que el orden proviene 
del desorden completo debido a una fluctuación, debemos seguramente tomar la 
fluctuación, más probable que podria producirla, y la condición más probable ¡no 
es que el resto también se haya desenredado! Por consiguiente, a partir de la hipó- 
tesis de que el mundo es una fluctuación, todas las predicciones son que, si miramos 
a una parte del mundo que nunca hemos visto antes, la encontraremos mezclada y 
no como el trozo que acabamos de considerar. Si nuestro orden se debiese a una 
fluctuación, no esperariamos orden en ninguna parte, sino solamente donde lo hemos 
notado. 


Ahora suponemos que la separación es porque el pasado del universo estaba 
realmente ordenado. No es debido a una fluctuación, sino que todo solía ser blanco 
y negro. Esta teoría predice que habrá orden en otros lugares —el orden no se debe 
a una fluctuación, sino a un ordenamiento más alto al comienzo de los tiempos—. 
Entonces esperariamos encontrar orden en lugares donde aún no hemos mirado. 


Los astrónomos, por ejemplo, han mirado solamente algunas estrellas. Todos 
los dias entocan sus telescopios a otras estrellas y las nuevas estrellas están ha- 
ciendo lo mismo que las otras. Por lo tanto, nosotros concluimos que el universo 
no es una fluctuación y que el orden es un recuerdo de las condiciones cuando todo 
empezo. Esto no es decir que entendemos su lógica. Por alguna razón, el universo 
tuvo en un tiempo una entropia muy baja para su contenido de energia y desde 
entonces la entropia ha aumentado. Y asi, éste es el camino hacia el futuro. Este 
es el origen de toda irreversibilidad, esto es lo que hace el proceso de crecimiento 
y decadencia, esto lo que nos hace recordar el pasado y no el futuro, recordar las 
cosas que estan más cercanas a aquel momento en la historia del universo cuando 
el orden era mayor que ahora, y el por qué no podemos recordar cosas donde el 
desorden es mayor que ahora, a las cuales llamamos futuro. Por ello, como comen- 
tábamos en un capitulo anterior, el universo entero está en un vaso de vino, si lo 
miramos suficientemente cerca. En este caso el vaso de vino es complejo porque hay 
agua y vidrio y luz y todo lo demás. 


Otra de las delicias de la fisica es que aun las cosas simples e idealizadas, como 
la rueda dentada y trinquete, trabajan solamente porque son parte del universo. La 
rueda dentada y trinquete funcionan únicamente en una dirección porque tienen un 
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contacto fundamental con el resto del universo. Si estuviesen en una caja aisladas 
durante un tiempo suficiente, la rueda no tendria más probabilidad de girar en un 
sentido que en el otro. Pero, porque quitamos las sombras y dejamos la luz, porque 
nos enfriamos en la tierra y obtenemos calor del sol, las ruedas dentadas y trin- 
quetes que construimos pueden girar en un sentido. Este sentido único está interre- 
lacionado con el hecho de que la rueda dentada es parte del universo. Es parte del 
universo no solamente en el sentido de que obedece las leyes físicas del universo, 
sino que su comportamiento de sentido único está ligado al comportamiento de sen- 
tido único del universo entero. Esto no se podrá entender completamente hasta que 
el misterio de los comienzos de la historia del universo se reduzca aún más de la 
especulación a la comprensión cientifica. 
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Sonido. La ecuación de onda 


471-1 Ondas 47-4 Soluciones de la ecuación de onda 
47-2 Propagación del sonido 47-5 Velocidad del sonido 


47-3 La ecuación de onda 


47-1 Ondas 

En este capitulo estudiaremos el fenómeno de las ondas. Es un fenómeno que 
aparece en muchos contextos en toda la física por lo que nuestra atención se debe 
concentrar en él no sólo por el ejemplo particular considerado aqui, el sonido, sino 


también por el amplio campo de aplicación de estas ideas en todas las ramas de la 
fisica. 


Al estudiar el oscilador armónico señalamos que no sólo hay ejemplos mecáni- 
cos de sistemas oscilantes, sino también eléctricos. Las ondas están relacionadas con 
sistemas oscilantes, sólo que las oscilaciones ondulatorias, además de aparecer como 
oscilaciones temporales en un punto, se propagan en el espacio. 


En realidad ya hemos estudiado ondas. Cuando estudiabamos la luz, al enterar- 
nos de las propiedades pertinentes de las ondas, prestamos atención en particular 
a la interferencia espacial de ondas provenientes de varias fuentes colocadas en 
diferentes puntos, todas de la misma frecuencia. Hay dos fenómenos ondulatorios 
importantes que aún no hemos estudiado y que ocurren tanto en la luz, es decir, 
ondas electromagnéticas, como en cualquier otro tipo de ondas. El primero es el 
fenómeno de interferencia temporal en vez de interferencia espacial. Si tenemos dos 
fuentes de sonido con frecuencias ligeramente diferentes y escuchamos las dos al 
mismo tiempo, algunas veces las ondas vienen con las crestas juntas y otras con la 
cresta y el valle juntos (vean la figura 47-1). El aumento y disminución del sonido 
que resulta es el fenómeno de pulsación, o sea de interferencia en el tiempo. El se- 
gundo fenómeno es el concerniente a los diagramas de ondas que resultan cuando 
las ondas están confinadas en un volumen determinado y se reflejan de un lado a otro 
en las paredes. 


Desde luego que podriamos haber discutido estos fenómenos en el caso de las 
ondas electromagnéticas. La razón de no haberlo hecho es que usando un solo ejem- 
plo no hubiéramos provocado la sensación de estar verdaderamente aprendiendo 


muchos temas diferentes al mismo tiempo. Para hacer resaltar la aplicabilidad ge- 
neral de las ondas 
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Fig. 47-1. Interferencia temporal de dos 


ondas sonoras de frecuencia ligeramente di- 
ferente, dando lugar a pulsaciones. 


más allá de la electrodinámica, consideramos aquí un ejemplo diferente, en particu- 
lar ondas sonoras. 


Otros ejemplos de ondas son las ondas de agua consistentes en los largos abul- 
tamientos que vemos acercarse a la costa, o las ondas de agua más pequeñas con- 
sistentes en un rizado por tensión superficial. Como otro ejemplo están las dos cla- 
ses de ondas elásticas en sólidos: una onda de compresión (o longitudinal) en la que 
las partículas del sólido oscilan en la dirección de propagación de la onda (las ondas 
sonoras en un gas son de este tipo), y una onda transversal en la que las particulas 
del sólido oscilan perpendicularmente a la dirección de propagación. Las ondas de 
los terremotos contienen las dos clases de ondas elásticas, generadas por un mo- 
vimiento en algún punto de la corteza terrestre. 


Un ejemplo de ondas se encuentra en la física moderna. Estas son ondas que 
dan la amplitud de probabilidad de encontrar una partícula en un lugar determi- 
nado —las “ondas de materia” que ya hemos discutido—. Su frecuencia es propor- 


cional a la energía y su número de onda es proporcional al momentum. Son las 
ondas de la mecánica cuántica. 


En este capitulo consideraremos únicamente ondas cuya velocidad es indepen- 
diente de la longitud de onda. Este es el caso, por ejemplo, de la luz en el vacio. La 
velocidad es entonces la misma para las ondas de radio, para la luz azul, para la luz 
verde O para cualquier otra longitud de onda. A causa de este comportamiento, 
cuando comenzamos a describir los fenómenos ondulatorios no nos dimos cuenta 
al principio de que teniamos propagación de ondas. En vez de ello dijimos que si 
una carga se mueve en un lugar, el campo eléctrico a una distancia x era 
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proporcional a la aceleración, pero no a un tiempo Z sino a un tiempo anterior £ — x/c. 
En consecuencia, si fuéramos a dibujar el campo eléctrico en el espacio en cierto ins- 
tante, como en la figura 47-2, el campo eléctrico a un tiempo £ posterior se habrá 
desplazado la distancia c/f, como se indica en la figura. Matemáticamente podemos 
decir que, en el ejemplo unidimensional de que hablamos, el campo eléctrico es 
función de x- cf. Vemos que a £ = O es cierta función de x. Si consideramos un 
tiempo posterior, sólo necesitamos aumentar x un poco para obtener el mismo va- 
lor del campo eléctrico. Por ejemplo, si el campo máximo está en x = 3 al tiempo 
cero, para encontrar la nueva posición del campo máximo al tiempo £ necesitamos 


xc=3Joseax= 3 + c. 


Vemos que este tipo de función representa la propagación de una onda. 
Esa función f(x — ct), representa, pues, una onda. Podemos resumir esta descrip- 
ción de una Onda diciendo simplemente que 


fæ — c) = f(x + Ax — elt + AD), 


cuando Ax = cAr. Hay, por supuesto, otra posibilidad: que en vez de una fuente 
a la izquierda como se indica en la figura 47-2, tengamos una fuente a la derecha, 
de modo que la onda se propague hacia las x negativas. Entonces la onda estaria 
descrita por g(x + ct). 


Hay otra posibilidad: que exista más de una onda en el espacio al mismo tiempo; 
el campo eléctrico es entonces la suma de los dos campos, cada uno propagándose 
independientemente. Se puede describir este comportamiento de los campos eléc- 
tricos diciendo que si f(x—ct) es una onda y si f(x—ct) es otra onda, su suma 
también es una onda. Esto se denomina principio de superposición. El mismo prin- 
cipio es válido para el sonido. 


Nos es familiar que si se produce un sonido, oimos con fidelidad total la misma 
sucesión de sonidos que se generó. Si tuviéramos altas frecuencias viajando más rá- 
pido que las bajas, un ruido breve y definida se oiria como una sucesión de soni- 
dos musicales. Análogamente, si la luz roja viajara más rapido que la azul, un 
destello de luz blanca se veria primero rojo, luego blanco y finalmente azul. La ex- 
periencia diaria nos dice que no es asi. Tanto el sonido como la luz viajan en el aire 
con una velocidad que es casi totalmente independiente de la frecuencia. En el capi- 
tulo 48 consideraremos ejemplos de propagación de ondas para los cuales no se 
verifica esta independencia. 


En el caso de la luz (ondas electromagnéticas) dimos una regla para determinar 
en un punto el campo eléctrico que resulta de la aceleración de una carga. Seria de 
esperar ahora que lo que debemos hacer es dar una regla para determinar alguna Cua- 
lidad del aire, la presión digamos, a cierta distancia de una fuente en términos del 
movimiento de la fuente, retardada en el tiempo de viaje del sonido. En el caso de la 
luz este procedimiento era aceptable porque todo lo que sabiamos era que una carga 
en un lugar ejerce una fuerza sobre otra carga en otro lugar. Los detalles de la pro- 
pagación de un lugar a otro no eran esenciales en absoluto. Por el contrario, en el 
caso del sonido 
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sabemos que se propaga por el aire entre la fuente y el que escucha, y es totalmente 
"natural que se pregunte cuál es la presión del aire en cualquier momento determina- 
do. Además, querriamos saber exactamente cómo se mueve el aire. En el caso de la 
electricidad podiamos aceptar una regla, puesto que podíamos decir que todavía no 
conociamos las leyes de la electricidad, pero no podemos decir lo mismo respecto al 
sonido. No quedariamos satisfechos con una regla que estableciese cómo se mueve 
por el aire la presión del sonido, porque se deberia comprender el proceso como 
consecuencia de las leyes de mecánica. En suma, el sonido es una rama de la mecá- 
nica y por lo tanto hay que comprenderlo con las leyes de Newton. La propagación 
del sonido de un lugar a otro es sencillamente una consecuencia de la mecánica y de 
las propiedades de los gases, si se propaga en un gas, o de las propiedades de liqui- 
dos o sólidos si se propaga en esos medios. Más adelante deduciremos las propieda- 
des de la luz y su propagación ondulatoria en forma análoga a partir de las leyes 
de la electrodinámica. 


47-2 Propagación del sonido 


Daremos una derivación de las propiedades de la propagación del sonido entre 
la fuente y el receptor como una consecuencia de las leyes de Newton, sin conside- 
rar la interacción con la fuente y el receptor. De ordinario recalcamos un resultado 
más bien que una derivación particular de él. En este capitulo adoptamos el punto 
de vista opuesto. Aqui lo importante es, en cierto sentido, la derivación en si. Este 
problema de explicar nuevos fenómenos en función de los viejos, cuando conocemos 
las leyes de los viejos, es posiblemente el mayor arte de la física matemática. El 
fisico matemático tiene dos problemas: uno es encontrar soluciones dadas las ecua- 
ciones y otro es encontrar las ecuaciones que describen un fenómeno nuevo. La de- 
rivación que daremos aqui es un ejemplo del segundo tipo de problema. 


Tomaremos aquí el ejemplo más simple: la propagación del sonido en una di- 
mensión. Para llevar a cabo esa derivación es necesario tener primero algún cono- 
cimiento de la que está pasando. Fundamentalmente, lo que interviene es que si se 
mueve un objeto en un punto en el aire, observamos que hay una perturbación que 
viaja por el aire. Si preguntamos qué clase de perturbación, diriamos que es de es- 
perar que el movimiento del objeto produzca un cambio de presión. Desde luego, 
si el objeto se mueve suavemente, el aire fluye a su alrededor simplemente, pero lo 
que nos interesa es un movimiento rápido, de modo que no hay tiempo suficiente 
para ese flujo. Entonces el aire se comprime con el movimiento y se produce un 
cambio de presión que empuja más aire. A su vez, este aire se comprime, lo cual 
vuelve a dar una presión adicional, y se propaga una onda. 


Ahora queremos formular tal proceso. Tenemos que decidir qué variables nece- 
sitamos, En nuestro problema necesitariamos saber cuánto se ha movido el aire, por 
lo que el desplazamiento del aire en la onda sonora es ciertamente una variable re- 
levante. Además querriamos describir cómo cambia la densidad del aire a medida 
que se desplaza. La presión del aire también cambia, así que ésta es otra variable 
de interés. Naturalmente, el aire también tiene una velocidad, por lo que tendremos 
que describir la velocidad de las particulas del aire. Las particulas del aire también 
tienen aceleraciones —pero al dar la lista de todas 
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estas variables, pronto nos damos cuenta que se conocería la velocidad y la acele- 
ración si supiéramos cómo varia en el tiempo el desplazamiento del aire. 


Como dijimos, consideraremos la onda en una dimensión. Lo podemos hacer 
si estamos suficientemente lejos de la fuente como para que lo que llamamos fren- 
tes de onda sean casi planos. De esta manera simplificamos nuestro razonamiento 
tomando el ejemplo menos complicado. Entonces podremos decir que el desplaza- 
miento y sólo depende de x y de y no de y o z. En consecuencia la descripción del 
aire está dada por y(x, £). 

¿Es completa esta descripción? Parecería que está muy lejos de serlo, puesto 
que no conocemos ningún detalle de cómo se mueven las moléculas del aire. Se es- 
tán moviendo en todas direcciones y ciertamente este estado de cosas no está des- 
crito con esta función y(x, £) Desde el punto de vista de la teoria cinética, si 
tenemos una densidad más alta de moléculas en un lugar y una más baja en la re- 
gión adyacente, las moléculas se mudarán de la región de alta densidad a la de baja, 
de modo que la diferencia se compense. Aparentemente, no obtendriamos una os- 
cilación y no habria sonido. Lo que se necesita para obtener la onda sonora es esta 
situación: cuando las moléculas se precipitan fuera de la región de densidad y pre- 
sión más altas, entregan momentum a las moléculas de la región adyacente de den- 
sidad más baja. Para que se genere sonido, las regiones en las que varian la densidad 
y la presión deben ser mucho mayores que la distancia recorrida por las moléculas 
antes de chocar con otras moléculas. Esta distancia es el camino libre medio y la 
distancia entre las crestas y valles de presión debe ser mucho mayor que él. De otro 
modo las moléculas se moverían libremente de la cresta al valle, alisando inmedia- 
tamente la onda. 


Está claro que vamos a describir el comportamiento del gas en una escala gran- 
de respecto al camino libre medio, por lo que las propiedades del gas no estarán 
descritas en términos de moléculas individuales. El desplazamiento, por ejemplo, 
será el desplazamiento del centro de masa de un pequeño elemento del gas y la pre- 
sión o la densidad serán la presión o la densidad en esta región. Llamaremos P a 
la presión y p a la densidad, y ambas serán funciones de x y de f. No debemos 
olvidar que esta descripción es una aproximación valida únicamente cuando estas 
propiedades del gas no varian demasiado rápidamente con la distancia. 


47-3 La ecuación de onda 


La fisica del fenómeno de las ondas sonoras comprende entonces tres carac- 
teristicas: 


I. El gas se mueve y varia la densidad. 
H. La variación de densidad corresponde a una variación de presión. 
Ml. Las desigualdades de presión generan el movimiento del gas. 


Consideremos primero el punto Il. Para un gas, un liquido o un sólido, la presión 
es cierta función de la densidad. Antes de que llegue la onda sonora, tenemos equili- 
brio a una presión P, y una densidad correspondiente p. Una presión P del medio 
está ligada con la densidad por una relación caracteristica P = f(pọ y, en particular, 
la presión P, de equilibrio está dada por P, = Rpa). En el sonido, las variaciones de 
presión respecto al valor de equilibrio son extremadamente pequeñas. Una unidad 
conveniente para medir presiones es el bar, siendo 1 bar = 10% N/m.? La presión 
de | atmósfera patrón es muy 
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cercana a un bar: 1 atm = 1,0133 bar. Para el sonido usamos una escala logarit- 
mica de intensidades ya que la sensibilidad del oido es aproximadamente logaritmica. 
Esta escala es la escala en decibeles en la cual el nivel de presión acústica para la 
amplitud de presión P se define por 


I (nivel de presión acústica) = 20 log (P/ P,.) en db, (47.1) 


donde la presión de referencia Pep = 2 x 10" bar. Una amplitud de presión P = 
10'P ef = 2 x 107 bar” corresponde a un sonido moderadamente intenso de 60 
decibeles. Vemos que en el sonido las variaciones de presión son extremadamente 
pequeñas respecto a la presión de equilibrio, o media, de 1 atm. Correspondiente- 
mente, los desplazamientos y las variaciones de densidad son extremadamente pe- 
queños. En las explosiones no tenemos esas pequeñas variaciones: la presión adi- 
cional producida puede ser mayor de | atm. Estas grandes variaciones de presión 
dan lugar a efectos nuevos que consideraremos más adelante. En el sonido pocas 
veces consideramos niveles de intensidad acústica por encima de 100 db; es un 
nivel doloroso para el oido. Para el sonido, en consecuencia, si escribimos 


P = Po + Po p = Po F pes (47.2) 


siempre tendremos que la variación de presión P, es muy pequeña frente a P, y que 
la variación p, de densidad es muy pequeña respecto a py. Luego, 


Po + Pe = fl0o + P) = IOo) + ef (po), (47.3) 


donde P, = Apa) y fp.) es el valor de la derivada de Ap) para p = fp. Podemos 
detenernos en el segundo paso de esta igualdad únicamente porque p es muy pe- 
queña. De este modo encontramos que la presión P, en exceso es proporcional a la 
densidad p, en exceso, pudiendo llamar x al factor de proporcionalidad: 


P. = Kpe, donde xk = f'(po) = (dP/do).. GD) (47.4) 


Esta relación simplisima es la que necesitábamos para H. 

Ahora consideremos I. Supondremos que xw es la posición de una porción de aire 
no perturbada por la onda sonora y que yx, 1) es el desplazamiento al tiempo 1 
debido al sonido, por lo que la nueva posición es x + y(x, t), como en la figura 
47-3. Ahora bien, la posición no perturbada de una porción vecina de aire es x + 
Ax + yíx + Ax, £). Podemos ahora hallar las variaciones de densidad en la si- 
guiente forma. Como nos estamos limitando a ondas planas, podemos tomar un área 
unitaria 


pm MA) o 


bos EA A 
i [ Volumen original! [ Nuevo volumen 
| 


i i ! Fig. 47-3. El desplazamiento del aire en x 
x a RPALGU tá Xle* AmO es yfx, t), y en x+ Ax es x(x+ Ax, t). El 
! volumen original de aire para un área unitaria 
! de la onda plana es Ax; el n 
as p ; uevo volumen es 
Ax + x(x + Ax, t)— xfx, t). 


Con esta elección de P,.;, la P no es la presión de pico en la onda sonora sino la presión 


“media cuadrática”, que es 1/(2)!/? por la presión de pico. 
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perpendicular a la dirección x, que es la dirección de propagación de la onda sonora. 
La cantidad de aire por unidad de área en Ax es entonces p, Ax, donde p, es la den- 
sidad del aire no perturbada o de equilibrio. Este aire, cuando la onda sonora lo des- 
plaza, queda entre x+ y(x, Y y x+ Ax+ y(x+ Ax, t), de modo que en este in- 
tervalo tenemos la misma materia que habia en Ax cuando no habia perturbación. 
Si p es la nueva densidad, se tiene 


po ôx = pix + Ax + x(x + Ax, D) — x — x(x, Ð]. (47.5) 


Como Ax es pequeño, podemos escribir y(x + Ax, À — y(x, t) = (8x/8x) Ax. 
Esta derivada es una derivada parcial, puesto que y depende tanto del tiempo como 
de x. Nuestra ecuación es entonces 


ðX 
poÁAx = pP Es Ax + ax) (47.6) 
o sea f 


fe) 
= (po + pe) S$ + po + pe (47.7) 


Ahora bien, en las ondas sonoras todas las variaciones son pequeñas, de modo que 
Pe es pequeña, y es pequeña y ó y/óx también es pequeña. En consecuencia, en la 
relación que acabamos de encontrar, 


ðX ðx 
Pe —Po əx — Pe Óx , (47.8) 


podemos despreciar pe px/óx frente a pó y/$x. Obtenemos asi la relación que ne- 
cesitabamos para Í: 


Pe = —fo0 Jx’ 0) (47.9) 


Esta ecuación es la que sería de esperar fisicamente. Si los desplazamientos varian 
con x, habrá variaciones de densidad. También el signo es correcto: si el desplaza- 
miento x aumenta con x, de modo que el aire se estira, la densidad tiene que dis- 
minuir. 

Ahora necesitamos la tercera ecuación, que es la del movimiento producido por 
la presión. Si conocemos la relación entre la fuerza y la presión, podemos obtener 
la ecuación de movimiento. Si tomamos una rebanada de aire de espesor Ax y de 
área unitaria perpendicular a x, la masa de aire de esta rebanada es p,Ax y tiene 
una aceleración d*1/0£. por lo que la masa por la aceleración de esta rebanada de 
materia es pyAx (91/01). (Para Ax pequeño no importa que evaluemos la acelera- 
ción 5:1/0£ en un borde de la rebanada o en una posición intermedia.) Si ahora 
encontramos la fuerza que actúa sobre esta materia por unidad de área perpendicu- 
lara x, 


Pa o 7 P(arax, Fig. 47-4. La fuerza resultante en la di- 
sl 20 x rección x positiva producida por la presión 
= — que actúa sobre un área unitaria perpendicular 
a A ORNA Ea ax es—( P /ĉx)Ax. 
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será igual a p,Ax(8*x /5£). En x tenemos la fuerza en la dirección + x, de módulo 
P(x, t) por unidad de área, y en x + Ax tenemos la fuerza en dirección opuesta, de 
módulo P(x + Ax, t) por unidad de área (Fig. 47-4): 


Pe 
P(x, t) — P(x + âx, t) = ax = - 


Ax, (47.10) 


ya que Ax es pequeño y que la única parte de P que varia es la presión en exceso 
P, Ahora tenemos II: 
ax ðP, 


y asi tenemos ecuaciones suficientes para interconectar las cosas y reducir a una 
variable, a y digamos. Podemos eliminar P, de HI usando II, con lo que obtenemos 


2 
a LS (47.12) 


y luego podemos usar / para eliminar p. De este modo encontramos que p, se sim- 
plifica y nos queda 


ex əx 

e e ER 47.13 

912 K Jx? ( ) 
Llamaremos c,? = k, por lo que podemos escribir 

x_ 109x 


o a (47.14) 


Esta es la ecuación de onda que describe el comportamiento del sonido en la ma- 
teria. 


47-4 Soluciones de la ecuación de onda 


Ahora podemos ver si esta ecuación describe realmente las propiedades esencia- 
les de las ondas sonoras en la materia. Queremos deducir que un pulso sonoro, o 
perturbación, se moverá con velocidad constante. Queremos verificar que dos pul- 
sos diferentes se pueden mover uno a través del otro —el principio de superposición—. 
También queremos verificar que el sonido puede ir tanto a la derecha como a la iz- 
quierda. Todas estas propiedades deberian estar contenidas en esta única ecuación. 


Hemos hecho notar que cualquier perturbación tipo onda plana que se mueve 
con velocidad constante v tiene forma A x —vt). Ahora tenemos que ver si y(x, 1) = 
Fx —vt) es solución de la ecuación de onda. Al calcular ô y/ôx, obtenemos la deri- 
vada de la función: ô y/ôx = f(x — vr). Derivando una vez más, encontramos 


a Y EN (47.15) 
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La derivación de esta misma función respecto a f da—v por la derivada de la 


función, o sea 9x/81 = —»f (x — ví), y la segunda derivada respecto al tiempo es 
ex fx — vt). (47.16) 
012 3 


Es evidente que Ax — vf) satisfará la ecuación de onda siempre que la velocidad de 
onda v sea igual a c, 


En consecuencia, partiendo de las leyes de la mecánica encontramos que cual- 
quier perturbación sonora se propaga con velocidad c, y además encontramos que 


e, = K"? = (dP/dpY ”, 


y asi hemos relacionado la velocidad de onda con una propiedad del medio. 

Si consideramos una onda que viaja en dirección opuesta, de modo que y(x, £) = 
g(x + ví), es fácil ver que esa perturbación también satisface la ecuación de onda. 
La única diferencia entre una onda de este tipo y una que viaja de izquierda a de- 
recha es el signo de vy, pero sea que tengamos x + ví o x—vt como variable en la 
función, el signo de ô’ y /5f” no se altera, ya que en ésta sólo interviene v?. Se sigue 
que tenemos soluciones para ondas que se propagan en una u otra dirección con velo- 
cidad c,- 

Una cuestión extremadamente importante es la de la superposición. Supongan 
que se ha encontrado una solución de la ecuación de onda, y, digamos. Esto sig- 
nifica que la segunda derivada de y, respecto a x es 1/c,? por la segunda derivada 
de y, respecto a f. Ahora bien, cualquier otra solución y, tiene la misma propiedad. 
Si superponemos estas dos soluciones, tenemos 


x(x, D) = X(x, 1) + X(x, £), (47.17) 


y deseamos verificar que y(x, f) también es una onda, es decir que satisface la 
ecuación de onda. Podemos demostrar fácilmente este resultado, puesto que tenemos 


ax ax ax 
= 7.1 
9x2 9x2 + 9x2 (47.18) 
y además 
*x xx ., aX 
SA e OL ne, 47.19 
912 912 + ðt? ( ) 


Se sigue que &y/ôx = (1/c,) 52/81, por lo que hemos verificado el principio de 
superposición. La demostración del principio de superposición proviene de que la 
ecuación de onda es lineal en x. 


Podemos esperar ahora que una onda luminosa plana propagándose en la direc- 
ción x polarizada de modo que el campo eléctrico esté en la dirección y, satisfaga 
la ecuación de onda 


; (47.20) 
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donde c es la velocidad de la luz. Esta ecuación de onda es una de las consecuen- 
cias de las ecuaciones de Maxwell. Las ecuaciones de la electrodinámica llevarán a 
la ecuación de onda para la luz tal como las ecuaciones de la mecánica llevan a la 
ecuación de onda para el sonido. 


47-5 La velocidad del sonido 


Nuestra dedución de la ecuación de onda para el sonido nos ha dado una fórmu- 
la que conecta la velocidad de la onda a la rapidez de variación de la presión con 


la densidad a presión normal: 
2 == 2) . 
cs = (E q (47.21) 


Para calcular esta rapidez de variación es esencial saber cómo varia la temperatura. 
En una onda sonora seria de esperar que en la región de compresión la temperatura 
aumentase y que en la región de enrarecimiento la temperatura bajase. Newton fue 
el primero en calcular la rapidez de variación de la presión con la densidad y su- 
puso que la temperatura no variaba. Argumentó que el calor era conducido de una 
región a otra tan rápidamente que la temperatura no podia elevarse o caer. Este 
argumento da la velocidad isotérmica del sonido y es erróneo. La deducción correcta 
fue dada más tarde por Laplace, quien propuso la idea opuesta: que la presión y la 
temperatura varían adiabáticamente en una onda sonora. El flujo de calor de la re- 
gión comprimida a la enrarecida es despreciable mientras la longitud de onda sea 
larga respecto al camino libre medio. Con esta condición la poquisima cantidad de 
flujo de calor en una onda sonora no afecta la velocidad, aunque da una pe- 
queña absorción de la energia sonora. Es licito esperar que esta absorción aumente 
a medida que la longitud de onda se aproxime al camino libre medio, pero estas 
longitudes de onda son menores que las del sonido audible en factores de cerca de 
un millón. 


La variación real de la presión con la densidad de una onda sonora es la que 
no permite flujo de calor. Esta corresponde a la variación adiabática, la cual ya 
vimos que era PV” = const, donde Y era el volumen. Como la densidad p es inver- 
samente proporcional a V, la relación adiabática entre P y p es 


P = const p”, (47.22) 


de la cual obtenemos dP/dp = yP/p. Para la velocidad del sonido tenemos enton- 
ces la relación 


È = (47.23) 


También podemos escribir e? = pPV/pV y utilizar la relación PV = NkT. Además 
vemos que pV es la masa del gas, que se puede expresar también como Nm, o como 
u, donde m es la masa de una molécula y u es el peso molecular. En esta 
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forma encontramos 
ls == ——a (47.24) 


Según la cual es evidente que la velocidad del sonido depende únicamente de la tem- 
peratura del gas y no de la presión o de la densidad. También hemos observado que 


kT = im(v?), (47.25) 


donde < v? Y es el promedio de los cuadrados de la velocidad de las moléculas. Por 
lo tanto c = (y /3)< v? >, o sea 


3 


Esta ecuación establece que la velocidad del sonido vale aproximadamente 1/(3)P 
multiplicado por cierta velocidad media vme de las moléculas (la raiz cuadrada de la 
media de los cuadrados de la velocidad). En otras palabras, la velocidad del sonido 
es del mismo orden de magnitud que la velocidad de las moléculas; en realidad es un 
poco menor que esta velocidad media. 


1/2 p 
c = (y) Vme (47.26) 


Naturalmente que ese resultado era de esperar, porque una perturbación tal 
como una variación de presión se propaga, después de todo, debido al movimiento 
de las moléculas. Sin embargo, ese argumento nos da la velocidad precisa de propa- 
gación: podria haber resultado que el sonido fuese transportado principalmente por 
las moléculas más rápidas, o por las más lentas. Es razonable y satisfactorio que la 
velocidad del sonido sea aproximadamente ! de la velocidad molecular media vpe 
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48-1 Sumando dos ondas 


Hace algún tiempo discutimos con mucho detalle las propiedades de las ondas 
de luz y su interferencia —esto es, los efectos de la superposición de dos ondas pro- 
venientes de fuentes diferentes—. En todos estos análisis supusimos que las frecuen- 
cias de las fuentes eran iguales. En este capitulo discutiremos algunos de los fenó- 
menos que resultan de la interferencia de dos fuentes que tienen frecuencias diferentes. 


Es facil imaginarse lo que va a pasar. Procediendo de la misma manera que an- 
tes, supongan que tenemos dos fuentes oscilantes iguales de la misma frecuencia 
cuyas fases están ajustadas de modo tal, digamos, que las señales llegan en fase a 
algún punto P. En dicho punto, si se trata de luz, la luz es muy intensa; si se trata 
de sonido, es muy fuerte; o si de electrones, llegan muchos de ellos. Por otro lado, 
si las señales que llegan estuviesen defasadas 180%, no obtendriamos señal en P, 
ya que la amplitud total es entonces un minimo. Supongan ahora que alguien gira 
el “botón de fase” de una de las fuentes y cambia la fase en P hacia adelante y ha- 
cia atrás, digamos, haciéndola primero 0%, luego 180% y asi sucesivamente. En este 
caso encontrariamos, naturalmente, variaciones en la intensidad de la señal total. 
Pero también vemos que si la fase de una fuente varía lentamente con relación a la 
de otra de una manera uniforme y gradual, empezando en cero, subiendo a diez. 
veinte, treinta, cuarenta grados, etc., entonces lo que mediriamos en P seria una serie 
de “pulsaciones” fuertes y débiles, puesto que cuando la fase se mueve en 360° la 
amplitud vuelve a un máximo. Naturalmente, decir que una fuente está variando su 
fase relativa a otra fuente a una velocidad uniforme, es lo mismo que decir que el 
número de oscilaciones por segundo es levemente diferente para las dos. 


Asi, sabemos la respuesta: si tenemos dos fuentes con frecuencias levemente 
diferentes encontrariamos, como resultado neto, una oscilación con una lenta inten- 
sidad pulsante. ¡Esto es, realmente, todo lo que hay respecto a esta materia! 
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Fig. 48-1. Superposición de dos on- 
das cosenoidales cuyas amplitudes están 
en la relación 8 : 10. La repetición exacta 
del diagrama dentro de cada “pulsación”, 
no es típica del caso general. 


También es muy fácil formular matemáticamente este resultado. Supongan, por 
ejemplo, que tenemos dos ondas y analizamos simplemente lo que llega a P, sin 
preocuparnos por el momento de todas las relaciones espaciales. De una fuente, di- 
gamos, tendríamos cos «w,!t y de la otra cos w,t, donde las w no son exactamente 
iguales. Naturalmente las amplitudes podrían no ser iguales tampoco, pero podemos 
resolver el problema general más tarde; tenemos primero el caso en que las ampli- 
tudes son iguales. Entonces, la amplitud total en P es la suma de esos dos cosenos. 
Si representamos las amplitudes de las ondas en función del tiempo, como en la figu- 
ra 48-1, vemos que donde las crestas coinciden obtenemos una onda fuerte y donde 
coinciden una cresta y un valle obtenemos prácticamente cero y cuando vuelven a 
coincidir las crestas obtenemos de nuevo una onda fuerte. 


Matemáticamente, necesitamos solamente sumar dos cosenos y arreglar el resul- 
tado de alguna forma. Existe una cantidad de relaciones útiles entre los cosenos, 
que no son dificiles de derivar. Naturalmente sabemos que 


a+ a giapid, (48.1) 


y que eia tiene una parte real, cos a, y una parte imaginaria, sen a. Si tomamos la 
parte real de eia+6), obtenemos cos (a + b). Si efectuamos la multiplicación 


ee? = (cosa + ¿senalícos hb + ¡sen b), 


obtenemos cos a cos b — sen a sen b, más algunas partes imaginarias. Pero ahora 
necesitamos solamente la parte real, o sea 


cos (a + b) = cosacosb — sena sen b. (48.2) 


Ahora bien, si cambiamos el signo de b, como el coseno no cambia el signo y el 
seno si, la misma ecuación para b negativo es 


cos (a — b) = cosacos b + sena sen b. (48.3) 
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Si sumamos estas dos ecuaciones, desaparecen los senos y vemos que el producto 
de dos cosenos es un medio del coseno de la suma más un medio del coseno de la 
diferencia: 

cosacosb = ¿cos (a + b) + ¿cos (a — b). (48.4) 


Ahora podemos invertir la fórmula y encontrar una para cos œ + cos f si ha- 
cemos simplemente œ = a + by f = a— b. Esto es,a = Ka + p) y b= Ya — p), 
de modo que 


cosa + cosf = 2c0s ba + B)cos ¿(a — p). (48.5) 
Podemos ahora analizar nuestro problema. La suma de cos «,! y cosw,t es 
cos wi! + cos wgl = 2 cos Hw, + wa) cos Hw, — we). (48.6) 


Pero supongamos que las dos frecuencias son casi iguales, de modo que (w, + w) 
es la frecuencia promedio y es, más o menos, igual a ambas. Pero w, — w, es mucho 
menor que w, O w, porque, como supusimos, w, y w, son casi iguales. Esto significa 
que podemos representar la solución diciendo que hay una onda cosenoidal de alta 
frecuencia más o menos como las que teniamos, pero que su “tamaño” varia despacio 
-su “tamaño” está pulsando con una frecuencia que aparentemente es Kw, — w). 
Pero, ¿es ésta frecuencia a la que se oyen las pulsaciones? Aunque (48.6) dice que 
la amplitud varia como cos Kw, — «w)) lo que realmente nos está diciendo es que 
las oscilaciones de alta frecuencia están contenidas entre dos curvas cosenoidales 
opuestas (las de trazos en la figura 48-1). Basándose en esto se podria decir que la 
amplitud varía a la frecuencia Xw, — «w,), pero si hablamos de la intensidad de la 
onda, debemos considerar que tiene el doble de esta frecuencia. Es decir, la modu- 
lación de la amplitud, en el sentido de la magnitud de su intensidad, es a la frecuencia 
w, — w, aunque la fórmula nos diga que multiplicamos por una onda cosenoidal a 
mitad de dicha frecuencia. La base técnica de esa diferencia es que la onda de alta 
frecuencia tiene una relación de fase un poco diferente en el segundo semiciclo. 


Ignorando esta pequeña complicación, podemos concluir que si sumamos dos 
ondas de frecuencias w, y «w,, obtendremos una onda resultante de frecuencia pro- 
medio Kw, + «“w,) que oscila en intensidad con una frecuencia w; — w, 


Si las dos amplitudes son diferentes, lo podemos volver a hacer todo de nuevo 
multiplicando los cosenos por amplitudes diferentes A, y A, y hacer muchas opera- 
ciones, reordenando, etc., usando ecuaciones como (48.2+(48.5). Sin embargo, hay 
otras maneras más fáciles de efectuar el mismo análisis. Por ejemplo, sabemos que 
es mucho más fácil trabajar con exponenciales que con senos y cosenos y que po- 
demos representar A, cosw,f como la parte real de A,elw.!, La otra onda sería aná- 
logamente la parte real de 4,e%"*. Si las sumamos, obtenemos A,” + Ayeloz, Si 
sacamos factor común la frecuencia promedio, obtenemos 


Aet + Ae™?! = ¿Urra 4 e! imot + Age Na (48.7) 


Tenemos de nuevo la onda de alta frecuencia con una modulación a la frecuencia 
más baja. 
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48-2 Notas pulsadas y modulación 


Si nos preguntan ahora por la intensidad de la onda de la ecuación (48.7), po- 
demos tomar o el módulo al cuadrado del primer miembro o el del segundo. Tome- 
mos el del primer miembro. La intensidad es entonces 


I = A + A? + 24/4208 (w1 — wa). (48.8) 


Vemos que la intensidad se infla y se desinfla a una frecuencia w, — w, variando 
entre los límites (4, + 4)? y (4, — A,?. Si A, + A, la intensidad mínima no es 
cero. 


A, a 
w= ww 
Âz 
Fig. 48-2. Resultante de dos vecto- Fig. 48-3. Resultante de dos vecto- 
res complejos de igual frecuencia. res complejos de frecuencia desigual, 


vista desde el sistema de referencia rotan- 
te de un vector. Se muestran nueve posi- 
ciones sucesivas del vector que rota 
lentamente. 


Otra manera de representar esta idea es mediante un dibujo, como el de la figura 
48-2. Dibujando un vector de longitud A, que rota a una frecuencia w, para repre- 
sentar una de las ondas en el plano complejo. Dibujamos otro vector de longitud 
AÁ, que rota a una frecuencia w, para representar la segunda onda. Si las dos fre- 
cuencias son exactamente iguales su resultado tiene una longitud fija y sigue rotan- 
do, y obtenemos de las dos una intensidad fija y definida. Pero si las frecuencias 
son levemente diferentes, los dos vectores complejos rotan con velocidades diferen- 
tes. La figura 48-3 muestra a qué se parece esta situación con relación al vector 
A,elw:!, Vemos que A, gira apartándose lentamente de 4, y asi la amplitud que ob- 
tenemos sumándolos, es primero fuerte y luego, a medida que se aleja, cuando la 
posición relativa es de 180° la resultante se hace particularmente débil, y asi suce- 
sivamente. A medida que los vectores rotan, la amplitud del vector suma se hace 
mayor y menor y de este modo la intensidad pulsa. Es una idea relativamente simple 
y hay muchos modos diferentes de representarla. 


Es muy fácil observar experimentalmente el efecto. En el caso acústico, podemos 
disponer dos altoparlantes accionados por dos osciladores individuales, uno por 
cada altoparlante, de modo que cada uno de ellos da un tono. Asi, recibimos una 
nota de una fuente y otra nota diferente de la otra fuente. Si hacemos que las fre- 
cuencias sean exactamente iguales, el efecto resultante tendrá una intensidad defi- 
nida en una posición dada 
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del espacio. Si entonces los desintonizamos un poquito, apreciamos ciertas variacio- 
nes en la intensidad. Cuanto más los desintonizamos, más rápidas son las variacio- 
nes de sonido. El oído tiene alguna dificultad en seguir variaciones más rápidas que 
unas diez por segundo. 


También podemos observar el efecto en un osciloscopio que desdobla simple- 
mente la suma de las corrientes que entran a los dos altoparlantes. Si la frecuencia 
de pulsación es relativamente baja, vemos sencillamente un tren de ondas sinusoidal 
cuya amplitud pulsa, pero cuando hacemos las pulsaciones más rápidas vemos la 
clase de onda que muestra la figura 48-1. Cuando hacemos las diferencias de fre- 
cuencia mayores, las “jorobas” se mueven más juntas. También, si las amplitudes 
no son iguales y hacemos una señal más fuerte que la otra, entonces obtenemos 
una onda cuya amplitud no se hace nunca cero, que es exactamente lo que espera- 
mos. Todo marcha como es debido, tanto acústica como eléctricamente. 

¡El fenómeno opuesto también se da! En radiotransmisión, usando la llamada 
modulación de amplitud (AM), la estación de radio emite el sonido como sigue: el 
radiotransmisor tiene una oscilación eléctrica CA a una frecuencia muy alta, por 
ejemplo 800 kilociclos por segundo, en la banda de emisión. Si se pone a funcionar 
esta señal portadora, la estación de radio emite una onda de amplitud uniforme a 
800.000 oscilaciones por segundo. La manera de transmitir la “información”, el 
tipo inútil de información acerca de qué clase de automóvil comprar, es que cuando 
alguien habla por el micrófono la amplitud de la señal portadora cambia al compás 
de las vibraciones acústicas que entran en el micrófono. 


Si tomamos como el caso matemático más simple la situación en que una soprano 
está dando una nota perfecta, con oscilaciones sinusoidales perfectas de sus cuerdas 
vocales, obtenemos entonces una señal cuya intensidad varía como muestra la figura 
48-4. La alternación de la audiofrecuencia se recobra entonces en el receptor; nos 
libramos de la onda portadora y solamente consideramos la envolvente, que repre- 
senta las oscilaciones de las cuerdas vocales o sonido de la cantante. El altoparlante 
hace vibraciones correspondientes a la misma frecuencia en el aire y el oyente es esen- 
cialmente incapaz de distinguir la diferencia, eso es lo que dicen. Debido a un número 
de distorsiones y otros efectos sutiles es posible, en realidad, decir si estamos escu- 
chando la radio o una soprano en persona; de todos modos la idea es la que hemos 
indicado. 


Fig. 48-4. Una onda portadora modulada. 
En este dibujo esquemático, Ww¿/w,, = 5. En 
una onda real de radio, w¿/Ww,, ~ 100. 


48-3 Bandas laterales 


Matemáticamente. la onda modulada descrita anteriormente se expresaria en la 
forma 


= (1 + bcos wmt) COS wet, (48.9) 


donde w, representa la frecuencia de la portadora y w, es la frecuencia de audio. De 
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nuevo usamos todos los teoremas de los cosenos, o podemos usar e®; da igual —es 
más facil con ei", pero es lo mismo. Tenemos entonces 


S = cos wt + $b cos (we + Wm)! + $b cos (we — Wm)t. (48.10) 


Asi, desde otro punto de vista podemos decir que la onda de salida del sistema 
consiste en tres ondas superpuestas: primero, la onda regular de frecuencia «w,, es 
decir frecuencia de la portadora. y luego dos ondas nuevas a dos frecuencias nuevas. 
Una es la frecuencia portadora más la frecuencia de modulación y la otra es la fre- 
cuencia portadora menos la frecuencia de modulación. Por lo tanto, si hacemos una 
especie de representación de la intensidad generada por el generador en función de la 
frecuencia, encontrariamos una gran cantidad de intensidad a la frecuencia de la por- 
tadora, naturalmente, pero cuando un cantante empieza a actuar también encontra- 
riamos de repente intensidad proporcional a la intensidad del cantante b? a frecuencias 
We + My Y W¿— Wm Como muestra la figura 48-5. Esto es lo que se llama bandas la- 
terales; cuando hay una señal modulada proveniente del transmisor, hay bandas late- 
rales. Si hay más de una nota al mismo tiempo, digamos wm Y wm, hay dos instru- 
mentos tocando. o si hay cualquier otra onda complicada con cosenos, entonces por 
supuesto podemos ver matemáticamente que obtenemos más ondas que corresponden 
a las frecuencias o, + opm 


Fig. 48-5. Espectro de frecuencia de 
una onda portadora œw, modulada por una 
Tuy y tw w única onda cosenoidal wp. 


Por lo tanto, cuando hay una modulación complicada que se puede representar 
como la suma de varios cosenos*, encontramos que el transmisor real está transmi- 
tiendo en un intervalo de frecuencias, es decir la frecuencia portadora más o menos 
la frecuencia máxima que contiene la señal de modulación. 


Aunque al principio podamos pensar que un radiotransmisor transmite solamente 
a la frecuencia nominal de la portadora, puesto que hay grandes y superestables os- 
ciladores de cristal y todo está ajustado para que sean precisamente 800 kilociclos des- 
de el momento en que alguien anuncie que están a 800 kilociclos, modula los 800 ki- 
lociclos y por consiguiente ¡ya no están precisamente a 800 kilociclos! Supongan que 


* Una pequeña nota al margen: ¿En que circunstancias se puede representar una curva 


como suma de un gran número de cosenos? Respuesta: En todas las circunstancias ordinarias, 
excepto para ciertos casos que los matemáticos pueden inventar. Naturalmente, la curva debe 
tener solamente un valor en un punto dado, y no debe ser una curva loca que salta un número 
infinito de veces en una distancia infinitesimal, o algo parecido. Pero aparte de estas restricciones, 
cualquier curva razonable (una que un cantante es capaz de hacer agitando sus cuerdas vocales) 
siempre se puede componer sumando ondas cosenoidales. 
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los amplificadores están construidos en tal forma que transmitan en un buen inter- 
valo de la sensibilidad del oido (el oido puede percibir hasta 20.000 ciclos por segun- 
do, pero corrientemente los transmisores y receptores de radio no trabajan más alla 
de 10.000, por lo que no oimos las partes más altas), entonces, cuando un hombre 
habla, su voz puede contener frecuencias más altas, digamos. que 10.000 ciclos, por lo 
que el transmisor está transmitiendo frecuencias que pueden ir desde 790 hasta 810 
kilociclos por segundo. Ahora bien, si hubiese otra estación a 795 kc/seg.. habria 
mucha confusión. También, si hiciéramos nuestro receptor tan sensible que sola- 
mente tomase 800 y no los 10 kilociclos de ambos lados, no oiriamos lo que el hom- 
bre dijese, ¡ya que la información estaria en esas otras frecuencias! Por lo tanto, es 
absolutamente esencial colocar las estaciones algo separadas para que sus bandas 
laterales no se superpongan y además el receptor no debe ser tan selectivo que no 
permita la recepción de las bandas laterales asi como de la frecuencia nominal prin- 
cipal. En el caso del sonido, este problema no causa realmente mucha dificultad. 
Podemos oir en un rango de + 20 kc/seg y corrientemente tenemos desde 500 has- 
ta 1.500 kc/seg en la banda de emisión, por lo que hay lugar suficiente para muchas 
estaciones. 


El problema de la televisión es más difícil. Cuando el haz electrónico atraviesa 
la carga del tubo de imagen, hay varias manchas pequeñas de luz y sombr . Esta 
“luz” y “sombra” es la “señal”. Ahora bien, el haz barre de ordinario toda la imagen. 
500 líneas, en una trigésima parte de segundo aproximadamente. Consideremos que la 
resolución de la imagen vertical y horizontalmente es más o menos igual, por lo que 
hay el mismo número de manchas por centimetro según una linea de barrido. Quere- 
mos ser capaces de distinguir sombra de luz, sombra de luz, sombra de luz. en 500 
lineas digamos. Para que podamos hacer esto con ondas cosenoidales, la más pequeña 
longitud de onda que se necesita corresponde entonces a una longitud de onda, de má- 
ximo a máximo, de una 250-ava parte del tamaño de la pantalla. De este modo tene- 
mos 250 x 500 x 30 informaciones por segundo. La frecuencia más alta que vamos 
a transportar, por lo tanto, es próxima a 4 megaciclos por segundo. En la realidad. 
para conservar las estaciones de televisión independientes tenemos que usar un poqui- 
to más que esto, alrededor de 6 mc/seg: parte se usa para llevar la señal de sonido 
y otra información. Por lo que los canales de televisión tienen seis megaciclos por 
segundo de anchura. Ciertamente no seria posible transmitir TV en una portadora de 
800 kc/seg, ya que no podemos modular a una frecuencia más alta que la portadora. 


De cualquier modo, la banda de televisión comienza en 54 megaciclos. El primer 
canal de transmisión, que es el canal 2 (!), tiene un intervalo de frecuencias desde 54 
hasta hasta 60 mc/seg, que da 6 mc/seg de anchura. “Pero —podría decir alguien— 
acabamos de probar que habia bandas laterales a ambos lados, y por lo tanto deberia 
tener anchura doble.” Resulta que los ingenieros de radio son bastante inteligentes. Si 
analizamos la señal de modulación usando términos en senos y cosenos en lugar de 
sólo cosenos, para permitir diferencias de fase, vemos que hay una relación invariante 
definida entre la banda lateral en el lado de la alta frecuencia y la banda lateral en 
el lado de la baja frecuencia. Lo que queremos decir es que no hay información nueva 
en la otra banda lateral. Asi, lo que se hace es suprimir una banda lateral y el receptor 
está conectado dentro en una forma tal que la información omitida se reconstituye 
examinando la única banda lateral y la portadora. La transmisión de banda lateral 
única es un esquema inteligente para disminuir los anchos de banda necesarios para 
transmitir información. 
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48-4 Trenes de ondas localizados 


El próximo tema que discutiremos es la interferencia de ondas en el espacio y en 
el tiempo. Supongan que tenemos dos ondas viajando en el espacio. Sabemos, natu- 
ralmente, que podemos representar una onda que viaja en el espacio mediante 
eliwt-kx), Esto podría ser, por ejemplo, el desplazamiento de una onda de sonido. Es una 
solución de la ecuación de onda siempre que w° = k?*c?, donde c es la velocidad de pro- 
pagación de la onda. En este caso lo podemos escribir en la foram eikx-<Y, que es de 
la forma general f(x— ct). Por lo tanto, ésta debe ser una onda que está viajando a es- 
ta velocidad, w/k, que es ¢ y todo está bien. 


Ahora queremos sumar dos de estas ondas. Supongan que tenemos una onda que 
está viajando con una frecuencia y otra onda viajando con otra frecuencia. Dejamos 
al lector la consideración del caso en que las amplitudes son diferentes; no hay dife- 
rencia sustancial. Nosotros queremos efectuar eltvitk9 + ei@t-k:9, Podemos hacerlo 
usando la misma matemática que cuando sumábamos ondas de señal. Naturalmente 
que si c es la misma para ambas esto es facil, puesto que es idéntico a lo que hicimos 
antes: 


pu Ulo) + gientt=alo) = en eat, (48.11) 


excepto que ahora la variable es ” = t--x/c en lugar de t. Asi, obtenemos la misma 
clase de modulaciones, pero vemos, naturalmente, que estas modulaciones se están 
trasladando con la onda. En otras palabras, si sumásemos dos ondas y estas ondas no 
solo estuviesen oscilando sino también moviéndose en el espacio, entonces la onda 
resultante también se trasladaria en el espacio a la misma velocidad. 


Ahora querriamos generalizar esto al caso de ondas en las que la relación entre la ' 
frecuencia y el número de ondas k no sea tan simple. Ejemplo: un material que tenga 
un indice de refracción. Ya estudiamos la teoria del indice de refracción en el capitulo 
31. donde encontramos que podiamos escribir k == 14/c. siendo n el indice de refrac- 
ción. Como ejemplo interesante. encontramos que para los rayos X el indice 11 es 


Ng? 


n=1— ; 
2eomw? 


(48.12) 


Dedujimos realmente una fórmula más complicada en el capitulo 31, pero como ejem- 
plo ésta es tan buena como cualquiera. 

Entre paréntesis, sabemos que aún cuando «» y k no son proporcionales lineal- 
mente, el cociente «»/k es ciertamente la velocidad de propagación para una frecuen- 
cia y número de ondas particulares. 

Llamamos velocidad de fase a este cociente: es la velocidad a la que la fase, o los 
nodos de una única onda. se trasladarian: 

w 


=} 


Esta velocidad de fase, para el caso de los rayos X en vidrio, es mayor que la veloci- 
dad de la luz en el vacio (ya que n en 48.12 es menor que 1), y esto es un poco incó- 
modo, porque ¡no creemos que se pueda enviar señales más rápido que la velocidad 
de la luz! 


(48.13) 
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Lo que vamos a discutir ahora es la interferencia de dos ondas en las que « y k 
tienen una fórmula definida que las relaciona. La fórmula anterior para n dice que k 
está dado como una función definidad de «œ. Para ser precisos, en este problema par- 
ticular la fórmula para A en función de «» es 


a 


£, (48.14) 


Ww 
k=- — 
c 
donde a = Ng?/2€¿m, es una constante. De cualquier modo, para cada frecuencia 
hay un número de onda definido y queremos sumar dos de estas ondas. 
Hagámoslo exactamente como hicimos en la ecuación (48.7): 


e tkm + e w2t—kax) = 2212401 +09) 1—(k1 +k2)2) 


x (¿12001 kaz] + eT 12 lei mua) tmtki kaeh, R (48.15) 


Tenemos de nuevo una onda modulada. una onda que viaja con la frecuencia pro- 
medio y el numero de onda promedio. pero cuya intensidad está variando con una 
forma que depende de la frecuencia diferencia y del número de onda diferencia. 


Tomemos ahora el caso en que la diferencia entre las dos ondas es relativamente 
pequeña. Supongamos que estamós sumando dos ondas cuyas frecuencias son casi 
iguales; entonces (w, + w,)/2 es prácticamente igual a cualquiera de las dos w y lo 
mismo ocurre con (k, + k,)/2. Entonces la velocidad de la onda, de las oscilaciones 
rápidas, de los nodos, es esencialmente w/k. Pero, ojo, ¡la velocidad de propagación 
de la modulación no es la misma! ¿Cuánto tenemos que cambiar x para dar cuenta 
de cierta cantidad de 1? La velocidad de esta onda de modulación es el cociente 


wi — a 
vm = ri. 48.16 
M kı Ea ko ( ) 
La velocidad de modulación se llama algunas veces velocidad de grupo. Si tomamos 
el caso en que la diferencia de frecuencia es relativamente pequeña y la diferencia de 
número de onda es entonces también relativamente pequeña, esta expresión tiende en 
el limite a 


u= 2. (48.17) 


En otras palabras, para la modulación más lenta para las pulsaciones más lentas, hay una 
velocidad definida a la que viajan que no es igual a la velocidad de fase de las ondas 
—¡qué cosa tan misteriosa! 


La velocidad de grupo es la derivada de a respecto a k y la velocidad de fase es 
w/k. 


Veamos si podemos entender el porqué. Consideren dos ondas, de nuevo con lon- 
gitudes de ondas levemente diferentes, como en la figura 48-1. Están defasadas, en 
fase, defasadas, y asi sucesivamente. Pero estas ondas representan, realmente, ondas 
en el espacio que viajan con frecuencias levemente diferentes también. Ahora bien, ya 
que la velocidad de fase, velocidad de los nodos de estas dos ondas, no es precisamen- 
te la misma, sucede algo nuevo. 
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Supongan que cabalgamos sobre una de las ondas y miramos la otra; si ambas 
fuesen a la misma velocidad, entonces la otra onda permanecería con la misma posi- 
ción respecto a nosotros, según cabalgamos en la cresta. Cabalgamos en esta cresta 
y justo frente a nosotros vemos una cresta; si las dos velocidades son iguales las dos 
crestas permanecen una encima de otra. Pero no es así: las dos velocidades no son 
realmente iguales. Hay solamente una pequeña diferencia de frecuencia y por lo tanto 
solamente una pequeña diferencia de velocidad, pero a causa de esta diferencia de ve- 
locidad, a medida que cabalgamos, la otra onda se mueve despacio hacia adelante, 
digamos, o hacia atrás, con relación a nuestra onda. Asi, según pasa el tiempo, ¿qué 
sucede al modo? Si movemos un tren de ondas sólo un ápice hacia adelante, el nodo 
se mueve hacia adelante (o hacia atrás) una distancia considerable. Es decir, la suma 
de estas dos ondas tiene una envolvente, y a medida que las ondas avanzan, la envol- 
vente cabalga sobre ellas a una velocidad diferente. La velocidad de grupo es la velo- 
cidad a la que se transmitirian las señales moduladas. 

Si hiciésemos una señal, es decir una especie de cambio de la onda que se pudiese 
reconocer cuando se la escuchase. una especie de modulación, entonces esta modula- 
ción viajaria con la velocidad de grupo, siempre que las modulaciones fuesen relati- 
vamente lentas. (Cuando son rápidas, es mucho más dificil hacer el análisis.) 


Ahora podemos mostrar (por fin) que la velocidad de propagación de los rayos X 
en un bloque de carbono no es mayor que la velocidad de la luz, aunque la velocidad 
de fase es mayor que la velocidad de la luz. Para hacer esto, debemos encontrar 
du /dk que obtenemos derivando (48.14): dk/dw = i/c + aļw?c.La velocidad de gru- 
po, por lo tanto, es la inversa, O sea, 


c 


Vg 


¡que es menor que c! Asi, aunque las fases pueden viajar más rápido que la velocidad 
de la luz, las señales de modulación viajan más despacio, y ¡ésta es la solución de la 
paradoja aparente! Naturalmente que si tenemos el caso simple en que w = kc, en- 
tonces dw/dk es también c. Por lo tanto, cuando todas las fases tienen la misma velo- 
cidad, el grupo tiene por supuesto la misma velocidad. 


48-5 Amplitudes de probabilidad para particulas 


Consideremos ahora un ejemplo más de la velocidad de fase que es en extremo 
interesante. Tiene que ver con la mecánica cuántica. Sabemos que la amplitud de en- 
contrar una particula en el lugar puede variar, en algunas circunstancias, en el espacio 
y en el tiempo, digamos que en una dimensión, en la siguiente forma: 


y = Ato, (48.19) 


donde «w es la frecuencia, que se relaciona con la idea clásica de energia mediante 
E = ħw, y k es el número de onda, que se relaciona con el momentum mediante 
p= hk. Dir'amos que la particula tiene un momentum definido p si el numero de onda 
fuese exactamente k, esto es, una onda perfecta que marcha con la misma amplitud 
en todos los lugares. La ecuación (48.19) da la amplitud y si tomamos el cuadrado 
del módulo, obtenemos la probabilidad relativa de encontrar la particula en función 
de la posición 
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y del tiempo. Es una constante, que indica que la probabilidad de encontrar una par- 
tícula en cualquier lugar es la misma. Supongan ahora, por el contrario, que tenemos 
una situación donde sabemos que es más probable que la partícula esté en un lugar 
que en otro. Representariamos tal situación por una onda que tiene un máximo y se 
anula por ambos lados (Fig. 48-6). (No es bastante parecido a una onda como (48.1) 
que tiene una serie de máximos, pero es posible anular todos los máximos excepto uno 
sumando ondas de casi los mismos w y k.) 


Fig. 48-6. Un tren de ondas localizado. 


Ahora bien, en estas circunstancias, puesto que el cuadrado de (48.19) representa 
la probabilidad de encontrar una particula en algún lugar, sabemos que en un instante 
dado es más probable que la partícula se encuentre cerca del centro del “montón” 
donde la amplitud de la onda es máxima. Si esperamos ahora unos instantes, las ondas 
se moverán y después de algún tiempo el “montón” estará en algún otro lugar. Si su- 
piésemos que la particula originalmente estaba situada en algún lugar, clásicamente 
esperaríamos que más tarde estuviese en otro lugar como cosa sabida, porque después 
de todo tiene una velocidad y un momentum. La teoria cuántica se reducirá entonces 
a la teoria correcta para la relación de momentum, energia y velocidad, solamen- 
te si la velocidad de grupo, velocidad de la modulación, es igual a la velocidad que 
obtendriamos clásicamente para una particula de idéntico momentum. 


Ahora es necesario demostrar si éste es o no el caso. Según la teoria clásica, la 
energia se relaciona cop la velocidad mediante 


Ea MRE me? 
T JA (48.20) 
Del mismo modo, el momentum es 
mv 4 
E SAE a 


Esta es la teoría clásica y como consecuencia de ella, eliminando v, podemos ver que 
E? — p?e? = m?c. 


Este es el gran resultado cuadridimensional del que hemos estado hablando v hablan- 
do: que pupu = m? ésta es la relación entre energia y momentum en la teoria clásica. 
Pero esto significa, puesto que estas E y p van a ser œ y k, sustituyendo E = ha) y 
P = Áik, que para la mecánica cuántica es necesario que 


Kw? 


c? 


— Kk = me. (48.22) 
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Esta es, pues, la relación entre la frecuencia y el número de onda de una onda cuán- 
tica de amplitud que representa una partícula de masa m. De esa ecuación podemos 
deducir que w es 


w = ev k? + m2c2/h2, 


¡Aquí de nuevo la velocidad de fase, w/k, es mayor que la velocidad de la luz! 

Consideremos ahora la velocidad de grupo. La velocidad de grupo deberia ser 
dw/dk, velocidad a la que se mueven las modulaciones. Tenemos que derivar una 
raiz cuadrada. lo cual no es muy dificil. La derivada es 


du kc 


dk k? + mc/h. 


Pero la raíz cuadrada es después de todo œ, por lo que podemos escribir esto en la forma 
dor /dk ==0?k/a). Más aún k/w es p/E, por lo que 


2 
cp 
¡leal 


Pero de acuerdo con (48,20) y (48.21)c?p/E =v, velocidad de la partícula según la 
mecánica clásica. Asi, vemos que la relación cuántica fundamental E = w y p = fik 
para la identificación de w y k con los E y p clásicos, solamente produce la ecuación 
wiki? = mc/h, mientras que ahora también entendemos las relaciones (48.20) y 
(48.21) que relacionan E y p con la velocidad. La velocidad de grupo, naturalmente, 
debe ser la velocidad de la partícula si es que la interpretación va a tener algún sentido. 
Si pensamos que la partícula está aqui en un instante y luego diez minutos más tarde 
pensamos que está allá, como dijo la mecánica cuántica, la distancia recorrida por 
el “montón” dividida por el intervalo de tiempo debe ser, clásicamente, la velocidad 
de la partícula. 


48-6 Ondas en tres dimensiones 


Concluiremos ahora nuestra discusión de las ondas con unas pocas observaciones 
generales acerca de la ecuación de onda. Se pretende con estas observaciones dar una 
visión del futuro —no es para que podamos entender todo exactamente ahora mismo, 
sino más bien ver que aspecto van a tener las cosas cuando estudiemos ondas un poco 
maás—. Ante todo, la ecuación de onda para el sonido en una dimensión era 


| 
i 
| 
1 


donde c es la velocidad de cualquier cosa que sea la onda —en el caso del sonido, es 
la velocidad del sonido; en el caso de la luz, es la velocidad de la luz-. Demostramos 
que para una onda de sonido los desplazamientos se propagarian a una cierta veloci- 
dad. Pero el exceso de presión también se propaga a una cierta velocidad y lo mismo 
ocurre con el exceso de densidad. Por ello, deberiamos esperar que la presión satis- 
ficiese la misma ecuación, como ocurre en realidad. 
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Se lo dejaremos al lector para que lo demuestre. Sugerencia: p, es proporcional a la ra- 
pidez de variación de y respecto a x. Por lo que si derivamos la ecuación de onda respec- 
to a x, descubriremos inmediatamente que Ar / ôx satisface la misma ecuación. Es decir 
que p, satisface la misma ecuación. Pero P, es proporcional a p, y en consecuencia P, 
también la satisface. En una palabra, la presión, los desplazamientos, todo, satisface la 
misma ecuación de onda. 


Corrientemente se ve la ecuación de onda para sonido escrita en términos de presión 
en lugar de en función de desplazamiento, porque la presión es un escalar y no tiene direc- 
ción. Pero, el desplazamiento es un vector y tiene dirección y entonces resulta más facil 
analizar la presión. 


El próximo punto a discutir tiene que ver con la ecuación de onda en tres dimen- 
siones. Sabemos que la solución para una onda sonora en una dimensión es, eitr, 
con w = kC, pero también sabemos que en tres dimensiones una onda estaria repre- 
sentada por elt-ks=—ky=k:2), donde en este caso w? = k?c?, que es, naturalmente 
(k} + ko + kei. Ahora lo que queremos hacer es conjeturar cuál es la ecuación de 
onda correcta en tres dimensiones. Para el caso del sonido esto se puede deducir, 
naturalmente, a través del mismo razonamiento dinámico en tres dimensiones que 
hicimos en una dimensión. Pero no haremos esto; en su lugar, escribimos solamente 
el resultado: la ecuación para la presión (o desplazamiento, o lo que sea) es 


9”P, 
dx? w ðy 


aPe aP, 1 P 


hap ae (029) 


Podemos ver que esto es verdad sustituyendo eltwt-k), Es claro que cada vez que deri- 
vamos respecto a x. multiplicamos por -¿k,. Si derivamos dos veces, es equivalente a 
multiplicar por -k2, por lo que el primer término se convertiría en -k?P,, para esa onda. 
Del mismo modo, el segundo término se hace -k?P,, y el tercero -k*P,. A la derecha 
obtenemos -(w7c?)P,. Entonces, si simplificamos las P, y cambiamos el signo, vemos 
que la relación entre K y « es la que nosotros queremos. 


Haciendo también las cosas hacia atrás, no podemos resistir la tentación de es- 
cribir la gran ecuación que corresponde a la ecuación de dispersión (NT) (48.22) para 
ondas cuánticas. Si ọ representa la amplitud de encontrar una partícula en la posición 
x, y, z, en el tiempo ż, entonces la gran ecuación de la mecánica cuántica para par- 
ticulas libres es ésta: 


y? l y? 2.2 
Tolea ra S = r e. (48.24) 


En primer lugar, el carácter relativista de esta expresión está sugerido por la aparición 
de x, y, z y t en la combinación habitual que la relatividad usa corrientemente. En se- 
gundo lugar, es una ecuación de onda que, si probamos una onda plana, produciria 
como consecuencia que — k? + «w?/c? = m?e?/ h?, que es la relación correcta para la 
mecánica cuántica. Hay aún otra gran cosa contenida en la ecuación de onda: el hecho 
de que cualquier superposición de ondas es también una solución. Por lo tanto, esta ecua- 
ción contiene todo lo que hemos estado discutiendo hasta ahora de mecánica cuántica 
y relatividad, ¡por lo menos siempre que se trate de una única particula en el espacio 
vacio sin potenciales o fuerzas externas en él! 


Ver Nota del Traductor al final del capttulo (pág. 48-15). 
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48-7 Modos normales de vibración 


Volvemos ahora a otro ejemplo del fenómeno de pulsaciones que es bastante cu- 
rioso y un poco diferente. Imaginen dos péndulos iguales que tienen, entre ellos, una 
conexión elástica bastante débil. Han sido construidos en lo posible de la misma lon- 
gitud. Si apartamos uno y lo soltamos, se mueve hacia adelante y hacia atrás y cuando 
realiza ese movimiento tira del resorte de conexión, por lo que realmente es una má- 
quina para generar una fuerza que tiene la frecuencia natural del otro péndulo. Ade- 
más, como consecuencia de la teoría de la resonancia, que ya estudiamos, cuando 
aplicamos una fuerza sobre algo a la frecuencia apropiada, lo arrastrará. Por lo que, 
con toda seguridad, un péndulo moviéndose hacia adelante y hacia atrás arrastrará 
el otro. Sin embargo en este caso sucede algo nuevo, ya que la energía total del siste- 
ma es finita y así, cuando un péndulo da parte de su energía al otro para arrastrarlo, 
se encuentra a sí mismo perdiendo energía hasta que, si hay una sincronización apro- 
piada con la velocidad, pierde toda su energia y ¡pasa a un estado estacionario! 
Entonces, naturalmente, es el otro péndulo el que tiene toda la energía y el primero 
no tiene nada, y según pasa el tiempo vemos que todo funciona en sentido opuesto y 
que la energía se devuelve al primero; éste es un fenómeno muy interesante y diver- 
tido. Dijimos, sin embargo, que está relacionado con la teoría de las pulsaciones y 
ahora debemos explicar cómo podemos analizar este movimiento desde el punto de 
vista de dicha teoría. 


Observamos que el movimiento de cualquiera de las dos esferitas es una oscilación 
con una amplitud que varia ciclicamente. Por lo tanto, el movimiento de una de las 
esferitas se puede analizar presumiblemente en una forma diferente: como suma de 
dos oscilaciones, presentes al mismo tiempo pero que tienen dos frecuencias leve- 
mente diferentes. Por lo tanto, deberia ser posible encontrar otros dos movimientos 
en este sistema y sostener que lo que vimos era una superposición de dos soluciones 
ya que éste es, por supuesto, un sistema lineal. Verdaderamente, es fácil encontrar 
dos maneras en las que podría empezar el movimiento, siendo cada una un movimien- 
to perfecto de una sola frecuencia —absolutamente periódico—. El movimiento con 
el que empezamos antes no era estrictamente periódico, puesto que no duró; pronto 
una esferita pasaba energia a la otra y así cambiaba su amplitud; pero hay maneras 
de comenzar el movimiento para que nada cambie y, naturalmente, tan pronto como 
lo vemos entendemos por qué. Por ejemplo, si hiciésemos que ambos péndulos mar- 
chasen juntos, entonces, puesto que ambos son de la misma longitud y el resorte en 
este caso no hace nada, continuarian por supuesto oscilando para siempre, suponien- 
do que no hay roce y que todo es perfecto. Por otro lado, hay otro movimiento posi- 
ble que también tiene una frecuencia definida: esto es, si movemos opuestamente los 
péndulos separandolos la misma distancia exactamente, estarian de nuevo en movi- 
miento absolutamente periódico. Podemos apreciar que el resorte añade solamente 
un poco a la fuerza restauradora que proporciona la gravedad, eso es todo, y el sis- 
tema sigue justamente oscilando a una frecuencia levemente más alta que en el primer 
caso. ¿Por qué más alta? Porque el resorte está tirando, además de la gravedad, y ha- 
ce que el sistema sea un poco “más rigido”, por lo que la frecuencia de su movimiento 
es sólo una pizca más alta que la del otro. 


Este sistema, pues, tiene dos maneras de oscilar sin variar de amplitud: o puede 
oscilar de una manera tal que ambos péndulos sigan el mismo camino o oscilen todo 
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el tiempo a una frecuencia, o podrían ir en direcciones opuestas a una frecuencia leve- 
mente más alta. 


Ahora bien, el movimiento real del sistema, ya que es lineal, se puede repre- 
sentar como una superposición de dos. (Recuerden que el tema de este capitulo es 
los efectos de sumar dos movimientos con frecuencias diferentes.) Por ello, piensen 
lo que sucederia si combinásemos estas dos soluciones. Si a £ = 0 los dos movimien- 
tos han empezado con amplitudes iguales y en la misma fase, la suma de los dos mo- 
vimientos significa que una esferita, habiéndosele dado un sentido por el primer 
movimiento y el otro sentido por el segundo movimiento, está a cero, mientras que 
la otra esferita, habiendo sido desplazada en el mismo sentido por los dos movimien- 
tos, tiene una gran amplitud. A medida que pasa el tiempo, sin embargo, los dos 
movimientos básicos actúan independientemente, por lo que la fase de uno relativa al 
otro se está corriendo lentamente. Esto significa entonces, que después de un tiempo 
bastante largo, cuando el tiempo es suficiente para que un movimiento pueda haber 
realizado “900 1/2” oscilaciones mientras el otro realiza solamente “900”, la fase 
relativa estaría justamente invertida con relación a como estaba antes. Esto es, el mo- 
vimiento de gran amplitud se habrá hecho cero, y mientras tanto, naturalmente. la 
esferita inicialmente sin movimiento ¡habrá alcanzado intensidad completa! 


Asi, vemos que podriamos analizar este movimiento complicado bien mediante 
la idea de que hay resonancia y que uno entrega energia al otro, bien mediante la su- 
perposición de dos movimientos de amplitudes constantes a dos frecuencias diferentes. 


N. del T.: Dispersión está usada aquí en un sentido análogo a la dispersión de un prisma; no 
debe confundirse con la dispersión de ondas o particulas al chocar contra un objeto. O sea. que 
estrictamente dispersión en este caso quiere decir el fenómeno por el cual la velocidad de fase de 
una onda depende de su frecuencia, 
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49-3 Modos en dos dimensiones 


49-1 Reflexión de ondas 


Este capitulo considerará algunos fenómenos notables que resultan de confinar 
ondas en una región finita. Esto nos llevará primero a descubrir algunos aspectos 
particulares relativos a las cuerdas vibrantes, por ejemplo, y luego la generalización 
de estos hechos nos dará un principio que es probablemente el principio de mayor 
alcance en la fisica matemática. 


Nuestro primer ejemplo de confinamiento de ondas será limitar una onda por 
un solo lado. Tomemos el ejemplo simple de una onda unidimensional en una cuer- 
da. Del mismo modo se podria considerar el sonido en una dimensión contra una 
pared, u otra situación de naturaleza similar, pero el ejemplo de una cuerda será 
suficiente para los fines que nos hemos propuesto. Supongan que se sujete la cuerda 
por un extremo, por ejemplo atándola a una pared “infinitamente solida”. Esto se 
puede expresar matemáticamente diciendo que en la posición x= 0 el desplaza- 
miento y de la cuerda debe ser nulo, porque el extremo no se mueve. Ahora bien, 
sabemos que si no fuera por la pared la solución general para el movimiento es la 
suma de dos funciones, F(x—ct) y G(x + ct), la primera representando una onda 
que viaja en un sentido en la cuerda y la segunda una onda que viaja en el otro 
sentido en la cuerda: 


y = F(x — ct) + G( + ch (49.1) 


es la solución general para cualquier cuerda. Pero ahora tenemos que satisfacer la 
condición de que la cuerda no se mueve en un extremo. Si ponemos x = 0 en la 
ecuación (49.1) y examinamos y para todo valor de f, obtenemos y= F(— ct) + 
+ G( + ct). Bien, si esto debe ser cero para todo tiempo. la función G(ct) debe 
ser —F(—ct). En otras palabras, G de cualquier cosa debe ser —F de menos la misma 


cosa. Si se introduce este resultado 
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Extremo fijo (ENN 


= 


L Fig. 49-14. Reflexión de una onda como 
superposición de dos ondas viajeras. 


en la ecuación (49.1), encontramos que la solución del problema es 
y = F(x — c) — Fox — cf). (49.2) 


Es fácil verificar que obtendremos y = O si ponemos x = 0. 

La figura 49-1 muestra una onda que viaja en la dirección x negativa cerca de 
x=0 y otra onda hipotética que viaja en dirección opuesta con el signo invertido 
y del otro lado del origen. Decimos hipotética porque naturalmente, no hay cuerda 
vibrando de ese lado del origen. Se debe considerar el movimiento total de la cuerda 
como la suma de estas dos ondas en la región de las x positivas. Cuando llegan 
al origen, siempre se anularán una a otra en x= 0 y finalmente la segunda onda 
(la reflejada) será la única que existe para x positiva y, naturalmente, estará viajando 
en dirección opuesta. Estos resultados son equivalentes a la siguiente afirmación: 
si una onda llega al extremo fijo de una cuerda, se refleja con un cambio de signo. 
Siempre se puede comprender esa reflexión imaginando que lo que viene del extremo 
de la cuerda sale invertido desde atrás de la pared. En suma, si suponemos que la 
cuerda es infinita y que siempre que tenemos una onda que va en un sentido tenemos 
otra que va en sentido opuesto con la simetría anotada, el desplazamiento en x = 0 
siempre será nulo y da lo mismo que fijemos o no la cuerda allí. 


El siguiente punto a discutir es la reflexión de una onda periódica. Supongan 
que la onda representada por F(x-—ct) es una onda sinusoidal y que se ha reflejado; 
entonces la onda reflejada —F(—x-—ct) también es una onda sinusoidal de la misma 
frecuencia, pero que viaja en dirección opuesta. El modo más simple de describir 
la situación es usando la notación de funciones complejas: F(x—ct)= el (ex/c) y 
F(=x-ct) = el (i + x10). Se puede ver que si se sustituye estas expresiones en (49.2) 
y si se pone x igual 0, resulta y = 0 para todo valor de ż, por lo que satisface la 
condición necesaria. Por la propiedad de los exponenciales esto se puede describir 
en una forma más simple: 


y = e™! (e77 — girl) = —2ie™' sen (wx/c). (49.3) 
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Aqui hay algo interesante y nuevo: esta solución nos dice que si observamos en 
cualquier x fijo, la cuerda oscila con frecuencia œw. ¡Cualquiera sea este punto, la 
frecuencia es la misma! Pero hay algunos lugares, en particular cuando sen (wx/c) = 
= 0, donde no hay ningún desplazamiento. Más aún, si en cualquier instante £ toma- 
mos una instantánea de la cuerda vibrante, la fotografía será una onda sinuosidal. 
Sin embargo, el desplazamiento de esta onda sinusoidal dependerá del tiempo t. Exa- 
minando la ecuación (49.3) podemos ver que la longitud de un ciclo de la onda 
sinusoidal es igual a la longitud de onda de cualquiera de las ondas superpuestas: 


A = 21rc/w.. (49,4) 


Los puntos donde no hay movimiento satisfacen la condición sen (wx/c) = 0, lo 
cual significa que (wx/c) = 0, 71, 27... Estos puntos se llaman nodos. Entre dos no- 
dos sucesivos cualesquiera, cada punto se mueve de arriba para abajo sinusoidal- 
mente, pero el diagrama del movimiento permanece fijo en el espacio. Esta es la 
caracteristica fundamental de lo que llamamos modo de vibración. Si podemos hallar 
un diagrama de movimiento que tenga la propiedad de que en cualquier punto el 
objeto se mueva en forma perfectamente sinusoidal y que todos los.puntos se mue- 
van con la misma frecuencia (aunque algunos se moverán más que otros), entonces 
tenemos lo que se llama un modo de vibración. 


49-2 Ondas confinadas, con frecuencias naturales 


El siguiente problema interesante es considerar lo que ocurre si se sujeta la 
cuerda por los dos extremos, digamos en x =0 y x= L. Podemos comenzar con 
la idea de la reflexión de las ondas, empezando con algún tipo de protuberancia 
moviéndose en una dirección. A medida que pasa el tiempo es de esperar que la 
protuberancia se acerque a un extremo, y cuando pase más tiempo se convertirá 
en una especie de pequeño bamboleo, porque se combina con la imagen invertida 
de la protuberancia, que viene del otro lado. Finalmente la protuberancia original 
desaparecerá y la protuberancia imagen se moverá en el otro sentido para repetir 
el proceso en el otro extremo. Este problema tiene una solución fácil, pero una 
cuestión interesante es si podemos tener un movimiento sinusoidal (la solución que 
acabamos de describir es periódica; pero, por supuesto, no es sinusoidalmente perió- 
dica). Probemos poner una onda sinusoidalmente periódica en una cuerda. Si se 
ata un extremo de la cuerda, sabemos que debe tener el aspecto de nuestra solución 
anterior (49.3). Si se ata el otro extremo, tiene que tener el mismo aspecto en ese 
otro extremo. Luego, la única , osibilidad de movimiento periódico sinusoidal es que 
la onda sinusoidal se ajuste perfectamente a la longitud de la cuerda. Si no se ajusta 
a la longitud de la cuerda, no es una frecuencia natural a la que la cuerda puede 
seguir oscilando. En resumen, si inicialmente se da a la cuerda una forma de onda 
sinusoidal que se le ajusta perfectamente, seguirá teniendo esa forma perfecta de 
onda sinusoidal y oscilará armónicamente con cierta frecuencia. 


Matematicamente, podemos representar la forma por sen kx, donde k es igual 
al factor (w/c) de las ecuaciones (49.3) y (49.4). y esta función sera cero en x = 0. 
Sin embargo, también debe ser cero en el otro extremo. Lo significativo de esto es 
que k ya no es arbitrario, como en el caso de la cuerda fija en un solo extremo. 
Con la cuerda fija en ambos extremos, la única posibilidad es que sen (AL) = 0, 
porque ésta es la 
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única condición que mantendrá ambos extremos fijos. Ahora bien, para que un seno 
sea cero, el ángulo debe ser 0, 7, 2% o cualquier otro múltiplo entero de 71. La 


ación 
ouas k= (49.5) 


dará, por lo tanto, todos los k posibles, según qué entero se introduzca. Para cada k 
hay cierta frecuencia w que, conforme a la ecuación (49.3), es simplemente 


w = kc = nre/L. (49.6) 


Hemos encontrado asi lo siguiente: una cuerda tiene la propiedad de poder tener 
movimientos sinusoidales, pero sólo a ciertas frecuencias. Esta es la propiedad más 
importante de las ondas confinadas. Cualquiera sea la complicación del sistema, 
siempre resulta que hay ciertos diagramas de movimiento que tienen una dependencia 
temporal perfecta, pero con frecuencias que son una propiedad de cada sistema en 
particular y de la naturaleza de los límites. En el caso de la cuerda tenemos muchas 
frecuencias posibles diferentes, correspondiendo cada una, por definición, a un modo 
de vibración, porque un modo es un diagrama de movimiento que -se repite sinu- 
soidalmente. La figura 49-2 muestra los tres primeros modos de vibración de una 
cuerda. La longitud de onda À del primer modo es 2L. Esto se puede ver continuan- 
do la onda hasta x= 2L para obtener un ciclo completo de la onda sinusoidal. La 
frecuencia angular wes 2c dividido por la longitud de onda en general, y en este 
caso, como Aes 2L, la frecuencia es rc/L, lo cual está de acuerdo con (49.6) para 
n= l. Llamemos w, a la frecuencia del primer modo de vibración. Ahora bien, el 
modo de vibración siguiente muestra dos lazos con un nodo en el medio. Entonces, 
la longitud de onda de este modo de vibración es simplemente L. El correspondiente 
valor de k es el doble de grande y la frecuencia es dos veces mayor; es 2w,. La del 
tercer modo es 3w, y asi sucesivamente. Luego, todas las diversas frecuencias de la 
cuerda son múltiplos, 1, 2, 3, 4, y asi sucesivamente, de la frecuencia más baja wp 


Volviendo ahora' al movimiento general de la cuerda, resulta que cualquier mo- 
vimiento posible siempre se puede analizar diciendo que hay más de un modo de 
vibración 


Primer. modo 


—- de vibración — Onda compuesta 
77” Segundo modo de vibración 
Fig. 49-2. Los primeros tres modos Fig. 49-3. Dos modos de vibración 
de una cuerda vibrante. se combinan dando una onda viajera. 
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al mismo tiempo. En verdad, en un movimiento general un número infinito 
de modos de vibración debe estar excitado al mismo tiempo. Para tener una idea de 
esto, mostremos lo que ocurre cuando hay dos modos oscilando al mismo tiempo: 
supongan que el primer modo está oscilando como muestra la serie de dibujos de 
la figura 49-3, que representa la deflexión de la cuerda a intervalos iguales de tiempo. 
durante medio ciclo de la frecuencia más baja. 


Ahora bien, suponemos que al mismo tiempo hay una oscilación del segundo 
modo de vibración. La figura 49-3 también muestra una sucesión de graficos de 
este modo de vibración, el cual está, al empezar, defasado en 90° del primer modo 
de vibración. Esto significa que al comienzo no tiene desplazamiento, sino que las 
dos mitades de la cuerda tienen velocidades opuestas. Recordemos ahora un prin- 
cipio general relativo a sistemas lineales: si hay dos soluciones cualesquiera, su suma 
también es solución. En consecuencia, un tercer movimiento posible sería el despla- 
zamiento obtenido sumando las dos soluciones mostradas en la figura 49-3. El re- 
sultado, que también se muestra en la figura, comienza a dar la impresión de una 
protuberancia que corre de un lado a otro entre los extremos de la cuerda, aunque 
con sólo dos modos de vibración no podemos dar una buena representación; se 
necesitan más modos. Este resultado es en realidad un caso especial de un gran 
principio para sistemas lineales: 

Absolutamente cualquier movimiento se puede analizar suponiendo que es la 

suma de los movimientos de todos los modos de vibración diferentes, combinados 
con amplitudes y fases apropiadas. 
La importancia del principio proviene de que cada modo de vibración es muy simple 
-es nada más que un movimiento sinusoidal en el tiempo-. Es verdad que aun el 
movimiento general de una cuerda no es realmente muy complicado, pero hay otros 
sistemas, la oscilación del ala de un avión, por ejemplo, en los cuales el movimiento 
es mucho más complicado. No obstante, aun en el ala de un avión, encontramos 
que hay cierta manera particular de torcerse que tiene una frecuencia y otras ma- 
neras de torcerse que tienen otras frecuencias. Si se puede encontrar estos modos, 
siempre se puede analizar el movimiento completo como superposición de oscilacio- 
nes armónicas (excepto cuando la vibración es de intensidad tal que ya no se puede 
considerar que el sistema es lineal). 


49-3 Modos de vibración en dos dimensiones 


El siguiente ejemplo a considerar es la interesante situación de modos de vibra- 
ción en dos dimensiones. Hasta ahora hemos hablado únicamente de situaciones 
unidimensionales —una cuerda tensa o las ondas sonoras en un tubo—. Finalmente 
tendremos que considerar tres dimensiones, pero un paso más fácil es el de dos di- 
mensiones. Consideren para fijar ideas un parche rectangular de tambor, de goma, 
limitado de manera que no haya ningún desplazamiento sobre el contorno rectangu- 
lar, y sean a y b las dimensiones del rectángulo, como muestra la figura 49-4. Ahora 
preguntamos: ¿cuáles son las caracteristicas de los movimientos posibles? Podemos 
empezar con el mismo procedimiento utilizado para la cuerda. Si no hubiese limitación 
alguna, esperariamos ondas propagándose con algún movimiento ondulatorio. Por 
ejemplo, (elw!) (eikyx + iky») representaría una onda sinusoidal viajando en una 
dirección que depende de los valores relativos de k, y k, Ahora bien, ¿cómo podemos 
hacer que el eje x, o sea la linea y = 0, sea un nodo? Empleando las ideas 
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desarrolladas para la cuerda unidimensional, podemos imaginar otra onda representa- 
da por la función compleja (—eiw!) (e-ik xx-ik,y). La superposición de estas ondas dará 
desplazamiento nulo para y = O independientemente de los valores de x y de /. (Aun- 
que estas funciones están definidas para y negativa donde no hay parche de tambor 
vibrando, esto se puede ignorar ya que el desplazamiento es verdaderamente cero para 
y = 0.) En este caso podemos considerar a la segunda función como onda reflejada. 


Bordes fijos 


Fig. 49-4. Lámina rectangular vibrante. 


Sin embargo, queremos una linea nodal en y= b además de en y= 0. ¿Cómo 
hacerlo? La solución está relacionada con algo que hicimos al estudiar la reflexión 
en cristales. Estas ondas que se cancelan en y = 0 harán lo mismo en y = b sólo si 
2b sen 0 es un múltiplo entero de A, donde 6 es el ángulo mostrado en la figura 49.4: 

n 
mh = 2b sen 0, m =0,1,2,... (49.7) 


Ahora podemos hacer en la misma forma que el eje y sea una linea nodal agre- 
gando dos funciones más, — (eit) (e + iKxx + iKys) y + (elo!) (e + ikxx-ik»y), cada una 
de las cuales representa una reflexión de una de las otras dos ondas en la linea x = 0. 
La condición de que haya una linea nodal en x= a es similar a la que teniamos 
para y = b. Es que 2a cos 0 también debe ser un múltiplo entero de A: 


nh = 2acos 0. (49.8) 


El resultado final es entonces que las ondas que rebotan de un lado a otro en la caja 
producen un diagrama de ondas estacionarias, o sea un modo de vibración definido. 


Asi, pues, debemos satisfacer las dos condiciones anteriores si queremos tener 
un modo de vibración. Encontremos primero la longitud de onda. Se puede obtener 
eliminando el ángulo € con (49.7) y (49.8), obteniendo la longitud de onda en fun- 
ción de a, b, n y m. La manera más fácil de hacerlo es dividir ambos miembros de 
las ecuaciones por 2b y 2a respectivamente, elevar las ecuaciones al cuadrado y su- 
marlas. El resultado es sen?0 + cos?9 = 1 = (nA/2a) + (mA/2b), de donde se 
puede despejar A: 

1 n? m? 
X da + Aba" (49.9) 

De esta manera hemos determinado la longitud de onda en función de dos enteros, 
y de la longitud de onda obtenemos inmediatamente la frecuencia w porque, como 
sabemos, la frecuencia es igual a 271c dividido por la longitud de onda. 


Este resultado es tan interesante e importante que deberiamos deducirlo con un 
análisis puramente matemático en vez de hacerlo razonando sobre las reflexiones. 
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Representemos la vibración con una superposición de cuatro ondas elegidas de ma 
nera que las cuatro lineas x= 0, x = a, y =0, y = b sean nodos. Además, haremos 
que todas las ondas tengan la misma frecuencia de manera que el movimiento re- 
sultante represente un modo de vibración. Conforme al tratamiento que dimos an- 
teriormente de la reflexión de la luz, sabemos que (eiw!) (e-ikxx + ikyy) representa una 
onda que se propaga en la dirección indicada en la figura 49-4, La ecuación (49.6), 
es decir k = w/c, sigue siendo válida siempre que 


kK = k + k (49.10) 


Está claro en la figura que k, = k cos 0 y k = k sen O. 
Ahora nuestra ecuación para el desplazamiento, $ digamos, del parche rectan- 
gular de tambor adopta la forma imponente 


$ = [eo kart ik AÑ etiket tk) — ¿kar ik + A Ñ 
(49.11a) 


Aunque esto parece más bien un lio, la suma de estas.cosas no es tan dificil. Se . 
puede combinar las exponenciales para dar funciones seno, de modo que el des- 
plazamiento resulta 


= [—4sen kx sen kyy][e'"*]. (49.11b) 


En otras palabras, es una oscilación sinusoidal, si, con un diagrama que también es 
sinusoidal tanto en la dirección x como en la y. Por supuesto que nuestras condi- 
ciones de contorno están satisfechas en x= 0 y en y= 0. También queremos que 
sea cero para x= a y para y= b. En consecuencia tenemos que introducir otras 
dos condiciones: ka debe ser un múltiplo entero de y kb debe ser otro múltiplo 
entero de”. Como hemos visto que k,= k cos 0 y k= k sen 0, obtenemos inme- 
diatamente las ecuaciones (49.7) y (49. 8) y de ellas el resultado final (49.9). 


Tomemos ahora como ejemplo un rectangulo cuyo largo es dos veces su alto. 
Si tomamos a = 2b y utilizamos las ecuaciones (49.4) y (49.9), podemos calcular 
la frecuencia de todos los modos de vibración: 


2 Am2 2 
Aa ES EL. (49.12) 


La tabla 49-1 da algunos de los modos de vibración simples y muestra también su 
forma de manera cualitativa. 


El punto más importante a recalcar sobre este caso particular es que las fre- 
cuencias no son múltiplos unas de las otras, ni son múltiplos de ningún número. La 
idea de que las frecuencias naturales están relacionadas armónicamente no es cierta 
en general. No es cierta para un sistema de más de una dimensión ni es cierta para 
sistemas unidimensionales que sean más complicados que una cuerda con densidad 
y tensión uniformes. Un ejemplo de esto último es una cadena colgante en la cual 
la tensión es mayor arriba que abajo. Si se pone esa cadena a oscilar armónicamen- 
te, hay varias frecuencias y modos de vibración, pero ni las frecuencias son múlti- 
plos simples de algún numero, ni la forma de los modos de vibraciun es sinusoidal. 
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Tabla 49-1 


Forma del modo de vibración m n (wwo)? wwo 


1 1 1.25 1.12 
1 2 2.00 1.41 
1 3 3.25 1.80 
2 1 4.25 2.06 
2 2 5.00 2.24 


Los modos de vibración de sistemas más ,complicados son aún más complejos. 
Por ejemplo, dentro de la boca tenemos una cavidad encima de las cuerdas vocales, 
y moviendo la lengua y los labios, etc., hacemos un tubo con el extremo abierto 
o uno con el extremo cerrado de diferentes diámetros y formas; es un resonador 
terriblemente complicado, pero no obstante es un resonador. Ahora bien, cuando se 
habla, las cuerdas vocales producen cierto tipo de tono. El tono es bastante complicado y 
hay muchos sonidos que salen, pero la cavidad de la boca modifica aún más ese tono de- 


-bido a las diversas frecuencias resonantes de la cavidad. Por ejemplo, un cantante puede 


cantar varias vocales: a, o, u, etc., todas a la misma altura, pero suenan diferentes porque 
en esta cavidad los diversos armónicos están en resonancia en grados diferentes. 
La grandisima importancia de las frecuencias resonantes de una cavidad en la mo- 
dificación de los sonidos de la voz se puede demostrar por medio de un experimento 
simple. Como la velocidad del sonido varía con la inversa de la raíz cuadrada de 
la densidad, se puede variar la velocidad del sonido usando gases diferentes. Si se 
usa helio en vez de aire, de modo que la densidad es menor, la velocidad del sonido 
es mucho mayor y todas las frecuencias de una cavidad se elevarán. Por consiguien- 
te, si uno se llena los pulmones de helio antes de hablar, las caracteristicas de la 
voz se alterarán totalmente aun cuando las cuerdas vocales estén vibrando a la 
misma frecuencia. 
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49-4 Péndulos acoplados 


Finalmente debemos recalcar que no solamente existen modos de vibración en 
sistemas continuos complicados, sino también en sistemas mecánicos muy simples. 
Un buen ejemplo es el sistema de dos péndulos acoplados discutido en el capítulo 
precedente. En ese capitulo se demostró que se podia analizar el movimiento como 
superposición de dos movimientos armónicos de frecuencia diferente. Asi, pues; hasta 
este sistema se puede analizar en términos de movimientos armónicos o modos. La 
cuerda tiene un número infinito de modos y la superficie bidimensional también tiene 
un número infinito de modos. En cierto sentido es una doble infinidad, si es que 
sabemos cómo contar infinitos. Pero un simple objeto mecánico que tiene única- 
mente dos grados de libertad y que sólo necesita dos variables para ser descrito, 
tiene solamente dos modos. 


y x Fig. 49-5. Dos péndulos acoplados. 


Hagamos un análisis matemático de estos dos modos para el caso en que los 
péndulos tengan la misma longitud. Sea x el desplazamiento de uno e y el del otro, 
como muestra la figura 49-5. Sin el resorte, la fuerza sobre la primera masa es pro- 
porcional al desplazamiento de la misma a causa de la gravedad. Si no hubiera re- 
sorte, habria cierta frecuencia natural wọ para este péndulo solo. La ecuación de 
movimiento sin el resorte sería 


2 
meZ amaaa (49.13) 


El otro péndulo oscilaría de la misma manera si no hubiera resorte. Además de la 
fuerza restauradora debida a la gravedad, hay una fuerza adicional que tira de la 
primera masa. Esa fuerza depende de la distancia en exceso de x respecto a y y es 
proporcional a esa diferencia, por lo que es cierta constante que depende de la geo- 
metria, multiplicada por (x— y). La misma fuerza en sentido inverso actúa sobre la 
segunda masa. Las ecuaciones de movimiento a resolver son, por lo tanto, 


d? 7 
ma = —mwsx — k(x — y), m S2 = —muwby — k(y — x). (49:14) 


Para hallar un movimiento en que las dos masas se muevan a la misma fre- 
cuencia, debemos determinar cuánto se mueve cada masa. En otras palabras, el pén- 
dulo x y el péndulo y oscilarán con la misma frecuencia, pero sus amplitudes 
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deben tener ciertos valores, A y B, cuya relación es fija. Probemos esta solución: 


x= Ae"! ° y= Be, (49.15) 


Si se sustituyen en la ecuación (49.14) y se junta los términos análogos, los resul- 
tados son 


(2-4 -E)a =- EB, 

(49.16) 
2i ¿- E) -24 
(o wo pe B = m^ 


Para obtener las ecuaciones tal como están escritas, se ha eliminado el factor común 
elwt y se las ha dividido por m. 


Ahora bien, vemos que tenemos dos ecuaciones para lo que aparentemente son 
dos incógnitas. Pero en realidad no hay dos incógnitas porque la amplitud total del 
movimiento es algo que no podemos determinar a partir de estas ecuaciones. Las 
ecuaciones precedentes sólo pueden determinar el cociente entre A y B, pero ambas 
deben dar el mismo cociente, La necesidad de que estas dos ecuaciones sean com- 
patibles requiere que la frecuencia sea algo muy especial. 


En este caso particular, esto se puede hacer bastante fácilmente. Si se multiplica 
una ecuación por otra, el resultado es 


2 2 
G — a? — a AB = (5) AB. (49.17) 


El factor AB se puede eliminar de ambos miembros a no ser que A y B sean cero, 
lo cual significa que no hay ningún movimiento. Si hay movimiento, los otros fac- 
tores deben ser iguales dando una ecuación cuadrática a resolver. El resultado es 
que hay dos frecuencias posibles: 


2k 
o=o w= ot a (49.18) 


Más aún, si se vuelve a sustituir estos valores de la frecuencia en la ecuación (49.16), 
encontramos que para la primera frecuencia A =B y para la segunda, A = —B. 
Estas son las “formas de los modos de vibración”, como se puede verificar fácil- 
mente con el experimento. 

Está claro que en el primer modo, para el cual A = B, el resorte nunca se estira 
y ambas masas oscilan con frecuencia wọ como si el resorte estuviera ausente. En 
la otra solución, para la cual A = —B, el resorte contribuye con una fuerza restau- 
radora y aumenta la frecuencia. Resulta un caso más interesante si los dos péndulos 
tienen longitudes diferentes. El análisis es muy parecido al dado más arriba y se 
deja al lector como ejercicio. 


49-5 Sistemas lineales 


Resumamos ahora las ideas discutidas precedentemente, que son todas aspectos 
de lo que posiblemente sea el principio más general y maravilloso de la física ma- 
temática. Si tenemos un sistema lineal cuyas características son independientes del 
tiempo, el movimiento 
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no tiene por qué tener ninguna simplicidad particular; en realidad puede ser 
extremadamente complejo, pero hay movimientos muy especiales, por lo común 
una serie de movimientos especiales, en los “cuales el diagrama global del mo- 
vimiento varia exponencialmente con el tiempo. En los sistemas vibrantes de que 
hemos estado hablando ahora, la exponencial es imaginaria y en vez de decir 
“exponencialmente”, preferimos decir “sinusoidalmente” con el tiempo. Sin embar- 
go, se puede ser más general y decir que los movimientos variarán exponencialmente 
con el tiempo en modos muy especiales, con formas muy especiales. Siempre se 
puede representar el movimiento más general de un sistema como una superposición 
de movimientos en los que interviene cada una de las diversas exponenciales. 

Vale la pena reafirmar esto para el caso de un movimiento sinusoidal: un sis- 
tema lineal no tiene por qué moverse con un movimiento puramente sinusoidal, es 
decir con una sola frecuencia definida, pero cualquiera sea la forma en que se 
mueva, se puede representar este movimiento como superposición de movimientos 
puramente sinusoidales. La frecuencia de cada uno de estos movimientos es una 
caracteristica del sistema, y el perfil, o forma de onda,-de cada uno de estos movi- 
mientos también es una caracteristica del sistema. El movimiento general de cual- 
quiera de estos sistemas se puede caracterizar dando la intensidad y.la fase de cada 
uno de estos modos y sumándolos todos. Otra manera de decir esto es que cualquier 
sistema vibrante lineal es equivalente a un conjunto de osciladores armónicos inde- 
pendientes, con las frecuencias naturales correspondientes a los modos de vibración. 


Concluimos este capitulo haciendo notar la conexión entre modos de vibración 
y mecánica cuántica. En la mecánica cuántica, lo que vibra, o lo que varía en el 
espacio, es la amplitud de una función de probabilidad que da la probabilidad de 
encontrar un electron, o un sistema de electrones, en una configuración determina- 
da. Esta función amplitud puede variar en el espacio y en el tiempo y satisface, de 
hecho, una ecuación lineal. Pero en la mecánica cuántica hay una transformación: lo que 
llamamos frecuencia de la amplitud de probabilidad es igual, en el concepto clásico, a energia. 
En consecuencia podemos traducir a este caso el principio enunciado más arriba tomando 
la palabra frecuencia y reemplazándola por energía. Se convierte en algo asi como: 
no es necesario que un sistema cuántico, un átomo por ejemplo, tenga una energia 
definida, tal como'no es necesario que un sistema mecánico simple tenga una fre- 
cuencia definida; pero, sea cualquiera la manera en que se comporta el sistema, siem- 
pre se puede representar su < »mportamiento como una superposicion de estados de 
cnergía definida. La energia de cada estado es una caracteristica del átomo y lo mis- 
mo es el diagrama de amplitud que determina la probabilidad de encontrar particu- 
las en diversos lugares. El movimiento general se puede describir dando la amplitud 
de cada uno de estos estados diferentes de energia. Este es el origen de los niveles 
de, energía en la mecánica cuántica. Como la mecánica cuántica está representada 
por ondas, cuando el electrón no tiene energía suficiente para escapar a la larga 
del protón, ésas son ondas confinadas. Tal como en las ondas confinadas de una 
cuerda. hay frecuencias definidas para la solucion de la ecuación de onda para la 
mecánica cuántica. La interpretación cuántica es que éstas son energías definidas. 
En consecuencia, un sistema cuántico puede tener estados definidos de energia fija 
porque está representado por ondas; ejemplos de esto son los niveles de energia de 
los diversos átomos. 
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50-1 Tonos musicales 


Se dice que Pitágoras descubrió que cuando se hace sonar a la vez dos cuerdas 
similares bajo la misma tensión y diferentes sólo en longitud, dan un efecto que es 
agradable al oido si las longitudes de las cuerdas están en proporción de dos nú- 
meros enteros pequeños. Si las longitudes son como uno es a dos, corresponden 
entonces a la octava en música. Si las longitudes son como dos es a tres, correspon- 
den al intervalo entre do y sol, que se llama una quinta. Estos intervalos se aceptan 
generalmente como acordes que suenan “agradable”. 


Pitágoras se impresionó tanto con este descubrimiento que lo hizo la base de una 
escuela —se llamaron pitagóricos-- que tuvo creencias místicas en los grandes pode- 
res de los números. Se creyó que algo parecido se encontraria en los planetas 
—o “esferas”--. Algunas veces oimos la expresión: “la música de las esferas”. La 
idea fue que habría algunas relaciones numéricas entre las órbitas de los planetas o 
entre otras cosas en la naturaleza. La gente cree generalmente que esto fue solamen- 
te una especie de superstición mantenida por los griegos. Pero, ¿es esto tan diferente 
de nuestro interés científico en las relaciones cuantitativas? El descubrimiento de Pi- 
tágoras fue el primer ejemplo, fuera de la geometría, de una relación numérica en la 
naturaleza. Debe haber sido muy sorprendente el descubrir de repente que había un 
hecho de la naturaleza que involucraba una relación numérica sencilla. Simples me- 
didas de longitudes dieron una predicción de algo que no tenía conexión aparente 
con la geometria —la producción de sonidos agradables—. Este descubrimiento con- 
dujo a la extensión de que quizás una buena herramienta para la comprensión de la 
naturaleza sería el análisis aritmético y matemático. Los resultados de la ciencia mo- 
derna justifican este punto de vista. 


Pitágoras solamente pudo haber hecho su descubrimiento mediante una observa- 
ción experimental. No obstante, este aspecto importante, parece no haberle impresio- 
nado. De lo contrario, la física hubiera tenido un comienzo más temprano. (¡Siempre 
F al reconsiderar lo que alguien ha hecho y decidir lo que él debería haber 

echo! 
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Fig. 50-1. Presión en función del tiempo para (a) un ruido, y (b) una nota musical. 


Podemos observar un tercer aspecto de este interesante descubrimiento: que el 
descubrimiento tiene que ver con dos notas que suenan agradable al oido. Podemos 
preguntarnos si nosotros hemos avanzado más que Pitágoras en la comprensión de 
por qué sólo ciertos sonidos son agradables al oído. La teoría general de la estética 
no está probablemente más adelantada ahora que en el tiempo de Pitágoras. En este 
descubrimiento de los griegos encontramos los tres aspectos: experimento, relacio- 
nes matemáticas y estética. La fisica ha tenido un gran adelanto solamente en las 
dos primeras partes. Este capítulo tratará sobre nuestra comprensión actual del des- 
cubrimiento de Pitágoras. 


Entre los sonidos que oimos hay una clase que llamamos ruido. El ruido corres- 
ponde a una especie de vibración irregular del timpano producida por una vibración 
irregular de algún objeto cercano. Si hacemos un diagrama para indicar la presión 
del aire en el timpano (y, por lo tanto, el desplazamiento del mismo) en función del 
tiempo, la gráfica que corresponde a un ruido puede parecerse a la que representa 
la figura $0-1(a). (Tal ruido podría corresponder aproximadamente al sonido de un 
zapatazo.) El sonido de la música tiene un carácter diferente. La música se caracte- 
riza por la presencia de fonos más o menos prolongados —o “notas” musicales—. 
(¡Los instrumentos musicales también pueden hacer ruidos!) El tono puede durar 
un tiempo relativamente corto, como cuando se presiona una tecla en un piano, o se 
puede prolongar casi indefinidamente, como cuando un flautista mantiene una nota 
larga. 


¿Cuál es el carácter especial de una nota musical desde el punto de vista de la 
presión en el aire? Una nota musical difiere de un ruido en que hay una periodicidad 
en su gráfica. Hay una cierta forma irregular de la variación de presión del aire con 
el tiempo y la forma se repite una y otra vez. La figura $0-1(b) muestra un ejemplo 
de función presión-tiempo que corresponderia a una nota musical. 


Los músicos hablan corrientemente de un tono musical en términos de tres ca- 
racteristicas: intensidad, tono y “timbre”. La “intensidad” corresponde a la mag- 
nitud de los cambios de presión. El “tono” corresponde al periodo de tiempo para 
una repetición de la función básica de presión. (Las notas “bajas” tienen periodos 
más grandes que las notas “altas”.) El “timbre” de una nota tiene que ver con las 
diferencias que somos capaces de oir entre dos notas de la misma intensidad y tono. 
Un oboe, un violín, y una soprano se pueden distinguir aun cuando den notas del 
mismo tono. El timbre tiene que ver con la estructura del diagrama que se repite. 


Consideremos por un momento el sonido producido por una cuerda vibrante. Si 
accionamos la cuerda, tirando de ella y soltándola, el movimiento subsiguiente estará 
determinado por los movimientos de las ondas que hemos producido. Sabemos que 
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estas ondas viajarán en ambas direcciones y que se reflejarán en los extremos. Irán 
hacia adelante y hacia atrás durante mucho tiempo. Aunque la onda sea muy com- 
plicada, se repetirá. El periodo de repetición es justamente el tiempo T necesario 
para que la onda viaje dos longitudes completas de la cuerda. Porque éste es exac- 
tamente el tiempo que necesita cualquier onda, una vez que ha comenzado, para 
reflejarse en cada extremo, volver a su posición inicial y seguir en la dirección origi- 
nal. El tiempo es el mismo para ondas que comiencen en cualquier dirección. Cada 
punto de la cuerda volverá, pues, a su posición inicial después de un periodo, y de 
nuevo un periodo más tarde, etc. La onda de sonido producida debe tener también 
la misma repetición. Vemos por qué una cuerda accionada produce una nota mu- 
sical. 


50-2 La serie de Fourier 


Discutimos en el capitulo precedente otro modo de considerar el movimiento de 
un sistema vibrante. Hemos visto que una cuerda tiene diversos modos naturales de 
oscilación y que cualquier clase particular de vibración que se pueda originar por las 
condiciones originales, se puede considerar como una combinación —en proporcio- 
nes convenientes —de varios de los modos naturales oscilando a la vez. Encontramos 
quelos modos normales de oscilación para una cuerda tenian las frecuencias wg, 24, 
30p».. El movimiento más general de una cuerda que ha sido pulsada, por lo tanto, 
está compuesta de la suma de una oscilación sinusoidal a la frecuencia fundamental 
wx Otra a la frecuencia del segundo armónico 2c,, Otra a la del tercer armónico 3wg, 
etcétera. Ahora bien, el modo fundamental se repite cada periodo T, = 271/w,. El 
segundo armónico se repite cada T, = 2% /2wọ También se repite cada T, = 2T,, 
después de dos de sus periodos. Análogamente, el tercer modo armónico se repite 
después de un tiempo T, equivalente a 3 de sus períodos. Vemos de nuevo por qué 
una cuerda pulsada repite todo su diagrama con periodicidad 7,. Produce una nota 
musical, 


Hemos estado hablando del movimiento de una cuerda. Pero el sonido, que es el 
movimiento del aire, es producido por el movimiento de la cuerda, por lo que sus 
vibraciones también deben estar compuestas de los mismos armónicos —aunque no 
estamos pensando ya en los modes normales del aire—. Igualmente, la intensidad re- 
lativa de los armónicos puede ser diferente en el aire que en la cuerda, particular- 
mente si la cuerda está “acoplada” al aire mediante una caja de resonancia. La efi- 
ciencia del acoplamiento al aire es diferente para diferentes armónicos. 


Si t) representa la presión del aire en función del tiempo para una nota musi- 
cal [como la de la figura 50-1(b)l, entonces esperamos que se pueda escribir Kt) 
como suma de un cierto número de funciones armónicas simples del tiempo —como 
cos œt— para cada una de las diversas frecuencias armónicas. Si el periodo de la vi- 
bración es T, la frecuencia angular fundamental será w = 27 /T y los armónicos 
serán 2w, 3w, etc. 

Hay una pequeña complicación. Para cada frecuencia podemos esperar que las 
fases iniciales no serán necesariamente las mismas para todas las frecuencias. Por lo 
tanto deberiamos usar funciones como cos (wtf + $). Sin embargo, es más sencillo 
usar en su lugar funciones seno y coseno para cada frecuencia. Recordemos que 


cos (wt + $) = (cos $ cos wt — sen q sen wt) (50.1) 
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y como $ es una constante, cualquier oscilación sinusoidal de frecuencia w se puede 
escribir como suma de un término con cos wt y otro término con sen wt. 


Concluimos, entonces, que cualquier función f(t) periódica con periodo T se 
puede escribir matemáticamente en la forma 


FO = 
+ a, cos wt + b,Sen wt 
+ acos 2wt + b¿Sen 2wt 
+ acos 3wt + ba sen 3wt 
+... +... (50.2) 


donde w = 2x/T y las a y b son constantes numéricas que nos dicen cuánto de 
cada oscilación componente está presente en la oscilación f(t). Hemos puesto el tér- 
mino a, de “frecuencia cero” para que nuestra fórmula sea completamente general, 
aunque corrientemente es cero para una nota musical. Representa una desviación 
del valor promedio (es decir, el nivel “cero”) de la presión de sonido. Con él nuestra 
fórmula se puede aplicar a Cualquier caso. La igualdad de la ecuación (50.2) está 
representada esquemáticamente en la figura 50-2. (Se debe escoger convenientemente 
las amplitudes a, y b, de las funciones armónicas. Están mostradas esquemática- 
mente y sin una escala particular en la figura.) La serie (50.2) se llama serie de Fou- 


rier de (1). 
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Fig. 50-2. Cualquier función periódica 
f(t) es igual a una suma de funciones armó- 
t etc. c, nicas simples. 


Hemos dicho que cualquier función periódica se puede construir de este modo. 
Deberiamos corregir eso y decir que cualquier onda de sonido, o cualquier función 
de las que ordinariamente encontramos en fisica se puede construir mediante tal 
suma. Los matemáticos pueden inventar funciones que no se pueden construir a 
partir de funciones armónicas simples —por ejemplo, una función que tiene una 
“vuelta hacia atrás”-—, ¡de modo que tiene dos valores para algunos valores de t! 
No tenemos por qué preocuparnos de esas funciones aqui. 


50-3 Timbre y consonancia 


Ahora estamos en condiciones de describir qué es lo que determina el “timbre” 
de una nota musical. Es la cantidad relativa de los diversos armónicos los valores 
de las a y b-. Una nota con el primer armónico solamente es una nota “pura”. Una 
nota 
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con muchos armónicos fuertes es una nota “rica”. Un violin produce una proporción 
de armónicos diferente de la que produce un oboe. 


Podemos “fabricar” diversas notas musicales si conectamos diversos “oscilado- 
res” a un altoparlante. (Un oscilador produce corrientemente una función armónica 
simple casi pura.) Deberíamos escoger las frecuencias de los osciladores de manera 
que sean w, 2w, 3w, etc. Ajustando entonces el control de volumen de cada osci- 
lador, podemos añadir cualquier cantidad que deseemos de cada armónico —y por 
consiguiente producir notas de diferente timbre—. Un órgano eléctrico trabaja de un 
modo parecido. Las “teclas” seleccionan la frecuencia del oscilador fundamental 
y las “clavijas” son llaves que controlan la proporción relativa de los armónicos. 
Usando estas llaves se puede hacer que el órgano suene como una flauta, un oboe 
o un violín. 


Es interesante que para producir tales notas “artificiales” necesitamos sola- 
mente un oscilador para cada frecuencia —no necesitamos osciladores separados 
para las componentes seno y coseno. El oido no es muy sensible a las fases relati- 
vas de los armónicos. Presta atención principalmente al total de las partes seno y co- 
seno de cada frecuencia. Nuestro análisis es más exacto de lo necesario para ex- 
plicar el aspecto subjetivo de la música. Sin embargo, la respuesta de un micrófono 
o de cualquier otro instrumento físico sí depende de las fases y nuestro análisis com- 
pleto se puede necesitar para tratar tales casos. 


El “timbre” de un sonido hablado también determina los sonidos de vocales que 
reconocemos en el lenguaje. La forma de la boca determina las frecuencias de los 
modos naturales de vibración del aire en la boca. Algunos de estos modos se ponen 
en vibración mediante las ondas de sonido provenientes de las cuerdas vocales. De 
manera que las amplitudes de algunos de los armónicos del sonido se aumentan res- 
pecto a otras. Cuando cambiamos la forma de nuestra boca, damos preferencia a 
armónicos de frecuencias diferentes. Estos efectos cuentan para la diferencia entre un 
sonido “e-e-e” y un sonido “a-a-a”. 


Todos sabemos que un sonido vocal particular —*“e-e-e”, digamos— aún “suena 
como” la misma vocal, ya lo digamos (o cantemos) en un tono alto o bajo. Del me- 
canismo que describimos, esperariamos que se acentuasen frecuencias particulares 
cuando colocamos nuestra boca para una “e-e-e” y que no cambiasen cuando nos- 
otros cambiamos el tono de nuestra voz. Asi, la relación de los armónicos importan- 
tes al fundamental —esto es, el “timbre”— cambia cuando nosotros cambiamos el 
tono. Aparentemente el mecanismo mediante el cual reconocemos el lenguaje no se 
basa en relaciones armónicas específicas. 


¿Qué diriamos ahora acerca del descubrimiento de Pitágoras? Comprendemos 
que dos cuerdas semejantes con longitudes en la proporción de 2 a 3 tendrán fre- 
cuencias fundamentales en la proporción de 3 a 2. Pero, ¿por qué deberian “sonar 
agradable” juntas? Quizás deberiamos buscar la explicación en las frecuencias de los 
armónicos. El segundo armónico más bajo de la cuerda más corta tendrá ¡gual fre- 
cuencia que el tercer armónico de la cuerda más larga. (Es fácil demostrar —o creer— 
que una cuerda pulsada produce con mucha intensidad los diversos armónicos más 
bajos.) 


Quizás deberiamos dar las siguientes reglas. Las notas son consonantes cuando 
tienen armónicos de la misma frecuencia. Las notas son disonantes si sus armónicos 
superiores tienen frecuencias cercanas, pero lo bastante separadas para que haya 
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pulsaciones rápidas entre las dos. Por qué las pulsaciones no suenan agradables y 
por qué los unisonos de los armónicos superiores suenan agradables es algo que no 
sabemos definir o describir. No podemos decir a partir de este conocimiento de lo 
que suena bien, lo que deberia, por ejemplo, oler bien. En otras palabras, nuestro co- 
nocimiento de ello no es algo más: general que el aserto de que cuando están al uni- 
sono suenan bien. No nos permite deducir nada más que las propiedades de la ar- 
monía en música. 


Es fácil comprobar las relaciones armónicas que hemos descrito mediante algu- 
nos experimentos sencillos con el piano. Llamemos a los tres do sucesivos por la mitad 
del teclado do,, do,, do}, y a los sol inmediatamente superiores, sol,, sol,, sol}. En- 
tonces tendremos las frecuencias relativas fundamentales como sigue: 


do,-2 sol,- 3 
do,-4 sol,- 6 
do,-8 sol,-12 


Estas relaciones armónicas se pueden demostrar en la siguiente forma: Supongan 
que presionamos do, despacio —de esa manera no suena, pero hacemos que el amor- 
tiguador se levante—. Si entonces hacemos sonar do, producirá su fundamental pro- 
pio y algunos armónicos secundarios. El segundo armónico pondrá en vibración las 
cuerdas de do,. Si soltamos do, (presionando aún do,) el amortiguador detendrá la 
vibración de las cuerdas de do, y podemos oir (suavemente) la nota do, que se va 
apagando. De un modo semejante, el tercer armónico de do, puede causar una vibra- 
ción de sol,. O el sexto de do, (haciéndose ahora mucho más debil) puede ocasionar 
una vibración del fundamental de sol,. 

Se obtiene un resultado algo diferente si presionamos sol, con cuidado y hace- 
mos sonar do,. El tercer armónico de do, corresponderá al cuarto armónico de 
sol,, por lo que solamente se excitará el cuarto armónico de sol,. Podemos oir (si 
escuchamos de cerca) el sonido de sol, ¡que está dos octavas por encima del sol, 
que hemos apretado! Es facil imaginar otras combinaciones para este juego. 


Podemos señalar de paso que la escala mayor se puede definir justamente me- 
diánte la condición de que los tres acordes mayores (fa-la-do). (do-mi-sol) y (sol-si- 
re) representen cada uno secuencias de notas con la relación de frecuencias (4: 5: 6). 
Estas relaciones -además del hecho de que una octava (do, —do,, Si, —SI,. etc.) tie- 
ne la relación 1:2— determina la escala total para el caso “ideal”, o sea para lo que 
se llama “entonación justa”. Los instrumentos de teclado como el piano no se afi- 
nan usualmente asi, pero se hace un poco de “fraude” para que las frecuencias sean 
aproximadamente correctas para todos los posibles tonos de partida posibles. Para 
esta afinación, que se llama “templado”, la octava (aún 1 : 2) se divide en 12 interva- 
los iguales para los cuales la relación de frecuencia es (2)?"”. Una quinta ya no tie- 
ne la relación de frecuencia */,, sino 2”. '? = 1 499, que aparentemente es bastante 
aproximada para la mayoria de los oidos. 


Hemos establecido una regla de consonancia en términos de la coincidencia de 
armónicos. ¿Es quizás esta coincidencia la razón de que dos notas sean consonan- 
tes? Un investigador ha sostenido que dos notas puras —notas fabricadas cuidadosa- 
mente para estar libres de armónicos— no dan las sensaciones de consonancia o di- 
sonancia cuando 
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las frecuencias relativas están colocadas en o cerca de las relaciones esperadas, 
(Tales experimentos son difíciles porque es difícil fabricar notas puras por motivos 
que más adelante veremos.) Aún no podemos estar seguros de si el oido está aparean- 
do armónicos o haciendo aritmética cuando nosotros decidimos que nos agrada un 
sonido. 


50-4 Coeficientes de Fourier 


Volvamos ahora a la idea de que cualquier nota —esto es, un sonido periádico— 
se puede representar mediante una combinación apropiada de armónicos. Querria- 
mos demostrar cómo podemos encontrar qué cantidad se requiere de cada armóni- 
co. Es fácil, naturalmente, calcular ft) usando la ecuación (50.2), si se nos da 
todos los coeficientes a y b. La cuestión es ahora: si se nos da ft), ¿cómo podemos 
conocer cuáles deberian ser los coeficientes de los diversos términos armónicos? 
(Es fácil hacer una torta siguiendo una receta; pero, ¿podémos escribir la receta si 
se nos da la torta?). 

Fourier descubrió que en realidad no era muy difícil. El término a, es fácil. Aca- 
bamos de decir que es justamente el valor promedio de f(t) en un periodo (desde 
{= 0 hasta t= T). Podemos ver que esto es realmente así. El valor medio de una 
función seno o coseno sobre un periodo es cero. Sobre dos, o tres, o cualquier nú- 
mero entero de periodos, también es: cero. Por lo que el valor medio de todos los 
términos del segundo miembro de la ecuación (50.2) es cero, excepto para a,. (Re- 
cuerden que debemos tomar w = 2 /T.) 


Ahora bien, el promedio de una suma es la suma de los promedios. Por lo que el 
promedio de ft) es solamente el promedio de a,. Pero a, es una constante, por lo 
que su promedio es justamente su valor. Recordando la definición de promedio, te- 
nemos 


1 T 
w= y7 | FO dt. (50.3) 


Los otros coeficientes son solamente un poquito más difíciles. Para encontrarlos 
podemos usar un truco descubierto por Fourier. Supongan que multiplicamos los 
dos miembros de la ecuación (50.2) por alguna función armónica -por cos 7wt di- 
gamos—. Tenemos entonces 


FO cos Twt = ay cos Twt 
+ a, cos wt : cos Twt + b,sen wt’ cos 7wt 
+ az cos 2wf : cos Twt + bo sen 2wt + cos 7wt 


+ Hiss 
+ a7 cos Twt : cos Twt + b7 Sen 7wt : cos Twt 
+... +... (50.4) 


Ahora, promediemos ambos miembros. El promedio de a, cos 7wt sobre el tiempo 
T es proporcional al promedio de un coseno sobre 7 periodos enteros. Pero esto es 
justamente cero. El promedio de casi todos los términos restantes también es cero. 
Consideremos el 
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término a,. Sabemos, en general, que 


cos A cos B = cos (A + B) + ¿cos (4 — B). (50.5) 


El término a, se convierte en 
3a ¡(cos Bwt + cos 6wf). (50.6) 


Tenemos entonces dos cosenos, uno con 8 periodos completos enT y el otro con 6. 
Ambos promedian cero, El promedio del término a, es por lo tanto cero. 

Para el término a,, encontrariamos a, cos 9w1 y a, cos 5wt, cada uno de los 
cuales también promedia cero. Para el término a, encontraríamos cos l6wt y cos 
(2wt). Pero cos (-2wf) es igual a cos 2wt, por lo que los dos tienen promedio cero. 
Resulta claro que todos los términos en a tendrán un promedio cero, excepto uno. 
Y éste es el término a}. Para él tenemos 


Jay(cos 14w1 + cos 0). (50.7) 


El coseno de cero es uno y su promedio, naturalmente, es uno. Por lo que resulta 
que el promedio de todos los términos en a de la ecuación (50.4) es igual a 1 a}. 

Los términos en b son aún más fáciles. Cuando multiplicamos por cualquier 
término en coseno tal como cos nwt, podemos demostrar siguiendo el mismo mé- 
todo, que todos los términos en b tienen el valor promedio de cero. 

Vemos que el “truco” de Fourier ha actuado como una criba. Cuando multi- 
plicamos por cos 7uwf y promediamos, todos los términos desaparecen excepto a; 
y encontramos que 


promedio de (t) -cos Twt) = a,/2. (50.8) 
o sea 


T 
HE : f HO cos Totdi, (50.9) 


Dejaremos que el lector demuestre que el coeficiente b, se puede obtener multi- 
plicando la ecuación (50.2) por sen 7wt y promediando ambos miembros. El resul- 
tado es 


E 
by = Ñ f f) sen Tost de. (50.10) 


Ahora bien, lo que es verdad para 7 esperamos que sea verdad para cualquier 
entero. Por ello, podemos resumir nuestra demostración y nuestro resultado en la si- 
guiente forma matemática más elegante. Si m y n son enteros distintos de cero, y si 
w = 27 /T, entonces 


T 
I. J sen nwt cos mwt dt = 0 (50.11) 
0 


0 ifínxm. (50.12) 
T,2 ifn = m. 
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il 


r 
II. J cos nwt cos mul dt 
0 


T 
III. J sen nwt sen mwt di 
0 


IV. KO = ao + Y, a,cosnot +), bn sen nat. (50.13) 


n=l n=l 
E | 
V. m=i / OA (50.14) 

0 
T 

an = a AÒ * cos nowt dt. (50.15) 
0 
T 

b= | AO) sen nost dt. (50.16) 


En capitulos anteriores fue conveniente usar notación exponencial para repre- 
sentar un movimiento armónico simple. En lugar de cos wt usamos Re et“, la parte 
real de la función exponencial. Hemos usado funciones seno y coseno en este capi- 
tulo porque hace un poco más claras quizás las derivaciones. Sin embargo, nuestro 
resultado final de la ecuación (50.13) se puede escribir en la forma compacta 


f0) = Re y ape”, (50.17) 


n=0 


donde á, es el número complejo a, ib, (con bọ = 0). Si deseamos usar la misma 
notación en todo el proceso, podemos escribir también 


T 
an = z / foc "td (na> 0. (50.18) 
TJo 


Ahora sabemos cómo “analizar” una onda periódica en sus componentes armó- 
nicas. El procedimiento se llama análisis de Fourier y los términos por separado se 
llaman componentes de Fourier. No hemos demostrado, sin embargo, que una vez 
que hemos encontrado y sumado todas las componentes de Fourier, obtenemos nue- 
vamente nuestra f(t). Los matemáticos han demostrado, para una amplia gama de 
funciones y en realidad para todas aquellas que son de interés para los fisicos, que si 
podemos hacer las integrales obtenemos de nuevo ft). Hay una pequeña excepción. 
Si la función ft) es discontinua, esto es, si salta de repente de un valor a otro, la 
suma de Fourier dará un valor en el punto de ruptura a medio camino entre el valor 
superior e inferior de la discontinuidad. Asi, si tenemos la extraña función t) = O, 
O<t< t y O= l para t <1<T, la suma de Fourier dará el valor correcto en 
todos los puntos excepto en tọ, donde tendrá el valor 4 en lugar de 1. No es bastan- 
te físico, de todas formas, insistir en que una función debe ser cero hasta to y 1 
exactamente en tọ. Por lo que quizás deberiamos dar la “regla” para los fisicos de 
que cualquier función discontinua (que solamente puede ser una simplificación de 
una función fisica real) se deberia definir con el valor del punto medio de cada dis- 
continuidad. Entonces, cualquier función parecida —con cualquier número finito de 
tales saltos— asi como todas las otras funciones fisicamente interesantes, están dadas 
correctamente por la suma de Fourier. 


Como ejercicio, sugerimos que el lector determine la serie de Fourier de la fun- 
ción -mostrada en la figura 50-3. Como la función no se puede escribir en una 
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forma algebraica explicita, no podrán hacer las integrales desde cero hasta £ en la 
forma corriente. Sin embargo, las integrales son fáciles si las separamos en dos par- 
tes: la integral desde cero hasta 7/2 (donde f(t)= 1) y la integral desde T/2 
hasta T (donde ft) = — 1). El resultado debe ser 


Ao = Ê (señor + sen 3wt + ksen Swt + +), (50.19) 


3 


con w = 2/7. Encontramos asi que nuestra onda cuadrada (con la fase particular 
escogida) tiene solamente armónicos impares y sus amplitudes están en proporción 
inversa a sus frecuencias. 


Fig. 50-3. Función onda cuadrada 
flt) = +1 paraO < t < t/2, 
fit) = —1 para T/2 <t<T. 


Comprobemos que la ecuación (50.19) nos da verdaderamente ft) de nuevo 
para algún valor de £. Escojamos t = T/4, o sea wt x 7/2. Tenemos 


4 T l 3r 1 Sr 
ERS e .20 
ÑO => (se z tasen sen + ) (50.20) 
4 l l | 
= z de E .21 
i(i 3 +53 + ) (50.21) 


La serie* tiene el valor 7/4 y encontramos que ft) = 1. 


50-5 Teorema de la energía 


La energia de una onda es proporcional al cuadrado de su amplitud. Para una 
onda de forma compleja, la: energia en un periodo será proporcional a n fi (dt. 
También podemos relacionar esta energia con los coeficientes de Fourier. Escribimos 


n=l n=] 


T T “o “o 2 
f, PO dt = f, fe + D an COS nwt + D bn sen na dt. (50.22) 


* La serie se puede evaluar del siguiente modo. Primero observamos que Sila /( l + x2)litanx. 
En segundo lugar, desarrollamos el integrando en serie: 1/(1 + xP) = 1 -xX + x4-x +... Integramos 
la serie término a término (desde cero a x) para obtener tan! x = 1-x%/, + x/,-x*/, + ... Hacien- 
do x = 1, tenemos el resultado establecido, puesto que tan”! 1= 7/4. 
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Cuando desarrollamos el cuadrado del corchete obtendremos todos los dobles pro- 
ductos posibles, tales como a, cos 5wtf b, cos 7wf. Hemos demostrado antes, sin 
embargo |Ecs. (50.11) y (50.12)], que las integrales de todos esos términos sobre un 
periodo son cero. Hemos dejado solamente los términos cuadráticos como ajcos?*5wt. 
La integral de cualquier coseno o seno al cuadrado sobre un periodo es igual a 7/2, 
por lo que obtenemos 


T 
f J) di = Ta? +5 (a? + a? + -o +H O) 
= Ta +3 Y) (a? + b). (50.23) 


næ l 


Esta ecuación se llama “teorema de la energia” y dice que la energia total de una 
onda es justamente la suma de las energias de todas las componentes de Fourier. 
Por ejemplo, aplicando este teorema a la serie (50.19) y puesto que [f(1)1? = 1 obte- 


nemos 
fat aerea) 
72 (r 32 52" 72 ? 


de donde aprendemos que la suma de los cuadrados de los inversos de los números 
enteros impares es 7%?/8. De un modo semejante, obteniendo primero la serie de 
Fourier para la función y usando el teorema de la energia podemos probar que 
1 + 1/24 + 1/31 +... es 71*/90, resultado que necesitábamos en el capitulo 45. 


50-6 Respuestas no lineales 


Finalmente, hay un fenómeno importante en la teoria de los armónicos que se 
debe señalar a causa de su importancia práctica —el de los efectos no lineales—. En 
todos los sistemas que hemos estado considerando hasta ahora, hemos supuesto que 
todo era lineal, que las respuestas a las fuerzas, digamos los desplazamientos o las 
aceleraciones, eran siempre proporcionales a las fuerzas. O que las corrientes en los 
circuitos eran proporcionales a los voltajes, etc. Queremos considerar ahora casos 
donde no hay una estricta proporcionalidad. Consideramos, por el momento, algún 
dispositivo en el que la respuesta, que llamaremos X;a al tiempo t£, está determinada 
por la entrada Xem al tiempo t. Por ejemplo, Xem podria ser la fuerza y x;, podria ser el 
desplazamiento. O Xen podria ser la corriente y x;,, el voltaje. Si el dispositivo es lineal, 
tendriamos 


Xsar(1) = KXenlt) 


donde K es una constante independiente de ! y de Xen- Supongan, sin embargo, que 
el dispositivo es casi, pero no exactamente, lineal, de modo que podamos escribir 


Xalt) = Klx) + EX? mOl, 


donde « es pequeño frente a la unidad. Las gráficas de la figura 50-4 muestran res- 
puestas lineales y no lineales. 
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X Sal. 


*Sal 


No lineal 
*Ent. 
<= Lineal 
tol Lineal t) No lineal 
"sa. Ent. tsal A 
Fig. 50-4. Respuestas lineal y no Fig. 50-5. Respuesta de un disposi- 
lineal. tivo no lineal a la entrada cos wt. Para 


comparar se muestra una respuesta lineal. 


Las respuestas no lineales tienen muchas consecuencias prácticas importantes. 
Ahora discutiremos algunas de ellas. En primer lugar, consideramos lo que sucede 
si aplicamos una nota pura a la entrada. Hacemos Xen = COS wt. Si representamos 
Xa en función del tiempo, obtenemos la curva continua que muestra la figura 50-5. 
La curva de trazos da, por comparación, la respuesta de un sistema lineal. Vemos 
que la salida ya no es una función coseno. Es más aguda arriba y más llana abajo. 
Decimos que la salida está distorsionada. Sabemos, sin embargo, que fal onda ya no 
es más una nota pura, que tendrá armónicos. Podemos encontrar cuáles son los 
armónicos. Usando x,,, = cos «wt con la ecuación (50.25), tenemos 


Xsa = K(cos wt + € cos? wt). (50.26) 


De la igualdad cos? 9 = 4 (1 — cos 20), tenemos 


Xsa = K (cos wt + 5 — 5 cos 2001) . (50.27) 


La salida no solo tiene una componente a la frecuencia fundamental, que estaba pre- 
sente a la entrada, sino que también tiene algo de su segundo armónico. También ha 
aparecido a la salida un término constante K(e /2) que corresponde al corrimiento 
del valor medio, mostrado en la figura 50-5. El proceso de producir un corrimiento 
del valor promedio se llama rectificación. 


Una respuesta no lineal rectificará y producirá armónicos de las frecuencias de 
su señal de entrada. Aunque la falta de linealidad que supusimos produjera sola- 
mente segundos armónicos, la falta de linealidad de orden más alto —aquéllas que 
tienen términos como Xem y X'en' por ejemplo— producirán armónicos más altos 
que el segundo. 

Otro efecto que resulta de una respuesta no lineal es la modulación. Si nuestra 
función de entrada contiene dos (o más) notas puras, la salida tendrá no solamente 
sus armónicos, sino también otras componentes de frecuencia. Hagamos Xen = A cos 
w,t + B cos «,t, donde ahora w, yœ, no se pretende que estén en relación ar- 
mónica. Además del término lineal (que es K por la señal) tendremos 
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una componente a la salida dada por 
Xsa = Ke(A cos wit + B cos wof)? (50.28) 
= Ke(A? cos? wit + B? cos? wzt + 2AB cos wt cos waf). (50.29) 


Los dos primeros términos dentro del paréntesis en la ecuación (50.29) son justa- 
mente los que dieron los términos constantes y los segundos armónicos que encon- 
tramos antes. El último término es nuevo. 


Podemos considerar este nuevo “término cruzado” AB cos «w,t cos œw,t de dos 
modos. En primer lugar, si las dos frecuencias son muy diferentes (por ejemplo, 
siw, es mucho mayor que w,) podemos considerar que el término cruzado represen- 
ta una oscilación cosenoidal de amplitud variable. Esto es, podemos considerar los 
factores en esta forma: 


AB cos wt cos wal = C(t) cos wit, (50.30) 
con 


C(t) = AB cos wal. (50.31) 


Decimos que la amplitud de cos w, está modulada con la frecuencia w, 
Alternativamente, podemos escribir el término cruzado en otra forma: 


AB cos wt COS wel = £ [cos (wı + wa)! + cos (wı — wa). (50.32) 


Ahora diriamos que se han producido dos nuevas componentes, una a la frecuencia 
suma (w, + œ), otra a la frecuencia diferencia (w, — w,). 


Tenemos dos modos diferentes, pero equivalentes, de considerar el mismo re- 
sultado. En el caso especial en que w, > w, podemos relacionar estos dos puntos 
de vista diferentes señalando que como (w, + w) y (w, —w,) son próximas espe- 
rariamos observar pulsaciones entre ellas. Pero estas pulsaciones tienen solamente 
el efecto de modular la amplitud de la frecuencia promedio œw, en la mitad de la 
frecuencia diferencia 2 «»,. Vemos entonces por qué las dos descripciones son equi- 
valentes. 


En resumen, hemos encontrado que una respuesta no lineal produce varios efec- 
tos: rectificación, generación de armónicos y modulación o generación de compo- 
nentes con las frecuencias suma y diferencia. 


Deberiamos notar que todos estos efectos (Ec. 50.29) son proporcionales no 
solamente al coeficiente de falta de linealidad e, sino también al producto de dos 
amplitudes —bien 4?, bien B?, bien 4B—. Es de esperar que estos efectos sean mucho 
más importantes para las señales fuertes que para las débiles. 


Los efectos que hemos estado describiendo tienen muchas aplicaciones prácti- 
cas. En primer lugar, respecto al sonido, se cree que el oido no es lineal. Se cree que 
esto explica el hecho de que con los sonidos fuertes tenemos la sensación de que 
oímos armónicos y también frecuencias suma y diferencia aunque las ondas sonoras 
contengan solamente notas puras. 


Los componentes que se usan en equipos de reproducción de sonido —ampli- 


ficadores, altoparlantes, etc.— siempre tienen algo de falta de linealidad. Producen 
distorsiones en 
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el sonido —generan armónicos, etc.— que no estaban presentes en el sonido original. 
El oido oye estas nuevas componentes, que son aparentemente objetables. Es por 
esta razón que los equipos “Hi-Fi” están diseñados para que sean lo más lineales 
posible. (Por qué la falta de linealidad del oído no es objetable del mismo modo, 
o cómo sabemos que la falta de linealidad está en el altoparlante y no en el oido, 
¡no está claro!) 


Las faltas de linealidad son muy necesarias y, en la realidad, se hacen inten- 
cionalmente grandes en ciertas partes de los equipos radiotransmisores o receptores. 
En un transmisor AM la señal “voz” (con frecuencia de algunos kilociclos por se- 
gundo) se combina con la señal “portadora” (con una frecuencia de algunos mega- 
ciclos por segundo) en un circuito no lineal llamado modulador, para producir la 
oscilación modulada que se transmite. En el receptor, las componentes de la señal 
recibida alimentan un circuito no lineal que combina las frecuencias suma y dife- 
rencia de la portadora modulada para generar de nuevo la señal voz. 


Cuando discutimos la transmisión de la luz, supusimos que las oscilaciones in- 
ducidas de cargas eran proporcionales al campo eléctrico de la luz —que la respuesta 
era lineal. Esto es en verdad una aproximación muy buena. Ha sido solamente en 
los últimos años que se ha diseñado fuentes de luz (láseres) que producen una in- 
tensidad de luz lo bastante fuerte como para que se pueda observar los efectos no 
lineales. Ahora es posible generar armónicos de las frecuencias de la luz. Cuando 
una luz roja intensa atraviesa un trozo de vidrio, ¡sale un poquito de luz azul —se- 
gundo armónico! 
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51 


Ondas 


51-1 Ondas de proa 51-3 Ondas en sólidos 
51-2 Ondas de choque 51-4 Ondas superficiales 


51-1 Ondas de proa 


Aunque hemos terminado nuestro análisis cuantitativo de las ondas, este capi- 
tulo adicional sobre el tema está destinado a dar cierta visión cualitativa de diversos 
fenómenos asociados con las ondas, los cuales son demasiado complicados como 
para analizarlos en detalle aqui. Como hemos estado tratando ondas durante varios 
capitulos, un nombre más apropiado del tema seria “algunos de los fenómenos más 
complejos asociados con las ondas”. 


Fig. 51-1. El frente de onda de choque 
yace sobre un cono con vértice en la fuente y 
semiabertura O = arc sen cy /v. * 


El primer tópico a discutir se refiere a los efectos producidos por una fuente de 
ondas que se mueve a una velocidad mayor que la de la onda, o velocidad de fase. 
Consideremos primero ondas que tienen una velocidad definida, tal como el sonido 
y la luz. Si tenemos una fuente de sonido moviéndose a una velocidad mayor que la 
del sonido, ocurre algo asi: supongan que en cierto momento se genera una onda 
sonora en la fuente en el punto x, de la figura 51-1; entonces, en el instante 
siguiente, a medida que la fuente se traslada hasta x, la onda proveniente de x, se 
expande hasta un radio r, menor que la distancia recorrida por la fuente; y por su- 
puesto, Otra onda sale de x, Cuando la fuente de sonido se ha movido aún más, 
hasta x,, y una onda está saliendo alli, la onda proveniente de x, se ha expandido 
ahora hasta r, y la proveniente de x, hasta r}. 


Naturalmente, la cosa ocurre continuamente, no a saltos, y en consecuencia tenemos 
una serie de ondas circulares con una recta tangente común que pasa por el centro 
de la fuente. Vemos que en vez de una fuente que genera ondas esféricas, como ocu- 
rriria si estuviese quieta, genera un frente de onda que forma un cono en tres dimen- 
siones, O un par de rectas en dos dimensiones. El ángulo del cono es muy fácil de 
hallar. Durante un intervalo dado de tiempo la fuente se mueve cierta distancia, 
digamos que x —x,, proporcional a y, velocidad de la fuente. Mientras tanto, el fren- 
te de onda se ha movido una distancia r, proporcional a c,, velocidad de la onda. En 
consecuencia es evidente que el semiángulo de abertura tiene un seno igual al cocien- 
te entre la velocidad de las ondas y la velocidad de la fuente, y este seno tiene solu- 
ción solamente si c, es menor que v, o sea que la velocidad del objeto es mayor que 
la de la onda: 


sen O = a (51.1) 


Entre paréntesis, aunque hemos supuesto implicitamente que es necesario tener 
una fuente de sonido, resulta, y esto es muy interesante, que una vez que el objeto 
se mueva más rápidamente que el sonido, producirá sonido. Esto es, no es necesario 
que tenga un carácter vibracional con cierto tono. Cualquier objeto que se mueva en 
un medio con una velocidad mayor que la velocidad a la cual el medio transporta 
ondas, generará ondas a cada lado, automáticamente, simplemente por el movimien- 
to mismo. Esto es sencillo en el caso del sonido, pero también ocurre en el caso de 
la luz. A primera vista se podría pensar que nada se puede mover más rápido que la 
luz. Sin embargo, la luz tiene en el vidrio una velocidad de fase menor que la velo- 
cidad de la luz en el vacio y es posible disparar una particula cargada de energia 
muy alta a través de un bloque de vidrio de modo que la velocidad de la particula 
sea cercana a la velocidad de la luz en el vacio, mientras que la velocidad de la luz 
en el vidrio puede ser sólo 3 de la velocidad de la luz en el vacio. Una particula 
que se mueve más rápido que la luz en el medio producirá una onda cónica de luz 
con vértice en la fuente, como la onda de la estela de un bote (que en realidad pro- 
viene del mismo efecto). Midiendo el ángulo del cono, podemos determinar la veloci- 
dad de la particula y es uno de los métodos 
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un gas por un proyectil que se mueve más 
rápido que el sonido. 


para determinar su energía en la investigación de alta energía. Todo lo que se nece- 
sita medir es la dirección de la luz. 


Esta luz se llama a veces radiación de Cerenkov porque Cerenkov fue el primero 
en observarla. Franck y Tamm analizaron teóricamente cuál debería ser la intensi- 
dad de esta luz. El Premio Nobel de Fisica 1958 fue otorgado conjuntamente a los 
tres por este trabajo. 


La situación correspondiente en el caso del sonido está ilustrada en la figura 
51-2, que es una fotografía de un objeto moviéndose a través de un gas con una 
velocidad mayor que la velocidad del sonido. Las variaciones de presión producen 
una variación del índice de refracción y con un sistema óptico apropiado es posible 
hacer visibles los bordes de las ondas. Vemos que el objeto que se mueve más 
rápido.que el sonido produce, verdaderamente, una onda cónica. Pero una observa- 
ción más atenta revela que en realidad la superficie es curva. Es recta asintóticamen- 
te, pero es curva cerca del vértice, y tenemos ahora que discutir cómo puede ser 
esto, lo cual nos lleva al segundo tópico de este capítulo. 


Presión 


Distancia 
Fig. 51-3. “Instantáneas” del frente de onda en instantes sucesivos de tiempo. 


51-2 Ondas de choque 


A menudo, la velocidad de las ondas depende de la amplitud; en el caso del so- 
nido la velocidad depende de la amplitud en la siguiente forma. Un objeto que se 
mueve en el aire, tiene que apartar a éste de su camino, por lo que la perturbación 
producida en este caso es una especie de escalón de presión, siendo la presión más 
alta detrás del frente de onda que en la región no perturbada que aún no ha alcan- 
zado la onda (que se mueve a velocidad normal, digamos). Pero el aire dejado atrás 
después que pasa el frente de onda, se ha comprimido adiabáticamente y en conse- 
cuencia la temperatura aumenta. Ahora bien, la velocidad del sonido aumenta con la 
temperatura, por lo que en la región que está detrás del salto, la velocidad es mayor 
que en el aire que está al frente. Esto implica que cualquier otra perturbación que 
se haga detrás de este escalón, digamos que empujando continuamente el cuerpo, o 
cualquier otra perturbación, se moverá más rápido que el frente, aumentando la velo- 
cidad con el aumento de presión. La figura 51-3 ilustra la situación, con algunas 
pequeñas protuberancias de presión agregadas al perfil de presión para ayudar a vi- 
sualizar. Vemos que las regiones de mayor presión en la parte posterior sobrepasan 
el frente con el transcurrir del tiempo, hasta que finalmente la onda de compresión 
desarrolla un frente bien definido. Si la intensidad es muy alta, “finalmente” 
significa repentinamente; si es más bien débil, tarda mucho tiempo; tanto que, puede 
ocurrir que el sonido se difunda y se extinga antes de que tenga tiempo de desarro- 
llar este frente. 


Los sonidos que hacemos al hablar son extremadamente débiles respecto a la 
presión atmosférica —sólo 1 en un millón más o menos—. Pero para variaciones de 
presión del orden de una atmósfera, la velocidad de la onda aumenta en alrededor 
de 20 por 100 y el frente de onda 
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se hace bien definido con una rapidez correspondientemente alta. Es de presumir 
que nada ocurre en la naturaleza infinitamente rápido, y lo que llamamos frente 
“bien definido” tiene, en realidad, un pequeñísimo espesor; no es infinitamente abrup- 
to. Las distancias sobre las cuales varia son del orden de un camino libre medio, 
para las cuales la teoría de la ecuación de onda comienza a fallar porque no hemos 
considerado la estructura del gas. 

Ahora bien, refiriéndonos de nuevo a la figura 51-2, vemos que se puede com- 
prender la curvatura si nos damos cuenta que cerca del vértice las presiones son 
mayores de lo que son más atrás, por lo que el ángulo 0 es mayor. Esto es, la curva 
es el resultado del hecho de que la velocidad depende de la intensidad de la onda. 
Por consiguiente la onda producida por la explosión de una bomba atómica viaja por 
un corto tiempo a una velocidad mucho más alta que la del sonido, hasta que está tan 
alejada que es debilitada por la difusión, a tal punto, que el pico de presión es 
pequeño comparado con la presión atmosférica. La velocidad de la perturbación se 
aproxima a la velocidad del sonido en el gas donde se propaga. (Entre paréntesis, 
siempre resulta que la velocidad de la onda de choque es más alta que la velocidad 
del sonido:en el gas que esta delante, pero es más baja que la velocidad del sonido 
en el gas que está atrás. Es decir, los impulsos provenientes de atrás llegarán al 
frente, pero éste avanza hacia el medio en el cual se mueve con velocidad mayor que 
la velocidad normal de las señales. Asi, pues, no se puede saber acústicamente que la 
onda está viniendo hasta que es demasiado tarde. La luz proveniente de la bomba 
llega primero, pero no se puede saber que viene la onda de choque hasta que llega, 
porque no hay señal sonora que la preceda.) 


Figura 51-4 


Este fenómeno, este apilamiento de ondas, es muy interesante, y el punto funda- 
mental del cual depende es que, después que hay una onda, la velocidad de la onda 
resultante debe ser mayor. El siguiente es otro ejemplo del mismo fenómeno. Con- 
sideren agua corriendo por un largo canal de ancho y profundidad finitos. Si a lo 
largo del canal se mueve un pistón, o una pared a lo ancho del canal, suficiente- 
mente rápido, el agua se amontona, tal como la tierra frente a una topadora nivela- 
dora. Supongan ahora que la situación es como muestra la figura 51-4, con un 
escalón repentino en la altura del agua en algún punto del canal. Se puede demostrar 
que las ondas largas en un canal viajan más rápido en aguas profundas que en 
aguas superficiales. En consecuencia. cualquier nueva perturbación o irregularidad 
en la energia suministrada 
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por el pistón se adelanta y se amontona al frente. De nuevo, lo que tenemos final- 
mente es simplemente agua con un frente bien delineado, teóricamente. Sin embargo, 
como muestra la figura 51-4, hay complicaciones. Se ha fotografiado una onda que 
recorre un canal; el pistón está en el extremo derecho del canal. Al principio puede 
que haya aparecido como una onda que se porta bien, como seria de esperar, pero 
más adelante en el canal se ha vuelto más y más puntiaguda hasta que ocurrió lo 
que se ha fotografiado. La superficie se revuelve terriblemente a medida que caen 
porciones de agua, pero esencialmente es una elevación bien neta sin ninguna per- 
turbación del agua que está adelante. 

En realidad, el agua es mucho más complicada que el sonido. Sin embargo, sólo 
para dar un ejemplo de esto, trataremos de analizar la velocidad de esta gran ola en 
un canal. Este punto no tiene ninguna importancia básica para nuestros fines —no 
es una gran generalización es solamente para dar un ejemplo de que las leyes de la 
mecánica que ya conocemos son capaces de explicar el fenómeno. 


Fig. 51-5. Dos secciones transversales de 
una gran ola en un canal, siendo (b) un inter- 


X X2 X3 X4 valo At posterior a (a). 


dmaginen por un momento que el agua tiene más o menos el aspecto de la figura 
51-5(a), que el agua a la altura más alta A, se mueve con velocidad v y que el frente 
se mueve con velocidad u hacia el agua no perturbada que está a la altura A,. Que- 
rriamos determinar la velocidad a la que se mueve el frente. En un tiempo Af, un 
plano vertical inicialmente en x, se mueve a una distancia vAf hasta x, mientras el 
frente de la onda se ha movido u Af. 


Apliquemos ahora las ecuaciones de conservación de la materia y del momen- 
tum. En primer lugar la primera: vemos que por unidad de ancho del canal la can- 
tidad h,v Af de materia que ha pasado por x, (que se muestra rayada) es compensa- 
da por la otra región rayada de magnitud (h, — h,) u At. Luego, dividiendo por 
At, vh, = u(h,—h,). Esto no nos basta, porque aunque tenemos A, y h,, no conoce- 
mos ni u ni r: estamos tratando de obtener las dos. 


Ahora el paso siguiente es emplear la conservación del momentum. No hemos 
discutido los problemas de la presión del agua, ni nada de hidrodinámica. pero de 
todos modos está claro que la presión del agua a una profundidad dada es precisa- 
mente la suficiente como para sostener la columna de agua que está por encima. En 
consecuencia, la presión del agua es igual a p, densidad del agua, 
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multiplicada por g, multiplicada por la profundidad desde la superficie. Como la pre- 
sión aumenta linealmente con la profundidad, la presión media sobre el plano que. 
está en x,, digamos, es j pgh,, que es también la fuerza media por unidad de ancho 
y por unidad de altura, que empuja el plano hacia x,. Por lo tanto multiplicamos 
por otra h, para obtener la fuerza total que se ejerce sobre el agua que empuja des- 
de la izquierda. Por otro lado, está también la presión en el agua de la derecha que 
ejerce una fuerza opuesta sobre la región en cuestión, que por el mismo tipo de aná- 
lisis es 4 pgh?,. Ahora debemos equilibrar las fuerzas con la rapidez de variación 
del momentum. Asi, pues, tenemos que calcular cuánto momentum en exceso hay en 
la situación (b) de la figura 51-5 respecto al que habia en (a). Vemos que la masa 
adicional que ha adquirido la velocidad v es simplemente pk,uAt—ph,vAt (por uni- 
dad de ancho); multiplicando esta masa por v se obtiene el momentum adicional a 
igualar con el impulso FA t: 


(phzu At — phav Atw = (hogh? — bogh) Al. 


Si eliminamos v de esta ecuación sustituyendo vh, = u(h,—h,) que ya hemos encontra- 
do, y simplificamos, obtenemos finalmente que u? = gh (h, + h,)/2h;. 


Si la diferencia de alturas es muy pequeña, de modo que h, y h, son casi iguales, 
esto nos dice que la velocidad = yg. Como veremos más adelante, esto es verdad 
únicamente si la longitud de onda de la onda es mayor que la profundidad del canal. 

También podriamos haber hecho lo mismo para las ondas sonoras —incluyendo 
la conservación de la energía interna, no la conservación de la entropia porque la 
onda de choque es irreversible—. Verdaderamente, al fijarse si se conserva la energia 
en el problema de la gran ola, se encuentra que la energia no se conserva. Si la dife- 
rencia de alturas es pequeña, se conserva casi perfectamente, pero tan pronto como 
la diferencia de alturas se hace muy apreciable, hay una pérdida neta de energia. 
Esto se manifiesta como caida de agua con el consiguiente revoltijo mostrado en la 
figura 51-4. 


En las ondas de choque hay una correspondiente pérdida aparente de energía, 
desde el punto de vista de las reacciones adiabáticas. La energía de la onda sonora, 
detrás de la onda de choque, se transforma en calentamiento del gas después que 
pasa la onda de choque, lo cual corresponde al revoltijo del agua en la ola. Al 
calcular esto resulta para el caso del sonido que son necesarias tres ecuaciones 
para la solución, y la temperatura detrás de la onda de choque no es igual a la 
temperatura al frente, como hemos visto. 

Si tratamos de hacer una ola invertida (k, < h,), encontramos que la pérdida de 
energia por segundo es negativa. Como no hay energia disponible de ninguna parte, 
esa ola no se puede mantener; es inestable. Si formáramos una onda de ese tipo, se 
achataria porque la dependencia de la velocidad con la altura que daba lugar al 
frente bien delineado en el caso discutido, tendría ahora el efecto opuesto. 


51-3 Ondas en sólidos 


La siguiente clase de ondas a estudiar es la de las ondas más complicadas en 
sólidos. Ya hemos tratado ondas en gases y en liquidos y hay una analogia directa 
con una onda sonora en un sólido. Si se aplica a un sólido un golpe repentino, se 
comprime. Resiste la compresión y se establece una onda análoga al sonido. Sin em- . 
bargo, hay otro tipo de onda posible en un sólido, y que no es posible 
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en un flúido. Si se deforma un sólido tirando de él lateralmente (deformación de 
corte) trata de volver a su forma original. Esto es por definición lo que distingue 
un sólido de un líquido: si deformamos un líquido (internamente), lo mantenemos 
un minuto para que se calme y luego lo soltamos, se queda así, pero si tomamos un 
sólido y lo deformamos, tal como deformar lateralmente un pedazo de gelatina, y 
luego lo soltamos, vuelve a como estaba iniciando una onda de corte que viaja de 
la misma manera que las compresiones. En todos los casos la velocidad de la onda 
de corte es menor que la de las ondas longitudinales. Las ondas de corte son pa- 
recidas, en lo que respecta a sus polarizaciones, a las ondas luminosas. El sonido 
no tiene polarización, es simplemente como una onda de presión. La luz tiene una 
orientación caracteristica perpendicular a su dirección de propagación. 


En un sólido, las ondas son de ambos tipos. Primero, hay una onda de compre- 
sión análoga al sonido, que corre a una velocidad. Si el sólido no es cristalino se 
propagará una onda de corte polarizada en cualquier dirección a una velocidad ca- 
racteristica. (Por supuesto que todos los sólidos son cristalinos, pero si usamos 
un bloque hecho de microcristales en todas las orientaciones posibles, las anisotro- 
pías cristalinas se promedian y desaparecen.) 

Otra pregunta interesante referente a las ondas sonoras es la siguiente: ¿qué 
ocurre si la longitud de onda en el sólido se acorta más, y más, y más? ¿Hasta 
dónde se puede acortar? Es interesante que no se puede hacer más corta que el es- 
paciamiento entre los átomos, porque si se supone que hay una onda en la que un 
punto va para arriba y el siguiente para abajo, etc., la longitud de onda más corta 
posible es evidentemente el espaciamiento atómico. En términos de modos de os- 
cilación decimos que hay modos longitudinales y modos transversales, modos de 
ondas largas, modos de ondas cortas. Cuando consideramos longitudes de onda 
comparables al espaciamiento entre átomos, las velocidades ya no son constantes: 
hay un efecto dispersivo en el que la velocidad no es independiente del número de 
onda. Pero en última instancia, el modo de vibración más alto de ondas transversa- 
les seria aquel en que cada átomo está haciendo lo contrario de los átomos vecinos. 


Ahora bien, desde el punto de vista de los átomos, la situación es como los dos 
péndulos de que estuvimos hablando, para los cuales hay dos modos: uno en el que 
ambos van juntos y otro en el que van en sentidos opuestos. Es posible analizar las 
ondas en sólidos de otra manera, en términos de un sistema de osciladores armoni- 
cos acoplados, como una cantidad enorme de péndulos, siendo el modo más alto 
tal que oscilan en forma opuesta y habiendo modos más bajos con diferentes rela- 
ciones de sincronización. 

Las longitudes de onda más cortas lo son tanto que de ordinario no son técnica- 
mente accesibles. Sin embargo, son de gran interés, porque en la teoria termodi- 
námica de un sólido, las propiedades térmicas de un sólido, por ejemplo los calores 
específicos, se pueden analizar en función de las propiedades de las ondas sonoras 
cortas. Yendo al extremo de ondas sonoras de longitud de onda siempre más corta, 
se llega necesariamente a los movimientos individuales de los átomos; en última ins- 
tancia las dos cosas son lo mismo. 

Un ejemplo muy interesante de ondas sonoras en un sólido, tanto longitudinales 
como transversales, es el de las ondas que hay en la tierra sólida. No sabemos quién 
hace los ruidos, pero de tiempo en tiempo, dentro de la tierra hay terremotos —algu- 
na roca se desliza sobre alguna otra—. Esto es como un pequeño ruido. Asi, de esa 
fuente parten ondas como las sonoras de longitud de onda mucho más larga de lo 
que comúnmente se considera en Ondas sonoras, pero aún son ondas sonoras y se 
propagan 


/ 

por la tierra. Sin embargo, la tierra no es homogénea y las propiedades de presión, 
densidad, compresibilidad, etc., varian con la profundidad y en consecuencia la ve- 
locidad varía con la profundidad. Entonces las ondas no viajan en linea recta —hay 
una especie de indice de refracción y siguen lineas curvas—. Las ondas longitudina- 
les y las transversales tienen velocidad distinta, por lo que hay soluciones diferentes 
para las diferentes velocidades. En consecuencia, si colocamos un sismógrafo en al- 
gún sitio y observamos cómo se sacude después de que ha habido un terremoto en 
alguna parte, no obtenemos simplemente una agitación irregular. Podriamos obtener 
una agitación, luego un aquietamiento, y luego otra agitación —lo que ocurre depen- 
de de la ubicación—. Si estuviéramos lo bastante cerca, primero recibiriamos ondas 
longitudinales provenientes de la perturbación, y luego, unos instantes más tarde, 
ondas transversales ya que viajan más lentamente. Midiendo la diferencia de tiempo 
entre las dos, podemos decir a qué distancia está el terremoto si conocemos lo su- 
ficiente acerca de las velocidades y de la composición de las regiones internas afec- 
tadas. 
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La figura 51-6 muestra un ejemplo del diagrama de comportamiento de ondas 
terrestres. Las dos clases de ondas están representadas por simbolos distintos. Si 
hubiera un terromoto en el lugar marcado “fuente”, las ondas transversales y las 
longitudes llegarían en tiempos diferentes a la estación por las rutas más directas, y 
también habria reflexiones en las discontinuidades, dando lugar a otros recorridos y 
tiempos. Resulta que la tierra tiene un núcleo que no transporta ondas transversales. 
Si la estación está opuesta a la fuente, las ondas transversales siguen llegando, pero 
el tiempo no es el que corresponde. Lo que ocurre es que la onda transversal llega 
al núcleo y siempre que las ondas transversales llegan a ura superficie oblicua entre 
dos materiales, se generan dos nuevas ondas, una transversal y una longitudinal. 
Pero una onda tranversal no se propaga dentro del núcleo terrestre (o por lo menos 
no hay evidencia de ello; sólo la hay de ondas longitudinales); sale de nuevo en am- 
bas formas y llega a la estación. 


Es a partir del comportamiento de estas ondas de terremotos-que se ha determi- 
nado que las ondas transversales no se pueden propagar dentro del circulo interior. 
Esto significa que el centro de la tierra es liquido en el sentido de que en él no se 
pueden propagar ondas transversales. La única manera de saber lo que hay dentro 
de la tierra es estudiando los terremotos. Asi, pues, usando una gran cantidad de 
observaciones de muchos terremctos en diferentes 
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estaciones ha sido posible obtener los detalles —se conoce la velocidad, las curvas, 
etcétera—. Sabemos cuáles son las velocidades de diversos tipos de ondas a cada pro- 
fundidad. Conociendo esto, en consecuencia, es posible determinar los modos norma- 
les de la tierra, porque conocemos la velocidad de propagación de las ondas sonoras 
—n otras palabras, las propiedades elásticas de ambos tipos de ondas a cada profun- 
didad—. Supongan que se deformase la tierra en forma de elipsoide y se la soltara. Es 
simplemente cuestión de superponer ondas que viajan por el elipsoide para determinar 
el periodo y las formas de un modo de oscilación libre. Hemos calculado que si hay 
una perturbación, hay un montón de modos, desde el más bajo, que es elipsoidal, has- 
ta los modos más altos con más complejidad. 


El terremoto chileno de mayo de 1960 hizo un “ruido” lo suficientemente fuerte 
como para que las señales dieran vuelta a la tierra varias veces, y hubo nuevos 
sismógrafos de gran delicadeza terminados justo a tiempo para determinar la fre- 
cuencia de los modos fundamentales de la tierra y compararlos con los valores 
calculados a partir de la teoria del sonido con las velocidades conocidas, medidas 
en terremotos independientes. El resultado de este experimento está ilustrado en la 
figura 51-7, que es una representación de la intensidad 
> > s $ 5 > $ $0 $ Sa Se 5. Se $. 
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de la señal en función de la frecuencia de su oscilación (un análisis de Fourier). 
Observen que a ciertas frecuencias determinadas se recibe mucho más que a otras 
frecuencias; hay máximos muy definidos. Estas son las frecuencias naturales de la 
tierra, porque son las frecuencias principales a las cuales puede oscilar la tierra. En 
otras palabras, si el movimiento entero de la tierra está construido con muchos 
modos diferentes, sería de esperar que en cada estación se obtuvieran sacudidas 
irregulares que indican superposición de muchas frecuencias. Si analizamos esto 
en términos de frecuencias, tendriamos que poder encontrar las frecuencias carac- 
terísticas de la tierra. Las lineas oscuras verticales de la figura son las frecuencias 
calculadas; encontramos un acuerdo notable, acuerdo debido a que la teoría del so- 
nido es correcta para el interior de la tierra. 


Hay un punto muy curioso que revela la figura 51-8, la cual muestra una medi- 
da muy cuidadosa, con mejor resolución del modo de vibración más bajo: el modo 
elipsoidal de la tierra. Observen que no hay un máximo único, sino doble: 54,7 minu- 
tos y 53,1 minutos —ligeramente diferentes—. La causa de las dos frecuencias diferen- 
tes no se conocia en la época en que se midió, aunque puede que haya sido encontrada 
desde entonces. Hay por lo menos dos explicaciones posibles: una seria que puede 
haber asimetria en la distribución de la tierra, lo cual daria lugar a dos modos simi- 
lares. La otra posibilidad, aún mas interesante, es ésta: imaginen las ondas dando 
vuelta a la tierra en dos direcciones partiendo de la fuente. Las velocidades no serán 
iguales debido a los efectos de la rotación de la tierra en las ecuaciones de movi- 
miento, los cuales no se han tenido en cuenta al hacer el análisis. En un sistema 
rotante el movimiento está modificado por las fuerzas de C+»riolis, y éstas podrian 
originar el desdoblamiento observado. 


Respecto al método con el cual se ha analizado estos terremotos, lo que se obtie- 
ne en el sismógrafo no es una curva de amplitud en función de la frecuencia, sino 
desplazamiento en función del tiempo, que siempre es una traza muy irregular. Para 
hallar la cantidad de todas las ondas sinusoidales diferentes para todas las fre- 
cuencias diferentes, sabemos que el truco es multiplicar los datos por una onda sinu- 
soidal de frecuencia determinada a integrar, es decir promediar, y en el promedio 
desaparecen todas las otras frecuencias. Las figuras eran, pues, representaciones 
de las integrales encontradas multiplicando los datos por ondas sinusoidales de 
diferentes ciclos por minuto e integrados. 


51-4 Ondas superficiales 


Ahora, las siguientes ondas de interés, que cualquiera puede ver facilmente y que 
se usan comúnmente como ejemplo de ondas en los cursos elementales, son las 
ondas de agua. Como veremos inmediatamente, son el peor ejemplo posible porque 
no son de ninguna manera como el sonido y la luz; tienen todas las complicaciones 
que las ondas pueden tener. Comencemos con ondas de agua largas en aguas pro- 
fundas. Si se considera el océano como infinitamente profundo y se hace una pertur- 
bación en la superficie, se generan ondas. Ocurre toda clase de movimientos irre- 
gulares, pero el movimiento tipo sinusoidal con una perturbación muy pequeña, po- 
dria parecerse a las ondas lisas comunes del océano que vienen hacia la costa. Ahora 
bien, en esa onda el agua, naturalmente, permanece quieta en promedio, pero la on- 
da se mueve. ¿Cómo es el movimiento?, ¿es transversal o longitudinal? 
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Ni lo uno ni lo otro; no es ni transversal ni longitudinal. Aunque en un lugar dado 
el agua sea alternadamente un valle y una cresta, no puede estar simplemente mo- 
viéndose hacia arriba o hacia abajo debido a la conservación del agua. Esto es, si 
va para abajo, ¿a dónde va a ir el agua? El agua es esencialmente incompresible. 
La velocidad de compresión de las ondas —es decir el sonido en el agua— es mucho, 
pero mucho más alta, y no estamos considerando eso ahora. Como el agua es in- 
compresible en esta escala, cuando una loma baja, el agua tiene que salir del lugar. 
Lo que ocurre en realidad es que las particulas de agua cercanas a la superficie se 
mueven aproximadamente en circunferencias. Cuando se acerca una ola lisa, una 
persona flotando en un neumático puede mirar un objeto cercano y ver que está 
moviéndose en una circunferencia. Así, es una mezcla de longitudinal y transversal, 
para aumentar la confusión. A profundidades mayores en el agua, los movimientos 
son circunferencias más pequeñas hasta que, razonablemente abajo, no queda nada 
del movimiento (Fig. 51-9). 


Fig. 51-9. Las ondas en aguas pro- 
fundas están formadas de partículas que 
se mueven en circunferencias?’ Notar los 
desfasajes sistemáticos de circunferencia 
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Hallar la velocidad de esas ondas es un problema interesante: debe ser alguna 
combinación de la densidad del agua, la aceleración de la gravedad, que es la fuerza 
de restauración que genera las ondas, y posiblemente la longitud de onda y la pro- 
fundidad. Si tomamos el caso en que la profundidad se hace infinita, ya no de- 
penderá de la profundidad. Cualquiera sea la fórmula que obtengamos para la 
velocidad de las fases de las ondas, debe combinar los diversos factores para dar 
las dimensiones apropiadas, y si intentamos esto de varias maneras, sólo encon- 
tramos una manera de combinar la densidad, g y A para formar una velocidad: 
VgA, que de ningún modo incluye la densidad. En realidad, esta fórmula para la 
velocidad de fase no es del todo correcta; un análisis dinámico completo, en el cual 
no entraremos, muestra que los factores son los que tenemos, exceptuando y/Z7: 


Vease = V EA/27 (para ondas gravitacionales) 


Es interesante que las ondas largas van más rápido que las cortas. Por lo tanto, si 
una lancha crea ondas a lo lejos, porque hay un piloto de carros deportivos en una 
lancha a motor que está pasando, entonces, un poco después, las ondas llegarán a la 
costa con chapaleos lentos al principio y luego más y más rápidos, porque las pri- 
meras ondas que llegan son largas. Las ondas se acortan más y más a medida que 
pasa el tiempo porque las velocidades son proporcionales a la raiz cuadrada de Ja 
longitud de onda. 

Se podria objetar: “Eso no está bien, ¡tenemos que considerar la velocidad de 
grupo en el cálculo.” Claro que si. La fórmula para la velocidad de fase no nos 
dice qué es lo que va a llegar primero; la velocidad de grupo es la que nos lo dice. 
Asi, pues, tenemos que calcular la velocidad de grupo, y se deja como problema 
demostrar que es la mitad de la velocidad de fase, suponiendo que la velocidad es 
proporcional a la raiz cuadrada 
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de la longitud de onda, que es todo lo que se necesita. La velocidad de grupo también 
es proporcional a la raíz cuadrada de la longitud de onda. ¿Cómo puede ser que la 
velocidad de grupo sea la mitad de la de fase? Si se examina el manojo de ondas que 
hace una lancha en movimiento, siguiendo una cresta particular, se encuentra que 
avanza en el grupo y se hace gradualmente más débil y desaparece al frente, y mística 
y misteriosamente una débil de atrás se abre camino hacia adelante volviéndose más 
fuerte. En suma, las ondas se están moviendo a través del grupo mientras que éste 
sólo se mueve a la mitad de la velocidad que se mueven las ondas. 


Fig. 51-10. La estela de una lancha. 


Como las velocidades de grupo y las de fase no son iguales, las ondas produci- 
das por un objeto en movimiento ya no son un cono simplemente, sino algo 
mucho más interesante. Podemos ver esto en la figura 51-10, que muestra las ondas 
producidas por un objeto en movimiento sobre el agua. Observen que es completa- 
mente diferente de lo que tendriamos para el sonido, en el cual la velocidad es inde- 
pendiente de la lontigud de onda, donde tendriamos frentes de onda únicamente a lo 
largo del cono viajando hacia afuera. En lugar de eso tenemos ondas atrás con 
frentes que se mueven paralelamente al movimiento de la lancha, luego tenemos ondi- 
tas laterales a otros angulos. Con ingenio, todo este diagrama de ondas se puede 
analizar conociendo únicamente esto: que la velocidad de fase es proporcional a la 
raiz cuadrada de la longitud de onda. El truco es que el diagrama de ondas es esta- 
cionario respecto a la lancha (a velocidad constante); cualquier otro diagrama se dis- 
tanciaria de la lancha. 


Las ondas de agua que hemos estado considerando hasta ahora eran ondas lar- 
gas en las que la fuerza de restauración se debe a la gravedad. Pero cuando las 
ondas en el agua se acortan mucho, la principal fuerza de restauración es la atracción 
capilar, es decir, la energía de la 
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superficie, la tensión superficial. Para ondas de tensión superficial resulta que la 
velocidad de fase es 


Vase = V2AT/AP (para los rizos), 


donde T es la tensión superficial y p la densidad. Es exactamente lo contrario: la 
velocidad de fase es más alta cuanto más corta es la longitud de onda, cuando la 
longitud de onda se hace muy pequeña. Cuando tenemos tanto la acción de la gra- 
vedad como la capilar, como ocurre siempre, obtenemos la combinación de estas 


dos: 
Vase = V Tk/p + g/k, 


donde k = 27/A es el número de onda. Asi, pues, la velocidad de las ondas de agua 
es bastante complicada. La figura 51-11 muestra la velocidad de fase en función de 
la longitud de onda; para ondas muy cortas es grande, para ondas muy largas es 
grande, habiendo una velocidad minima a la que las ondas pueden avanzar. Se pue- 
de calcular la velocidad de grupo a partir de la fórmula: es 3 de la velocidad de 
fase para los rizos y | de la velocidad de fase para las ondas gravitacionales. A la 
izquierda del minimo la velocidad de grupo es más alta que la velocidad de fase; a 
la derecha, la velocidad de grupo es menor que la velocidad de fase. Hay una cantidad 
de fenómenos interesantes asociados con estos hechos. En primer lugar, como la velo- 
cidad de grupo aumenta tan rápidamente al disminuir la longitud de onda, si hacemos 
una perturbación habrá un extremo más lento de la perturbación yendo a la velocidad 
mínima con la longitud de onda correspondiente, y luego al frente, yendo a la veloci- 
dad más alta, habrá una onda corta y una onda muy larga. Es muy dificil ver las lar- 
gas, pero es fácil ver las cortas en un tanque de agua. 


Vemos asi que los rizos que se usan a menudo como ejemplo de ondas simples 
son completamente interesantes y complicados; no tienen de ninguna manera un 
frente de onda definido, como en el caso de las ondas simples como el sonido y la 
luz. La onda principal tiene pequeños rizos que corren hacia adelante. Una pertur- 
bación bien definida del agua no produce una onda bien definida debido a la dis- 
persión. Primero vienen las ondas menudas. Entre paréntesis, si un objeto se mueve 
en el agua a cierta velocidad, resulta un diagrama bastante complicado porque las 
diversas ondas andan con velocidades diferentes. Se puede demostrar esto con una 
bandeja con agua y ver que las más rápidas son las ondas capilares menudas. Hay 
ondas lentas, de cierto tipo, que marchan detrás. inclinando el fondo se ve que donde 
la profundidad es menor la velocidad es menor. Si entra una onda a cierto angulo 
respecto a la línea de máxima pendiente, se tuerce y tiende a seguir esa línea. De 
este modo se puede demostrar diversas cosas y concluimos que las ondas son más 
complicadas en el agua que en el aire. 


La velocidad de las ondas largas en agua con movimientos circulares es menor 
cuando la profundidad es menor, mayor en aguas profundas. Por lo tanto, cuando el 
agua avanza hacia una playa donde la profundidad disminuye, las ondas andan más 
lentamente. Pero donde el agua es más profunda, las ondas son más rápidas por lo 
que obtenemos los efectos de ondas de choque. Aqui, como la onda no es tan sim- 
ple, las ondas de choque son mucho más retorcidas, y la onda se repliega sobre si 
misma en la forma familiar mostrada en la figura 51-12. Esto es lo que ocurre cuan- 
do las olas llegan a la playa, y la verdadera complejidad de la naturaleza se revela 
bien en esa circunstancia. Nadie ha podido todavia calcular qué forma debería tomar 
la olá 
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Fig. 51-11. Velocidad de fase en 
función de la longitud de onda para el - => 
agua. Fig. 51-12. Onda de agua. 


al romper. Es bastante fácil cuando las olas son pequeñas, pero cuando una se agran- 
da y rompe es mucho más complicado. 


Se puede ver una caracteristica interesante de las ondas capilares en las pertur- 
baciones producidas por un objeto que se mueve en el agua. Desde el punto de vista 
del objeto mismo, el agua está pasando y las ondas que a la larga se establecen a su 
alrededor siempre son ondas que tienen justo la velocidad apropiada para perma- 
necer quietas en el agua respecto al objeto. Análogamente, alrededor de un objeto 
en una corriente, con la corriente pasando, el dibujo de las ondas es estático y con 
las longitudes de onda justas para andar a la misma velocidad a que está pasando el 
agua. Pero si la velocidad de grupo es menor que la velocidad de fase, la perturba- 
ción se propaga hacia atrás por la corriente, porque la velocidad de grupo no es 
exactamente suficiente como para mantenerse el paso de la corriente. Si la velocidad 
de grupo es mayor que la velocidad de fase, el diagrama de ondas aparecerá al 
frente del objeto. Si se observa atentamente un objeto en una corriente, se puede ver 
que hay pequeños rizos al frente y largos “remolinos” atrás. 


Otra característica interesante de esta clase se puede observar vertiendo liquidos. 
Por ejemplo, si se vierte leche de una botella lo bastante rápido, se puede ver una 
gran cantidad de lineas atravesando en ambos sentidos la corriente que sale. Son 
ondas que parten de la perturbación en los bordes y se extienden en forma muy pa- 
recida a las ondas alrededor de un objeto en una corriente. Hay efectos prove- 
nientes de ambos lados que producen el dibujo cruzado. 


Hemos investigado algunas propiedades interesantes de las ondas y las diversas 
complicaciones de cómo la velocidad de fase depende de la longitud de onda, la ve- 
locidad de las ondas en profundidad, etc., que producen los fenómenos realmente 
complejos, y por lo tanto interesantes, de la naturaleza. 
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52-1 Operaciones de simetría 


El tema de este capítulo es lo que podemos llamar simetría en las leyes físicas. 
Ya hemos discutido ciertos rasgos de simetría en las leyes físicas en conexión con el 
análisis vectorial (Cap. 11), la teoría de la relatividad (Cap. 16) y la rotación (Cap. 20). 


¿Por qué nos debe preocupar la simetria? En primer lugar, la simetria es fascinan- 
te para la inteligencia humana y todo el mundo gusta de objetos o diagramas que son 
de algún modo simétricos. Es un hecho interesante el que la naturaleza nos ofrezca 
con frecuencia ciertos tipos de simetría en los objetos que encontramos en el mundo 
que nos rodea. Quizás el objeto más simétrico imaginable sea una esfera, y la natura- 
leza está llena de esferas —estrellas, planetas, gotitas de agua de las mubes—. Los 
cristales encontrados en las rocas presentan muchas clases diferentes de simetria, y el 
estudio de las mismas nos dice algunas cosas importantes acerca de la estructura de 
los sólidos. Aun los mundos animal y vegetal muestran algún grado de simetría, aun- 
que la simetría de una flor o de una abeja no sea tan perfecta o tan fundamental como 
la de un cristal. 


Pero nuestro principal interés aquí no es el hecho de que los objetos de la natura- 
leza son con frecuencia simétricos. Más bien, deseamos examinar algunas simetrias, 
más notables aún, del universo —las simetrias que existen en las mismas leyes básicas 
que gobiernan la marcha del mundo físico. 


Ante todo ¿qué es simetria? ¿Cómo puede una ley física ser “simétrica”? El pro- 
blema de definir simetria es interesante y ya hemos apuntado que Weyl dio una buena 
definición, cuya esencia es: una cosa es simétrica si hay algo que podamos hacer con 
ella de tal modo que después que lo hemos hecho parece la misma cosa que antes. 
Por ejemplo, un jarrón simétrico es tal que reflejándolo o girándolo tendrá el mismo 
aspecto que antes. La cuestión que queremos considerar 
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Tabla 52-1 
Operaciones de simetría 


Traslación en el espacio 

Traslación en el tiempo 

Rotación en un ángulo fijo 

Velocidad uniforme en linea recta (transformación de Lorentz) 


Inversión del tiempo 

Reflexión del espacio 

Intercambio de átomos idénticos o particulas idénticas 
Fase cuántica 

Materia-antimateria (conjugación de carga) 


aquí es: qué podemos hacer a los fenómenos fisicos o a una situación fisica en un 
experimento, y no alterar el resultado. La tabla 52-1 muestra una lista de operacio- 
nes conocidas frente a las cuales diversos fenómenos fisicos permanecen invariantes. 


52-2 Simetria en el espacio y en el tiempo PT 

La primera cosa que podriamos tratar de hacer, por ejemplo, es trasladar el fe- 
nómeno en el espacio. Si realizamos un experimento en una cierta región y luego 
construimos otro aparato en otro lugar del espacio (o trasladamos alli el original), 
cualquier cosa que pasó en un aparato, en un cierto orden de tiempo, ocurrirá del 
mismo modo si hemos arreglado la misma condición, con las atenciones debidas a 
las restricciones que mencionamos antes: que todas las caracteristicas del ambiente 
que estorban para que se comporte igual se han quitado —hemos hablado de cómo 
definir cuánto deberiamos. incluir en estas circunstancias y no entraremos en estos 
detalles de nuevo—. 


Del mismo modo, también creemos hoy que el desplazamiento en el tiempo no 
produce ningún efecto en las leyes fisicas. (Esto es, en cuanto a lo que sabemos hoy 
día —todas estas cosas son asi ¡en cuanto conocemos hoy en dia!) Esto significa 
que si construimos un cierto aparato y lo hacemos funcionar en un cierto tiempo, 
digamos el jueves a las 10 de la mañana, y luego construimos el mismo aparato y 
lo ponemos a iuncionar, digamos, tres dias más tarde en las mismas condiciones, 
los dos aparatos experimentarán los mismos movimientos exactamente en la misma 
forma en función del tiempo, cualquiera sea el instante de inicio de funcionamiento, 
teniendo presente de nuevo, naturalmente, que las características pertinentes del am- 
biente están también modificadas apropiadamente en el tiempo. Esta simetria significa, 
por supuesto, que si alguien compró las acciones de General Motors hace tres meses, 
¡lo mismo le sucedería si las comprase ahora! 

También tenemos que tener en cuenta las diferencias geográficas, ya que hay, por 
supuesto, variaciones en las caracteristicas de la superficie de la tierra. Asi, por ejem- 
plo, si medimos el campo magnético en una cierta región y movemos el aparato a al- 
guna otra región, puede ser que no trabaje precisamente del mismo modo ya que el 
campo magnético es diferente, pero decimos que esto ocurre porque el campo magne- 
tico está asociado con la 
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tierra. Podemos imaginar que si movemos el conjunto de tierra y equipo, no habria 
variación en el funcionamiento del aparato. 


Otra cosa que hemos discutido con mucho detalle fue la rotación en el espacio: 
si giramos un aparato un cierto ángulo, trabaja del mismo modo. siempre que tam- 
bién giremos con él todo lo que sea pertinente. De hecho. discutimos el problema de 
la simetria frente a una rotación en el espacio con algún detalle en el capitulo 11 e 
inventamos un sistema matemático llamado analisis vectorial para manejarlo lo más 
claramente posible. 

En un nivel más avanzado nos encontramos con otra simetria —la simetria frente 
a velocidad uniforme en linea recta—. Es decir —un efecto bastante notable— que si 
tenemos una pieza de un aparato trabajando de un cierto modo y tomamos el aparato 
y lo colocamos en un automóvil, y movemos todo el automovil más lo pertinente del 
ambiente a una velocidad uniforme en linea recta, entonces en lo que respecta a los 
fenómenos dentro del automóvil no encontramos diferencia: todas la leyes fisicas apa- 
recen iguales. Y hasta sabemos cómo expresar esto más tecnicamente: las ecuaciones 
matemáticas de las leyes fisicas deben permanecer invariantes frente a una frans- 
formación de Lorentz. En realidad, fue un estudio del problema de la relatividad el que 
concentró con más interés la atención de los fisicos en la simetria de las leyes fisicas. 


Ahora bien, todas las simetrías mencionadas anteriormente han sido de naturaleza 
geométrica, siendo mas o menos iguales el espacio y el tiempo, pero hay otras sime- 
trias de un tipo diferente. Por ejemplo, hay una simetria que describe el hecho de que 
podemos reemplazar un atomo por otro de la misma clase; para decirlo de otro modo, 
hay átomos de la misma clase. Es posible encontrar grupos de átomos tales que si in- 
tercambiamos un par de ellos no ocurre nada —los átomos son idénticos—. Cualquier 
cosa que haga un atomo de oxigeno de un cierto tipo, hará otro átomo de oxigeno del 
mismo tipo. Alguien puede decir: “Esto es ridículo, ¡esa es la definición de tipos igua- 
les!”. Puede que sea simplemente la definición, pero nosotros aún no sabemos si exis- 
ten “atomos del mismo tipo”: la realidad es que hay muchos, muchos átomos del mis- 
mo tipo. Entonces, significa algo decir que no importa si reemplazamos un átomo por 
otro del mismo tipo. Las llamadas particulas elementales que forman los átomos tam- 
bién son partículas idénticas en el sentido expiicado —todos los electrones son iguales; 
todos los protones son iguales: todos los piones positivos son iguales; etc. 


Después de una lista tan larga de cosas que se pueden hacer sin cambiar los fenó- 
menos, uno podria pensar que se podria hacer cualquier cosa; demos algunos ejemplos 
en contra para ver la diferencia. Supongan que preguntamos: “¿Son las leyes fisicas 
simétricas frente a un cambio de escala?”. Supongan que construimos una cierta pieza 
del aparato y que luego construimos un aparato cinco veces mayor en cada una de 
sus partes, ¿trabajará exactamente del mismo modo? La respuesta, en este caso, es 
¡no! La longitud de onda emitida, por ejemplo, por los átomos dentro de una caja 
de atomos de sodio y la longitud de onda de luz emitida por un gas de átomos de so- 
dio con un volumen cinco veces mayor, no es cinco veces más larga, sino que es en 
realidad exactamente igual a la otra. Por lo que el cociente entre la longitud de onda 
y el tamaño del emisor cambiará. 

Otro ejemplo: vemos en el periódico, de vez en cuando, fotos de alguna gran ca- 
tedral construida con palillos de fosforos —una obra de arte fantástica realizada por 
algún tipo jubilado que se entretiene encolando palillos de fósforos. Es mucho más 
elaborada 
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y maravillosa que cualquier catedral real. Si imaginamos que esta catedral de madera 
se construyese en realidad a escala de una catedral verdadera, vemos donde se en- 
cuentra la dificultad; no duraría; el conjunto se desplomaria debido a que los palillos 
de fósforo construidos a escala no son lo suficientemente resistentes. “Si”, alguien 
podría decir, “pero también sabemos que cuando hay una influencia externa, también 
se debe cambiar proporcionalmente”. Estamos hablando de la habilidad del objeto 
para resistir la gravitación. Por lo tanto, lo que deberiamos hacer en primer lugar es 
tomar la catedral modelo de fósforos reales y la tierra real, y entonces sabemos que es 
estable. Luego deberíamos tomar la catedral más grande y una tierra mayor. Pero en- 
tonces es aún peor, ¡porque la gravitación ha aumentado aún más! 


Hoy en día, por supuesto, comprendemos el hecho de que los fenómenos dependen 
de la escala basándonos en que la materia es atómica por naturaleza y ciertamente 
si construyésemos un aparato que fuese tan pequeño que sólo contuviera cinco áto- 
mos, sería claramente algo que no podriamos hacer a una escala mayor o menor ar- 
bitrariamente. La escala de un átomo individual no es arbitraria de ningún modo —es 
algo definido, 

El hecho de que las leyes físicas no quedan invariantes frente a un cambio de es- 
cala fue descubierto por Galileo. Comprobó que las resistencias de los materiales no 
estaban exactamente en proporción justa a sus tamaños e ilustró esta propiedad que 
acabamos de discutir, acerca de la catedral de palillos de fosforos, dibujando dos hue- 
sos, el hueso de un perro en la proporción justa para sostener su peso, y el hueso 
imaginario de un “super perro” que seria, digamos, diez o cien veces mayor -dicho 
hueso era una cosa grande y sólida con proporciones muy diferentes—. No sabemos 
st llevó su argumento hasta la conclusión de que las leyes de la naturaleza deben tener 
una escala definida, pero se impresionó tanto con su descubrimiento que lo consi- 
deró tan importante como el descubrimiento de las leyes del movimiento, ya que los 
publicó en el mismo volumen, titulado “Sobre dos nuevas ciencias”. 


Otro ejemplo en el que las leyes no son simétricas, y que conocemos bastante bien, 
es éste: un sistema en rotación a velocidad angular uniforme no da las mismas leyes 
aparentes que uno que no rota. Si hacemos un experimento y luego lo colocamos en 
una nave espacial y la tenemos girando en el espacio vacio, completamente sola a una 
velocidad angular constante, el aparato no trabajará en la misma forma porque, como 
sabemos, las cosas dentro del equipo serán lanzadas hacia afuera, etc., debido a la 
fuerza centrifuga o de Coriolís, etc. De hecho, podemos decir que la tierra está gi- 
rando sin mirar fuera, si usamos un péndulo de Foucault. 


Mencionaremos ahora una simetria muy interesante que evidentemente es falsa, 
es decir, la reversibilidad en el tiempo. Las leyes fisicas aparentemente no pueden ser 
reversibles en el tiempo porque, como sabemos, todos los fenómenos evidentes son 
irreversibles en una escala grande: “El dedo que se mueve escribe, y habiendo escrito 
continúa”. En cuanto a lo que podemos decir, esta irreversibilidad es debida al gran 
número de particulas involucradas y si pudiésemos ver las moléculas individuales, no 
seriamos capaces de discernir si la maquinaria estaba trabajando hacia adelante o 
hacia atrás. Para ser más precisos: construimos un pequeño aparato en el que sabe- 
mos lo que están haciendo todos los átomos, en el que podemos observarlos agitándo- 
se. Ahora construimos otro aparato como el anterior, pero que empieza su movimien- 
to en el estado final del otro, con todas las velocidades exactamente invertidas. 


5 2-4 


Entonces, ejecutará los mismos movimientos, pero exactamente al revés. Diciéndolo 
de otro modo: si tomamos una pelicula, con detalle suficiente, de todos los mecanis- 
mos internos de un trozo de material y la proyectamos hacia atrás en una pantalla, 
ningún fisico será capaz de decir: “Esto es contra las leyes de la fisica, ¡esto está ha- 
ciendo algo erróneo!”. Si no vemos todos los detalles, naturalmente, la situación estará 
perfectamente clara. Si vemos un huevo estrellándose en la acera y la cáscara que se 
abre resquebrajándose, etc., entonces seguramente diremos: “Esto es irreversible, ya 
que si proyectamos la pelicula hacia atrás el huevo se volverá a formar y la cáscara 
a ser entera, ¡y eso evidentemente es ridículo! Pero si consideramos a los átomos mis- 
mos individualmente, las leyes se presentan completamente reversibles. Este es, natu- 
ralmente, un descubrimiento mucho más difícil de llevar a cabo, pero aparentemente es 
verdad que las leyes fisicas fundamentales, a nivel microscópico y fundamental, ¡son 
completamente reversibles en el tiempo! 


52-3 Simetria y leyes de conservación 


Las simetrias de las leyes físicas son muy interesantes a este nivel, pero resulta, al 
fin, que son aún más interesantes y excitantes cuando llegamos a la mecánica cuán- 
tica. Por una razón que no podemos aclarar al nivel de la presente discusión —un 
hecho que la mayoría de los fisicos aún encuentran algo desconcertante, una cosa 
muy profunda y bella—, es que, en mecánica cuántica, para cada una de las reglas de 
simetria hay una ley de conservación correspondiente: hay una conexión definida 
entre las leyes de conservación y las simetrias de las leyes físicas. Sólo podemos decir 
esto por ahora sin ningún intento de explicación. 


Por ejemplo, el hecho de que las leyes son simétricas para la traslación en el 
espacio, cuando añadimos los principios de mecánica cuántica, resulta que significa 
que el momentum se conserva 


Que las leyes son simétricas frente a una traslación en el tiempo, significa en 
mecánica cuántica que la energía se conserva. 


La invariancia frente a una rotación de un ángulo fijo en el espacio corresponde 
a la conservación del momentum angular. Estas conexiones son cosas muy intere- 
santes y bellas, entre las cosas más bellas y profundas de la fisica. 


Entre paréntesis, hay una cantidad de simetrías que aparecen en mecánica cuán- 
tica que no tienen análogo clásico, que no tienen método de descripción en fisica 
clásica. Una de ellas es la siguiente: Si Y es la amplitud de algún proceso, sabemos 
que el cuadrado del módulo de % es la probabilidad de que el proceso ocurra. Aho- 
ra bien, si algún otro tuviese que hacer sus cálculos, no con esta œ, sino con una 
Y” que difiere simplemente en un cambio de fase (digamos que A sea una constante 
y multipliquemos elá por la vieja ¿), el cuadrado del módulo de 4”, que es la pro- 
babilidad del evento, es entonces igual al cuadrado del módulo de ¿: 


Y = ye jp? = y]? (52.1) 


Por tanto, las leyes físicas no varian si la fase de la función de onda está corrida 
en una constante arbitraria. Esta es otra simetria. Las leyes fisicas deben ser de tal 
naturaleza que un corrimiento de la fase cuántica no altere nada. Como acabamos 
de decir, en mecánica cuántica hay una ley de 
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conservación para cada simetria. La ley de conservación que se relaciona con la fase 
cuántica parece ser la conservación de la carga eléctrica. ¡Todo esto en conjunto es 
un negocio muy interesante! 


52-4 Reflexiones especulares 


La siguiente cuestión que nos va a ocupar por la mayor parte del resto de este 
capitulo. es la cuestión de la simetria frente a reflexión en el espacio. El problema 
es éste: ¿son las leyes fisicas simétricas frente a reflexión? Lo podemos decir así: 
supongan que construimos un equipo, digamos un reloj, con montones de ruedas y 
manecillas y números; suena, funciona y tiene cosas enrolladas dentro. Contempla- 
mos el reloj en el espejo. La cuestión no es qué aspecto tiene en el espejo. Pero 
construvamos realmente otro reloj exactamente igual al aspecto que el primero tiene 
en el espejo; cada vez que hay un tornillo con el filete a la derecha en uno, usamos 
un tornillo con el filete a la izquierda en el lugar correspondiente del otro; donde uno 
tiene un “2” en la esfera, colocamos un “£” en la esfera del otro; cada resorte está 
enrollado en un sentido en uno y en el sentido opuesto en el reloj imagen; cuando 
todo esté terminado, tenemos dos relojes, ambos fisicos, que guardan entre si la 
relación de un objeto con su imagen especular, aunque ambos son, recalcamos, obje- 
tos materiales, reales. La pregunta es ahora: si los dos relojes comienzan en la mis- 
ma condición, dándoles correspondientemente la misma cuerda, ¿harán tic-tac y 
girarán los dos relojes para siempre como imágenes especulares perfectas? (Esta es 
una pregunta fisica y no filosófica.) Nuestra intuición de las leyes fisicas nos sugeri- 
ria que deberían hacerlo. 


Sospechariamos que, a lo menos en el caso de estos relojes, la reflexión en el 
espacio es una de las simetrias de las leyes fisicas, que si lo cambiamos todo de “de- 
recha” a “izquierda” y lo dejamos por lo demás igual, no podemos notar la diferen- 
cia. Supongamos, entonces, por un momento que esto es verdad. Si fuera verdad, 
entonces seria imposible distinguir “derecha” e “izquierda” mediante cualquier 
fenómeno fisico, como es imposible, por ejemplo, definir una velocidad absoluta 
particular mediante un fenómeno fisico. Por lo tanto, seria imposible definir absolu- 
tamente, mediante un fenómeno fisico, lo que entendemos por “derecha” en oposi- 
ción a “izquierda”, puesto que las leyes fisicas deberian ser simétricas. 


Naturalmente el mundo no fiene por que ser simétrico. Por ejemplo, usando lo 
que podemos llamar “geografía”. seguramente se puede definir “derecha”. Supon- 
gan que estamos en Nueva Orleans y miramos hacia Chicago; Florida está a nuestra 
derecha (¡cuando tenemos los pies en el suelo!). Asi, podemos definir “derecha” e 
“izquierda” mediante la geografía. Naturalmente que la situación real en cualquier 
sistema no tiene por qué tener la simetria de que estamos hablando; es una cuestión 
de si las leyes son simétricas —en otras palabras, si es contra las leyes físicas el tener 
una esfera como la tierra con “cosas zurdas ” y una persona como nosotros de pie mi- 
rando a una ciudad como” Chicago desde un lugar como Nueva Orleans, pero con 
todo al revés de modo que Florida se encuentre al otro lado—. Claramente no parece 
imposible, ni contra las leyes fisicas el que todo tenga derecha e izquierda intercam- 
biadas. 
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Otro punto es que nuestra definicion de “derecha” no deberia depender de la 
historia. Un modo fácil de distinguir derecha de izquierda es ir a una ferretería y 
tomar un tornillo al azar. Las probabilidades son que tenga el filete a derecha —no 
necesariamente, pero es mucho más probable que lo tenga a derecha que a izquier- 
da—. Esto es una cuestión histórica o convencional, o del modo en que ocurre que 
son las cosas, y tampoco aquí es cuestión de leyes fundamentales. Como podemos 
apreciar bien, ¡todo el mundo podria haber comenzado a fabricar tornillos izquierdos! 


De este modo, debemos tratar de encontrar algún fenómeno en el que “a derecha” 
sea una cosa «fundamental. La próxima posibilidad que discutimos es el hecho de 
que luz polarizada rota su plano de polarización cuando atraviesa, digamos, agua 
azucarada. Como vimos en el capitulo 33, rota, digamos a la derecha, en una cierta 
solución de azúcar. Este es un modo de definir “a la derecha”, ya que podemos 
disolver un poco de azúcar en agua y entonces la polarización va a la derecha. Pero 
el azúcar proviene de cosas vivientes y si tratamos de fabricar azúcar artificial- 
mente, descubrimos que ¡no rota el plano de polarización! Pero si tomamos esta 
misma azúcar que hemos fabricado artificialmente y que no rota el plano de polari- 
zación, y colocamos en ella bacterias (se comen un poco de azúcar) y luego filtra- 
mos las bacterias, encontramos que nos queda aún azúcar (casi la mitad de la que 
teniamos antes) y ahora sí rota el plano de polarización, ¡pero hacia el otro lado! 
Parece muy confuso, pero se ha explicado sencillamente. 
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Fig. 52-1. (a) alanina L (izquierda), y (b) alanina D (derecha). 


Tomenos otro ejemplo: una de las sustancias que es común a todas las criaturas 
vivientes y fundamental para la vida es la proteína. Las proteinas consisten en ca- 
denas de aminoacidos. La figura 52-1 muestra un modelo de aminoácido que resul- 
ta de una proteina. Este aminoácido se llama alanina, y el arreglo molecular se 
pareceria al de la figura 52-1 (a) si proviniera de una proteina de un ser viviente 
real. Por otro lado, si tratamos de hacer alanina a partir de dióxido de carbono, 
etano y amoníaco (y la podemos hacer, no es una molécula complicada), ¡descubri- 
mos que estamos formando cantidades iguales de ésta molécula y de la que muestra 
la figura 52-1(b)! La primera molécula, la que proviene de un ser viviente, se lama 
alanina-L. La otra, químicamente igual, porque tiene las mismas clases de átomos y 
las mismas conexiones entre ellos, es una molécula “a derecha” , Comparada con la 
alanina-L “a la izquierda”, y se 
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Rama alanina-D. Lo interesante es que cuando fabricamos alanina er casa en un la- 
boratorio a partir de gases simples, obtenemos una mezcla de ambas por igual. Sin 
embargo, lo que la vida usa solamente es alanina-L. (Esto no es exactamente verdade- 
ro. Aqui y allá en las criaturas vivientes hay un uso especial de alanina-D, pero muy 
raramente. Todas las proteínas usan alanina-L exclusivamente.) Si fabricamos ambas 
clases y damos la mezcla a algún animal al que le guste “comer” o consumir alanina, 
no puede utilizar la alanina-D, por lo que solamente utiliza la alanina-L; esto es lo que 
sucedió con nuestra azúcar -después que las bacterias comen el azúcar que les con- 
viene ¡solamente dejan la clase “equivocada”! (el azúcar a izquierda sabe dulce, 
pero no igual que el azúcar a derecha). 


Asi parece como si los fenómenos de la vida permiten una distinción entre “de- 
recha” e “izquierda”, o la química permite una distinción ya que las dos moléculas 
son quimicamente diferentes. Pero no, ¡no ocurre asi! En tanto se puedan realizar 
medidas fisicas, tales como de energia, velocidades de reacciones químicas, etc., las 
dos clases funcionan exactamente igual si realizamos todo también en una imagen 
especular. Una molécula rotará la luz a la derecha, y la otra la rotará a la izquierda 
precisamente en la misma cantidad, si utilizamos la misma cantidad de fidido. Asi, 
pues, en lo que respecta a la fisica, estos dos aminoácidos son igualmente satisfac- 
torios. Como nosotros entendemos las cosas hoy en dia, los fundamentos de la 
ecuación de Schródinger exigen que las dos moléculas se deberían comportar de 
modos exactamente correspondientes, de manera que una es a derecha y otra a iz- 
quierza. No obstante, ¡en la vida todo ocurre de un solo modo! 


Se presume que la razón de esto es la siguiente. Supongamos, por ejemplo, que 
de alguna manera la vida está en un momento en una cierta condición, en la que 
todas las proteinas en algunas criaturas tienen aminoácidos a izquierda, y que 
todas las enzimas son desequilibradas —toda sustancia en la criatura viviente es 
desequilibrada, no es simétrica—. Asi, cuando las enzimas digestivas tratan de 
cambiar los compuestos quimicos de la comida de una clase a otra, una clase de 
compuesto “le viene bien” a la enzima, pero no asi el otro (como la Cenicienta y 
la zapatilla, excepto que es un “pie izquierdo” el que estamos probando). En 
cuanto a lo que sabemos, en principio, podriamos construir una rana, por ejemplo, 
en la que cada molécula estuviese invertida, todo es como la imagen especular “iz- 
quierda” de una rana real; tenemos una rana izquierda. Esta rana izquierda andaria 
bien durante un momento, pero no encontraría nada que comer, porque si se traga 
una mosca sus enzimas no están construidas para digerirla. La mosca tiene la clase 
“equivocada” de aminoácidos (a menos que le demos una mosca a izquierda). Por 
lo tanto, hasta donde nosotros sabemos, los procesos quimicos y vitales continuarian 
del mismo modo si todo se invirtiese. 

Si la vida es enteramente un fenómeno físico y químico, podemos entender que 
las proteinas están todas formadas con el mismo tirabuzón, solamente a partir de la 
idea de que al comienzo de todo algunas moléculas vivientes, accidentalmente, 
empezaron y unas pocas vencieron. En algún lugar, una vez, una molécula orgánica 
se desequilibró de una cierta manera, y de esta cosa particular sucedió que “dere- 
cha” empezó a evolucionar en nuestra geografía particular; un accidente histórico 
particular fue unilateral, y por siempre desde entonces el desequilibrio se ha propa- 
gado. Una vez que ha llegado al estado en que se encuentra ahora, naturalmente, 
continuará siempre —todas. las enzimas digieren las cosas a derecha, fabrican las 
cosas a derecha; cuando el dióxido de carbono y el vapor de agua, etc., llegan a 
las hojas de las plantas, las enzimas que hacen el azúcar los desequilibran porque 
ellas 
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están desequilibradas. Si cualquier clase nueva de virus o cosa viviente se originase 
en un tiempo posterior, sobreviviria solamente si pudiese “comer” la clase de materia 
viviente ya presente. Por lo tanto, él también debe ser de la misma clase. 


No hay conservación del número de moléculas a derecha. Una vez empezado, 
podríamos seguir aumentando el número de moléculas a derecha. Por consiguiente, 
la suposición es, entonces, que en el caso de la vida los fenómenos no demuestran 
una falta de simetria en las leyes fisicas, pero si demuestran, por el contrario, la 
naturaleza universal y lo común del origen último de todas las criaturas de la tierra, 
en el sentido anteriormente descrito. 


52-5 Vectores polares y axiales 


Ahora avanzamos más. Observamos que hay una gran cantidad de lugares en 
física donde tenemos reglas “de la mano derecha” y “de la mano izquierda”. De 
hecho, al estudiar análisis vectorial, aprendimos las reglas de la mano derecha que 
teniamos que usar para poder obtener el momentum angular, el torque, el campo 
magnético, etc. Por ejemplo, la fuerza sobre una carga que se mueve en un campo 
magnético es F= qv x B. En una situación dada, en la que conocemos F, v y B, 
¿no es esta ecuación suficiente para definir la derecha ? En realidad, si volvemos atrás y 
miramos de dónde provenian los vectores, sabemos que la “regla de la mano dere- 
cha” era simplemente una convención; era un truco. Las magnitudes originales, 
como los momenta angulares y las velocidades angulares, y otras cosas de esta es- 
pecie, ¡no eran realmente vectores! Todos ellos están de algún modo asociados con 
un cierto plano, y es solamente porque hay tres dimensiones en el espacio por lo que 
podemos asociar la cantidad con una dirección perpendicular a aquel plano. De las 
dos direcciones posibles, escogemos la dirección “mano derecha”. 


Asi, si las leyes de la fisica son simétricas, encontrariamos que si se escurriese 
algún demonio dentro de todos los laboratorios y reemplazase la palabra “derecha” 
por “izquierda” en todos los libros donde se dan las “reglas de la mano derecha”, y 
en su lugar tuviésemos que usar “reglas de la mano izquierda” uniformemente, esto 
no implicaria ninguna diferencia en las leyes fisicas. 


A Q 


Fig. 52-2. Un paso en el espacio y su 
imagen especular. 


Demos un ejemplo. Hay dos clases de vectores. Hay vectores “honorables”, por 
ejemplo, un paso Ar en el espacio. Si en nuestro aparato hay aquí una pieza y allá 
algo más, entonces en el aparato imagen estará la pieza imagen y el algo más ima- 
gen, y si dibujamos un vector desde la “pieza” al “algo más”, un vector es la 
imagen especular del otro (Fig. 52-2). La flecha del vector cambia su cabeza, tal 
como si todo el espacio se da vuelta; este vector se llama vector polar. 


Pero la otra clase de vector, que tiene que ver con las rotaciones, es de naturale- 
za diferente. Por ejemplo, supongan que algo está rotando en tres dimensiones, como 
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Fig. 52-3. Una rueda que gira y su 
imagen especular. Observen que el “vec- 
tor” velocidad angular no ha invertido su 
dirección. 


A E £ 
a + h 


B' 


Fig. 52-4. Un imán y su imagen es- 
pecular. 


muestra la figura 52-3. Entonces si lo miramos en un espejo, estará rotando como se 
indica, es decir como la imagen especular de la rotación original. Ahora bien, esta- 
mos de acuerdo en representar la rotación especular mediante la misma regla: es un 
“vector” que, en la reflexión, no cambia como ocurre con el vector polar, sino que 
está invertido con relación a los vectores polares y a la geometria del espacio; tal 
vector se llama vector axial. 

Ahora bien, si la ley de simetria por reflexión es correcta en fisica, debe ser 
verdad que las ecuaciones se deben expresar de tal modo que si cambiamos el signo 
de cada vector axial y de cada producto vectorial, que sería lo que corresponde a la 
reflexión, nada sucederá. Por ejemplo, cuando escribimos una formula que dice que 
el momentum angular es L = r x p, esta ecuación es muy correcta, porque si cam- 
biamos a un sistema de coordenadas a izquierda, cambiamos el signo de L, pero p 
y r no cambian; se ha cambiado el signo del producto vectorial, puesto que debemos 
cambiar de una regla derecha a una izquierda. Otro ejemplo: sabemos que la fuerza 
sobre una carga que se mueve en un campo magnético es F = qv x B, pero si cam- 
biamos de un sistema derecho a uno izquierdo, como sabemos que F y v son vecto- 
res polares, el cambio de signo requerido por el producto vectorial se debe cancelar 
por un cambio de signo en B, lo que significa que B debe ser un vector axial. En 
otras palabras, si efectuamos esa reflexión, B debe pasar a —B. Por lo que si cambia- 
mos nuestras coordenadas derecha por izquierda, también debemos intercambiar los 
polos norte y sur de los imanes. 


Veamos cómo funciona esto en un ejemplo. Supongan que tenemos dos imanes, 
como en la figura 52-4. Uno es un imán con el bobinado en un sentido y corriente 
en una dirección dada. El otro imán parece la reflexión del primero en un espejo —el 
bobinado irá en el otro sentido, todo lo que sucede dentro del alambre es exactamen- 
te a la inversa y la corriente va como se muestra—. Ahora bien, a partir de las leyes 
para la producción da campos magnéticos, que no conocemos aún oficialmente, 
pero que aprendimos muy probablemente en la escuela secundaria, resulta que el 
campo magnético es como el que muestra la figura. En un caso el polo es un polo 
magnético sur, mientras que en el otro imán la corriente va en el otro sentido y el 
campo magnético está invertido —es un polo magnético norte—. Asi vemos que cuan- 
do intercambiamos derecha e izquierda, ¡por cierto debemos intercambiar norte y 
sur! 


No les importe cambiar el norte al sur; también éstos son meras convenciones. 
Hablemos de fenómenos. Supongan ahora que tenemos un electrón moviéndose en 
un campo que entra en la pagina. Si usamos entonces la fórmula para la fuerza, 
vx B 
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(recuerden que la carga es negativa), encontramos que el electrón se desviará en la 
dirección indicada de acuerdo a la ley fisica. Por lo tanto, el fenómeno es que tene- 
mos un arrollamiento con corriente en un sentido especifico y un electrón que se 
desvia en un cierto camino —esto es la fisica, no importa cómo llamemos a cada cosa. 


Hagamos ahora el mismo experimento con un espejo: enviamos un electrón en 
una dirección correspondiente y ahora la fuerza está invertida si la calculamos si- 
guiendo la misma regla, y esto esta muy bueno ¡porque los movimientos correspon- 
dientes son entonces imágenes especulares! 


52-6 ¿Cuál mano es la derecha? 


Asi, pues, la realidad de las cosas es que al estudiar cualquier fenómeno hay 
siempre dos reglas de la mano derecha, o un número par de ellas, y el resultado 
final es que el fenómeno siempre parece simétrico. En resumen, no podemos distin- 
guir, por lo tanto, derecha de izquierda si tampoco somos capaces de distinguir 
norte de sur. Sin embargo, puede parecer que podemos decir cuál es el polo norte de 
un imán. El polo norte de la aguja de una brújula, por ejemplo, es el que apunta al 
norte. Pero naturalmente esto es de nuevo una propiedad local que tiene que ver 
con la geografía de la tierra; esto es lo mismo que hablar de la dirección en que se 
encuentra Chicago, por lo que no cuenta. Si hemos visto agujas de brújulas, puede 
que hayamos notado que el polo que mira al norte es de una especie de color azula- 
do. Pero se debe justamente al hombre que pintó el imán. Todos estos criterios son 
locales y convencionales. 


Sin embargo si un imán tuviese la propiedad de que si lo miráasemos muy de 
cerca, viésemos pelitos saliendo de su polo norte y no en su polo sur, si ésta fuese 
la regla general, o si hubiere algún modo único de distinguir el polo norte del sur 
en un imán, entonces podriamos decir cuál de los dos casos tendriamos realmente, y 
esto sería el fin de la ley de simetria por reflexión. 


Para ilustrar aún más claramente todo el problema, imaginen que estuviésemos 
hablando a un marciano por teléfono, o a quienquiera que sea, pero muy lejos. No 
se nos permite enviarle ninguna muestra real para que la inspeccione; por ejemplo, 
si pudiésemos enviar luz, podriamos enviarle luz polarizada circularmente a derecha 

y decir, “Esto es luz a derecha; observe simplemente el modo en que llega”. Pero 
nó podemos darle nada, solamente podemos hablarle. Está muy lejos, o en alguna 
ubicación extraña, y no puede ver nada de lo que nosotros vemos. Por ejemplo, no 
podemos decir: “Mire a la Osa Mayor; ahora mire cómo están dispuestas estas es- 
trellas. Lo que nosotros entendemos por “derecha” es...”. Solamente se nos permite 
hablar por teléfono. 

Ahora bien, nosotros queremos contarle todo lo nuestro. Naturalmente, comen- 
zamos definiéndole en primer lugar los números y decimos: “Tic, tic, dos; tic, tic, tic, 
ires;...”, de modo que gradualmente pueden entender un par de palabras, etc. Des- 
pués de algún tiempo puede ser que nos hagamos muy amigos de ese tipo y él nos 
diga: “Compadre, ¿qué aspecto tienen ustedes? ”. Comenzamos a describirnos y de- 
cimos: “Bueno, tenemos un metro setenta de estatura”. El nos corta: “Un momento, 
¿qué es un metro setenta?”. ¿Es posible explicarle lo que es un metro setenta? 
¡Ciertamente! Decimos: “Usted conoce el diámetro de los átomos de hidrógeno; 
¡nosotros tenemos 17.000.000.000 de átomos de hidrógeno de altura!” Esto es posible 
ya que las leyes fisicas son invariantes frente a un cambio de escala y, por lo tanto, 
podemos definir una longitud absoluta. Y del mismo modo 
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definimos el tamaño del cuerpo y le decimos cuál es el aspecto general —tiene salientes 
con cinco bultos colgando en los extremos, etc.— y nos sigue; y terminamos descri- 
biéndole nuestro aspecto externo, presumiblemente sin encontrar dificultades mayores. 
Es más, está haciendo un modelo nuestro a medida que avanzamos. Nos dice: “Oye, 
ustedes son ciertamente tipos muy buenos mozos; pero, ¿qué tienen dentro? Comen- 
zamos a describirle los diversos Órganos internos, y llegamos al corazón y le descri- 
bimos cuidadosamente su forma y decimos: “Ahora coloca el corazón en el lado 
izquierdo”. Nos responde: “¡Queeeet!, ¿el lado izquierdo?” Nuestro problema ahora 
es describirle de qué lado va el corazón sin que él vea nada de lo que nosotros vemos 
y sin enviarle jamás una muestra de lo que entendemos por “derecha” —ningún objeto 
patrón de derecha—. ¿Podemos hacer eso? 


52-7 ¡La paridad no se conserva! 


Resulta que.las leyes de gravitación, las leyes de electricidad y magnetismo, las 
fuerzas nucleares, todas satisfacen el principio de la simetria por reflexión, por lo 
que no se puede usar estas leyes, o cualquier cosa que se derive de ellas. Pero hay 
un fenómeno llamado desintegración beta, o desintegración débil, asociado con las 
muchas particulas que se han descubierto en la naturaleza. Un ejemplo de des- 
integración débil, en conexión con una particula descubierta alrededor de 1954, ori- 
ginó un enigma extraño. Habia cierta particula cargada que se desintegraba en tres 
mesones »r, como muestra esquemáticamente la figura 52-5. A esta particula se le 
llamó durante algún tiempo mesón t. Ahora bien, vemos también otra particula, en 
la figura 52-5, que se desintegra en dos mesones; uno debe ser neutro, debido a la 
conservación de la carga. A esta particula se le llamó mesón 6. Por lo que tenemos 
una particula llamada t que se desintegra en tres mesones 7%, y una particula 6 que 
se desintegra en dos mesones 7. Pero pronto se descubrió que 7 y 0 tienen una masa 
casi igual; de hecho son iguales, dentro del error experimental. Luego se encontró 
que el tiempo que tardaban en desintegrarse en tres x y en dos 7 era casi exacta- 
mente el mismo; viven el mismo periodo de tiempo. Después, que siempre que se 
formaban lo hacian en la misma proporción; digamos 14 por 100 de 7 y 86 por 100 
de 6. 


nR we et T+ 
"> EL Fig. 52-5. Diagrama esquemático de la 
y desintegración de una partícula tt y de una 
y partícula 0*. 


Cualquiera con sentido cabal se da cuenta inmediatamente que deben ser la mis- 
ma particula, que producimos simplemente un objeto que tiene dos modos diferentes 
de desintegrarse; no dos particulas diferentes. Este objeto que se puede desintegrar 
de dos modos diferentes tiene, en consecuencia, el mismo tiempo de vida y la misma 
probabilidad de producción (ya que es sencillamente el cociente de las probabilida- 
des con las cuales se desintegra en esas dos clases). 


Sin embargo, fue posible probar (y aqui de ningún modo podemos explicar 
cómo) a partir del principio de reflexión en mecánica cuántica, que era imposible 
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que los dos provengan de la misma partícula la misma particula no podía desinte- 
grarse de ambos modos—. La ley de conservación correspondiente al principio de la 
simetria por reflexión es algo que no tiene análogo clásico y por lo tanto esta clase 
de conservación cuántica se llamó conservación de la paridad. Así, fue un resultado 
de la conservación de la paridad o, más precisamente, de la simetría de las ecuacio- 
nes cuánticas para la desintegración débil frente a reflexión, el que la misma parti- 
cula no pudiese obrar de los dos modos, por lo que debía ser una especie de coinci- 
dencia de masas, tiempos de vida, etc. Pero cuanto más se estudiaba, más notable 
era la coincidencia y gradualmente surgió la sospecha de que posiblemente la pro- 
funda ley de la simetria de la naturaleza respecto a reflexión pudiese ser falsa. 


Como resultado de este fracaso aparente, los físicos Lee y Yang sugirieron que 
se deberian hacer otros experimentos en desintegraciones relacionadas para tratar de 
probar si la ley era correcta en otros casos. El primer experimento de esta clase lo hi- 
zo Miss Wu de Columbia y es como sigue. Usando un imán muy potente a una tem- 
peratura muy baja, resulta que un cierto isótopo de cobalto que se desintegra 
emitiendo un electrón, es magnético, y si la temperatura es lo bastante baja para que 
las oscilaciones térmicas no sacudan demasiado los imanes atómicos, éstos se ali- 
nean en el campo magnético. Asi, pues, los átomos de cobalto se alinearán en este 
campo intenso. Luego se desintegran emitiendo un electrón y se descubrió que cuando 
los átomos estaban alineados en un campo cuyo vector B apunta hacia arriba, la 
mayoria de los electrones se emitían hacia abajo. 


Si no se está al tanto de los últimos adelantos del mundo, tal observación no 
parece nada significativa, pero si se aprecia los problemas y cosas interesantes del 
mundo, entonces se ve que es el descubrimiento más sorprendente: cuando coloca- 
mos átomos de cobalto en un campo magnético extremadamente intenso, van más 
electrones de desintegración hacia abajo que hacia arriba. Por lo que si lo pusiéra- 
mos en un experimento correspondiente en un “espejo”, en el que los átomos de 
cobalto estarian alineados en la dirección opuzsta, escupirian sus electrones hacia 
arriba y no hacia abajo; la acción es asimétrica. ¡Le han crecido pelos al imán! 
El polo sur de un imán es de tal suerte que los electrones de una desintegración ß 
tienden a alejarse de él; esto distingue, de un modo físico, el polo norte del sur. 


Después de éste se hicieron muchos otros experimentos: la desintegración de 
7 en u y o; u en un electrón y dos neutrinos; hoy en dia A en protón y 7r; des- 
integración de las 2; y muchas otras desintegraciones. De hecho, en casi todos 
los casos donde se podia esperar, ¡se ha encontrado que ninguno de ellos obedece 
la simetría de reflexión! La ley de la simetria de reflexión es incorrecta, fundamen- 
talmente a este nivel de la física. 


En resumen, podemos decirle a un marciano dónde colocar el corazón: decimos, 
“Escuche, constrúyase un imán, póngale las bobinas y haga pasar corriente; tome 
entonces un poco de cobalto y baje la temperatura. Arregle el experimento de modo 
que los electrones marchen de sus pies a su cabeza; entonces, la dirección en la que 
la corriente recorre las bobinas es la dirección que entra en lo que nosotros llama- 
mos la derecha y sale a la izquierda”. En consecuencia, es posible definir derecha 
e izquierda, ahora, haciendo un experimento de esta clase. 


Se predijeron también muchas otras caracteristicas. Por ejemplo, resulta que el 
espin, el momentum angular, del núcleo de cobalto antes de la desintegración 
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es 5 unidades A y después de la desintegración es 4. El electrón lleva momentum angular 
de espin y también interviene un neutrino. Es fácil ver a partir de esto que el electrón 
debe llevar su momentum angular de espin alineado según su dirección de movimien- 
to, y asimismo el neutrino. De este modo, parece como si el electrón estuviese giran- 
do a la izquierda y esto también se comprobó. De hecho, se comprobó precisamente 
aquí en Caltech por Boehm y Wapstra que el electrón gira principalmente a la iz- 
quierda. (Hubo otros experimentos que dieron la respuesta opuesta, ¡pero estaban 
equivocados!) 


El problema siguiente, por supuesto, fue encontrar la ley del fracaso de la conser- 
vación de la paridad. ¿Cual es la regla que nos dice cómo va a ser de grande el fraca- 
so? Esta: ocurre solamente en estas reacciones muy lentas, llamadas desintegraciones 
débiles, y cuando ocurre, la regla es que las particulas que tienen espin, como el 
electrón, el neutrino, etc., salen con un espin que tiende a la izquierda. Es una regla 
desequilibrada; relaciona un vector polar velocidad y un vector axial momentum an- 
gular, y dice que es más probable que el momentum angular sea opuesto a la velo- 
cidad que según ella. 


Esta es, pues, la regla, pero hoy no entendemos realmente los por qué y los por 
consiguiente de ella. ¿Por qué es ésta la regla correcta, cuál es la razón fundamental 
de ello, y cómo se relaciona con cualquier otra cosa? Por el momento nos hemos 
quedado tan sorprendidos por el hecho de que es asimétrica, que no nos hemos po- 
dido recobrar lo suficiente para entender lo que significa con respecto a todas las 
otras reglas. Sin embargo, es un asunto interesante, moderno y aún sin resolver, por 
lo que parece apropiado discutir algunas cuestiones asociadas con él. 


52-8 Antimateria 


Lo primero que hay que hacer cuando se pierde una de las simetrias es volver 
inmediatamente a la lista de simetrias conocidas o supuestas y preguntar si se pierde 
alguna de las otras. Ahora bien, no mencionamos una operación en nuestra lista, 
que debe ser necesariamente investigada, y es la relación entre materia y antimateria. 
Dirac predijo que además de los electrones debe haber otra particula, llamada posi- 
trón (descubierta en Caltech por Anderson), que se relaciona necesariamente con el 
electrón. Todas las propiedades de estas dos particulas obedecen ciertas reglas de 
correspondencia: las energías son iguales; las masas son iguales; las cargas son 
opuestas; pero, lo más importante de todo, las dos cuando se juntan se pueden ani- 
quilar entre sí y liberar su masa completa en forma de energía, digamos rayos y. El 
positrón se llama antipartícula del electrón, y ésas son las características de una 
particula y su antipartícula. Resultó claro del razonamiento de Dirac que todas las 
demás particulas del mundo deberian tener también antipartículas correspondientes. 
Por ejemplo, para el protón deberia haber un antiprotón, que se simboliza ahora con 
P. El Pp tendría una carga eléctrica negativa, la misma masa que un protón, etc. Sin 
embargo, el rasgo más importante es que cuando se unen un protón y un antiprotón 
se pueden aniquilar entre si. La razón por la que recalcamos esto es porque la gente 
no lo entiende cuando decimos que hay un neutrón y también un antineutrón, ya 
que dicen: “Un neutrón es neutro; por lo tanto ¿cómo 
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puede tener una carga opuesta?” La regla del “anti” no es solamente que tiene la 
carga opuesta, tiene cierto conjunto de propiedades y el conjunto total de las mismas 
es opuesto. El antineutrón se distingue del neutrón del siguiente modo: si colocamos 
dos neutrones juntos, permanecen simplemente como dos neutrones, pero si coloca- 
mos un neutrón y un antineutrón juntos, se aniquilan liberándose una gran explosión 
de energia, con diversos mesones 7%, rayos p y muchas cosas más. 


Ahora bien, si tenemos antineutrones, antiprotones y antielectrones, en principio 
podemos hacer antiátomos. No se han hecho aún, pero es posible en principio. Por 
ejemplo, un átomo de hidrógeno tiene un protón en el centro con un electrón dando 
vueltas. Ahora bien, imaginen que en algún lugar podemos hacer un antiprotón con 
un positrón dando vueltas alrededor; ¿daría vueltas? Bien, en primer lugar, el anti- 
protón es eléctricamente negativo y el antielectrón es eléctricamente positivo, por lo 
que se atraen uno al otro de una manera correspondiente -las masas son iguales; 
todo es igual-. Es uno de los principios de la simetria de la física, las ecuaciones 
parecen demostrarlo, que si un reloj, digamos, se hiciese de materia por un lado, 
y luego hiciésemos el mismo reloj de antimateria, funcionaria de este modo. (Natu- 
ralmente, si colocamos los dos relojes juntos, se aniquilarían, pero esto es diferente.) 


Entonces surge una cuestión inmediata. Podemos construir dos relojes de mate- 
ria, uno que es “izquierdo” y uno que es “derecho”. Por ejemplo, podriamos 
construir un reloj que no se construye de un modo simple, sino que tiene cobalto 
e imanes y detectores de electrones que detectan la presencia de electrones de desin- 
tegración ő y los cuentan. Cada vez que se cuenta uno, el segundero se mueve. 
Entonces el reloj imagen, que recibe menos electrones no irá a la misma velocidad. 
Pero evidentemente podemos construir dos relojes en forma tal que el reloj iz- 
quierdo no concuerda con el derecho. Construyamos de materia, un reloj que lla- 
maremos patrón o reloj derecho. Ahora construyamos, también de materia, un reloj 
que llamaremos reloj izquierdo. Acabamos de descubrir que, en general, los dos no 
funcionarán del mismo modo; anteriormente a este famoso descubrimiento fisico, 
se pensaba que lo harian. Pero también se supuso que la materia y la antimateria 
eran equivalentes. Esto es, si construyésemos un reloj de antimateria, derecho, de la 
misma forma, entonces funcionaria lo mismo que el reloj de materia derecho, y si 
hiciésemos el mismo reloj izquierdo funcionaria igual. En otras palabras, al principio 
se creyó que fodos estos cuatro relojes eran iguales; ahora naturalmente sabemos 
que los de materia derecho e izquierdo no son iguales. En consecuencia es presumi- 
ble que los de antimateria derecho e izquierdo no son iguales. 


Por lo tanto, la pregunta es: ¿cuál va con cuál, si es que lo hacen? En otras 
palabras, ¿se comporta el de materia derecho como el de antimateria derecho? ¿o es 
que el de materia derecho se comporta como el de antimateria izquierdo? Los expe- 
rimentos de desintegración ß que usan desintegración en positrones en lugar de 
desintegración en electrones, indican que ésta es la interconexión: la materia “dere- 
cha” funciona lo mismo que la antimateria “izquierda”. 


En consecuencia, por fin, ¡es realmente verdad que la simetria derecha e izquier- 
da se mantiene aún! Si hiciésemos un reloj izquierdo. pero hecho de la otra clase 
de materia, antimateria en lugar de materia, funcionaria lo mismo. Asi, lo que ha 
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sucedido es que en lugar de tener dos reglas independientes en nuestra lista de sime- 
trias, dos de estas reglas se unen para formar una nueva regla: la materia a derecha 
es simétrica de la antimateria a izquierda. 


Por lo que si nuestro marciano está formado de antimateria y le damos instruc- 
ciones para construir aquel modelo “a derecha” como nosotros, saldrá, naturalmen- 
te, al revés. ¿Qué sucedería cuando, después de mucho charla que te charla, nos 
hemos enseñado el uno al otro a construir naves espaciales y nos encontramos a 
mitad de camino en el espacio vacio? Nos hemos aleccionado uno al otro acerca de 
nuestras costumbres, etc., y los dos nos apresuramos a estrecharnos las manos. 
Bien, si él ofrece su mano izquierda, ¡tenga cuidado! 


52-9 Simetrias rotas 


La pregunta siguiente es: ¿qué podemos construir con las leyes que son casi 
simétricas? Lo maravilloso de todo esto es que para una gama tan amplia de fenó- 
menos intensos e importantes —fuerzas nucleares, fenómenos eléctricos, y aun los dé- 
biles como la gravitación— en una enorme variedad de campos de la física, todas sus 
leyes parecen ser simétricas. Por otro lado, este pequeño trozo adicional dice: “No, 
¡las leyes no son simétricas!”. ¿Cómo es que la naturaleza puede ser casi simétrica 
y no perfectamente simétrica? ¿Qué haremos con esto? En primer lugar, ¿tenemos 
algún otro ejemplo? La respuesta es que de hecho sí tenemos unos pocos ejemplos 
más. Por ejemplo, la parte nuclear de la fuerza entre protón y protón, entre neutrón 
y neutrón, y entre neutrón y protón, es exactamente igual —hay para las fuerzas 
nucleares una simetria, y nueva: que podemos intercambiar neutrón y protón—, pero 
evidentemente no es una simetria general, ya que la repulsión eléctrica entre dos pro- 
tones a distancia no existe para neutrones. Por lo que no es generalmente verdad que 
siempre podemos reemplazar un protón por un neutrón, es sólo una buena aproxi- 
mación. ¿Por qué buena? Porque las fuerzas nucleares son mucho más intensas que 
las fuerzas eléctricas. Asi, ésta es también una “casi” simetría. Tenemos entonces 
ejemplos en otras cosas. 


Tendemos, en nuestro interior, a aceptar la simetria como cierta clase de perfec- 
ción. De hecho es como la vieja idea de los griegos de que las circunferencias eran 
perfectas y fue bastante horrible creer que las órbitas planetarias no eran circunfe- 
rencias, sino sólo casi circunferencias. La diferencia entre ser una circunferencia 
y una casi circunferencia, no es una diferencia pequeña, es un cambio fundamental 
en lo que respecta a la inteligencia. En una circunferencia hay un signo de perfec- 
ción y simetría que no se encuentra en el momento en que la circunferencia varia 
ligeramente —es el fin—, ya no es más simétrica. La cuestión es entonces por qué es 
solamente casi una circunferencia —ésta es una pregunta mucho más dificil-. El mo- 
vimiento real de los planetas, en general, deberia ser elipses, pero a través de las 
edades, a causa de las fuerzas de marea, etc., se han transformado en casi simétri- 
cas. La cuestión es ahora ver si tenemos aquí un caso parecido. El problema desde 
el punto de vista de las circunferencias es que si fuesen circunferencias perfectas 
no habria nada que explicar, eso es claramente sencillo. Pero puesto que son sola- 
mente casi circunferencias, hay mucho que explicar, y el resultado implicó un gran 
problema dinámico y ahora nuestro problema es explicar por qué son casi simétri- 
cas considerando las fuerzas de marea, etc. 
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Asi, pues, nuestro problema es explicar de dónde proviene la simetría. ¿Por qué 
la naturaleza es tan casi simétrica? Nadie tiene una idea de por qué. Lo único que 
podemos sugerir es algo como esto: Hay una puerta en Japón, en Neiko, que los 
japoneses llaman algunas veces la puerta más hermosa de todo Japón; se cons- 
truyó en una época en que había una gran influencia del arte chino. Esta puerta 
es muy ornamentada, con muchos timpanos y hermosas estatuas y columnas y 
cabezas de dragones y principes esculpidos en los pilares, etc. Pero cuando se mira 
de cerca se ve que en el dibujo elaborado y complejo de uno de los pilares, uno de 
los pequeños elementos de diseño está esculpido cabeza abajo; por lo demás todo es 
completamente simétrico. Si se pregunta por qué es asi, la historia es que se esculpió 
cabeza abajo para que los dioses no estuviesen celosos de la perfección humana. 
Asi, a propósito cometieron un error en ella, para que los dioses no estuviesen celo- 
sos y se enfadasen con los seres humanos. 


Nos gustaría invertir la idea y pensar que la verdadera explicación de la casi 
simetría de la naturaleza es ésta: ¡Dios hizo las leyes solamente casi simétricas para 
que asi nosotros no estuviésemos celosos de Su perfección! 
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